ANALISIS | PARA EL CBC, PARTE 1






LAN -1

ANALISIS |

PARA EL CBC - PARTE 1

FUNCIONES - CONTINUIDAD
- LIMITE - DERIVADAS




Andlisis T para el CBC, Parte 1
- 2% edicién. - Buenos Aires: Editorial Asimov, 2010

156 p.; 21x27 cm.
ISBN: 978-987-23462-5-6

Andlisis | para el CBC : parte | - 2a ed. -
Buenos Aires:  Asimov, 2010
v. 1,156 p.; 20x27 cm.

ISBN 978-987-23462-5-6

1. Analisis. I. Titulo
CDD 512

Fecha de catalogacion: 20/03/2007

© 2010 Editorial Asimov
Derechos exclusivos
Editorial asociada a Camara del Libro

2% edicién. Tirada: 100 ejemplares.
Se termind de imprimir en agosto de 2010

HECHO EL DEPOSITO QUE ESTABLECE LA LEY 11.723
Prohibida su reproduccion total o parcial
IMPRESO EN ARGENTINA



Indice - Parte 1

1....... Valor absoluto, intervalos, extremos.
8 Funciones

10......Composicion de funciones

22 Ejercicios

44....... Limites

57 Ejercicios de Limite

69....... Continuidad

77 T. del valor medio, Weierstrass y Bolzano
8l....... Ejercicios de continuidad
89 Derivada

103......Tabla de derivadas. Reglas de derivacion.
117 Diferencial de una funcion.

123...... Teoremas de Lagrange y Cauchy.

134 Regla de L'Hopital

140....... Polinomio de Taylor.

Temas que estan en la parte 2:

Integrales - Sucesiones y Series



¢ Ves algo en este libro que no estd bien explicado ?
¢ Encontraste algun error ?

¢ La notacién que usé yo no es la que usa la cdtedra ?
Mandame un mail y lo corrijo.

www.asimov.com.ar

Podés bajar Parciales viejos
de www.asimov.com.ar




ANALISIS |

PARA EL CBC

Ingenieria, Exactas y Economicas

PARTE 1

* INTERVALOS Y EXTREMOS
* FUNCIONES

* LIMITE

* CONTINUIDAD

* DERIVADAS




ANALISIS I

NACE UN HOMBRE NUEVO

Hola. Este no es el libro oficial de la cdtedra. Este es un libro que escribi yo junto
con otros docentes. Lo hicimos a nuestra manera siguiendo el programa de andlisis
I del CBC. La idea es que puedas estudiar si te perdiste una clase, si tenés que dar
el final o si te tocé un docente medio-medio. En principio lo que pongo acd sirve
principalmente para las carreras de exactas, ingenieria y ciencias econdmicas de
la UBA. Pero andlisis I es andlisis I en todos lados. Perfectamente podés usar este
librito si estds cursando en una universidad privada, en la UTN, o en alguna
facultad del interior. Incluso si alguna vez viajds afuera, te llevards una sorpresa
al descubrir que lo que ellos estudian alld, es lo mismo que vos estudids acd. No
hay magia. Andlisis I es Andlisis I.

Vamos a unas cosas importantes: Por favor recordd que saber andlisis T es SABER
RESOLVER EJERCICIOS. Estd perfecto que quieras leer teoria, pero no te
olvides de agarrar la guia de TP y hacerte todos los problemas. ¥ no sélo eso.
Conseguite parciales y finales viejos y resolvelos todos. Esta materia se aprende
haciendo ejercicios. Tenés ejercicios en la guia de TP de la catedra. Tenés
parciales y finales viejos para bajar de pdgina de Asimov:

www.asimov.com.ar

También tenés lindos ejercicios en el viejo Sadosky-Guber. Atento con esto:
Andlisis I es una materia fundamental para todas las carreras. Mientras estés
estudiando, todo el tiempo vas a trabajar con funciones, con derivadas, con
integrales y demds. Incluso otras materias se van a basar en andlisis I. Conclusién:
No digas " quiero sacarme andlisis I de encima". Andlisis I es la Biblia. Uno nunca
se saca de encima andlisis I .

Es cierto que andlisis de CBC es dificil. Pero atencidn. Recién vas a ver lo que es
una materia realmente dificil cuando entres a la facultad. Si seguis Ingenieria te
topards con 2 monstruos gigantescos: Algebra IT y Andlisis II. Si seguis Quimica
te topards también con Andlisis II, con las Orgdnicas, con las inorgdnicas y las FQ.
Si seguis computacion te topards con Andlisis IT, Algoritmos IT y otras. Una vez
que curses estas materias en los proximos afios, recordards con una sonrisa el



haber pensado que el CBC era un filtro y que andlisis de CBC era una materia
dificil. ( Esto no es mala onda. Esto es asi ).

Otra cosa: Hay 2 tipos de personas en el mundo: Los que saben andlisis y los que
no saben andlisis. Saber andlisis te cambia la cabeza. Entender esta infernal
materia te transforma en una especie de ser pensante. Después de aprobar el
final serds un hombre nuevo. Vas a poder analizar y razonar las cosas. Y cuando
digo "analizar y razonar las cosas" no me estoy refiriendo Unicamente a lo que
tenga que ver con la matemdtica. Me estoy refiriendo a la vida en general. Esto lo
vas a notar cuando hables con tus padres, con fus compafieros del colegio o con
otros chicos que estdn en otras carreras que no tienen matemdtica. Vas a ver que
ellos siguen medio en la prehistoria. No pueden pensar. No pueden razonar. No ven
las cosas con claridad.

Al hablar con tus viejos compaiieros del colegio después de mucho tiempo dirds:

¢ A estos que bicho les picé ? ¢ No ven la realidad ? ¢ No entienden lo que pasa ?
Rta: No, ellos no entienden lo que pasa. Ellos no cursaron andlisis I.

Pregunta: ¢ Entonces saber andlisis me convierte en una especie de superhombre ?
Rta: Bueno, no exactamente, pero algo de eso hay. Uno ho es el mismo después de
aprobar andlisis I.

Ahora, una cosa: Tampoco hay que exagerar. O sea, hay que estudiar, hay que ma-
tarse haciendo ejercicios, hay que romperse el alma, correcto. Pero fampoco hay
que pasarse de la raya. Hay gente que después de estudiar Andlisis T queda re-
chapita.

Esto suele pasar mds bien después de cursar las matemdticas que siguen a Andlisis
I, que suelen ser materias mucho mds dificiles. (Ejemplo: Andlisis IT).El tipo
enloquece. Se piré. Quiere saber todo-todo-todo-todo. Absolutamente todo.
Error: No hay manera de saber todo Andlisis I. A medida que uno mds la estudia,
mds la entiende. Pero uno nunca sabe todo. O si lo querés de otra manera, uno solo
puede saber todo Andlisis I para t tendiendo a infinito.

Resumiendo: Hay que saber andlisis porque hay que aprobarla. Hay que saber
andlisis porque tiene correlativas. Y hay que saber andlisis para convertirse en un
hombre nuevo. Un ser pensante.

Vamos a esto: ¢ Por qué cuesta tanto entender esta materia ?
Rta: Hay 2 motivos bdsicos:

1 - Vos hiciste un secundario que en la prdctica casi ho existié. No te explicaron
nada. No te ensefiaron nada. No tenés el nivel suficiente para ponerte a cursar
andlisis. No se puede entender andlisis si no se sabe matemdtica antes. Salvo
algunos pocos colegios que se salvan, el secundario no existe como entidad



educativa en argentina. Te engafiaron. Te hicieron creer que te estaban ensefiando.
Pues te mintieron, che. El secundario no existe. El verdadero secundario existia
en la época de tu abuelo. Ahi se aprendia. Ahora el secundario, fue.

2 - La rapidez con la que se dan los temas en andlisis es tan grande, que tu cabeza
no tiene tiempo de procesar la informacion. Tu cerebro se tilda, lo mismo que le
pasa a la computadora cuando le pedis que ejecute 20 tareas al mismo tiempo.
Simplemente uno no puede asimilar tanta informacion en tan poco tiempo y colapsa.

¢ Pero entonces qué hago ?! ¢ Como superar todo esto ?! ¢ Estd todo perdido ?!

Rta: Bueno, no estd todo perdido. O sea, casi. Pero hay una salida. Es muy simple:
Tenés que estudiar. Estudiar como un salvaje. Tenés que hacerlo por varios
motivos. Por un lado, tenés que aprobar la materia. Pero por otro lado, el afio que
viene vas a tener materias mds dificiles que andlisis CBC. Y para entender estas
materias, vas a tener que saber andlisis de CBC a la perfeccién. De derecha a
izquierda, de arriba para abajo y de atrds para adelante.

Pero también hay una cosa: Matarte estudiando no te va a venir mal. Después de
que apruebes el final te vas a dar cuenta de que ya no sos el mismo de antes. Vas a
ser un hombre nuevo.

Resumiendo: No hay salida. La materia va rdpido. Ellos explican poco. No hay
tiempo. Imposible sequirles el ritmo. Encima vos venis con poco nivel matemadtico...
Solo te queda estudiar como un salvaje. Asi son las cosas. Bienvenido a la
Universidad de Buenos Aires.

Ahora, unas sugerencias - recomendaciones:

* Andlisis es una materia dificil. Estudid. Y principalmente, NO TE ATRASES.
Vas a ver que ellos van a mil por hora. ( Es asi ). Todo es correlativo de todo. Todo
depende de todo. Para entender el tema n hay que saber primero el tema n-1.

¢ Te atrasaste ?, fuiste. ¢ Te perdiste una clase ?, Fuiste.

* EN ANALISIS CADA PUNTO CUENTA.
No es lo mismo tener un 3 ( tres ) en el primer parcial que tener un 4 ( cuatro ).
Hacé todo el esfuerzo que puedas para sacar la mayor nota posible.

* ¢ TE FUE MAL ?

¢ No pudiste aprobarla ? ¢ Tenés que recursar ? Bueno, ho pasa nada. Es lo normal.
Mds o menos el 70 % de la gente recursa Andlisis I. El recursar no quiere decir
que seas un tonto. La gente recursa porque en el colegio no le ensefiaron nada. Y el
asunto salta acd, al entrar en la Universidad. No te tires atrds. Hacela de nuevo.



Buscate un buen docente y volvela a cursar. Vas a ver todo con mds claridad.

* ¢ ANALISIS LIBRE?
¢ Querés dar Andlisis Libre? i¢ LIBRE ?! Alto | Detente. No lo hagas. Recursala 'y
chau. Yo sé lo que te digo. ( Mandame un mail y te lo explico ).

Ultima cosa: No vayas a dar el final para sacarte un lastimoso 4. Hacete todos los

ejercicios, sabete todo, andd al final y sacate un 9. Entonces si vas a poder decir:

" Hermano, yo sé andlisis T "

Resumiendo: Estudid, rompete el almay sabé andlisis. No lo hagas por ellos. Hacelo
por Vos.

Pregunta:

¢ Por qué digo "andd al final y sacate un 9" ?

¢ Por qué no digo "andd al final y sacate un 10" ?

Rta: Nadie saca 10 en el final de andlisis I.

SUERTE EN EL EXAMEN !
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distinTo (eﬁ fnye.Cn'ud).

Ademas, 18 ima gen (Todos o5 vavores de'y posibues
ToLes ?uc exisTe un ‘X’Taf. gue )’: F(x)) es 50&:.
alR. Gor Lo Tanro F es sobreyecrive.

En concuusidn, p es biyectiva y, por Lo a0, Tione

inversa F_l- Cars caLcowar F’* recordamos que

F6)-) => F(y)=X
Lo Gnico %ue, ”l&)/ %ue hacer es despeo'&r‘ X de
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L8 expresion: My=x—l _— (}X:}’H

F (<) ()
Listo. S ahora quetemes grapicar esta nveva
PUNCION Tevemos Qe Usmarte X'a s eLemen
Tos der dominio de |:"'t y“y" a8 (as imaames. -

O Sea:

Can;bi;nd;rxfry Esto L0 grapicamos como
bna Q)= X+, gue es 13
E0=xtl  inverks de F) -

/ﬁminio (na Todo I'f)

F:[—Z;Z]—"lps

/ £ no es sobfeyecriva porgue
eL c.and. iwnacn I es latal.
d [—J,Z;r]; %ua no coincide
con K. Enronces ﬁi no 5€
(@ puncion & &mPLiﬁ'a
e 1®axioma de Pmcia;‘r),
pero esto se puede ame

81,3;‘ re.srr;néiendo sv dowinio para g]ue, 5ed iauaL al

ﬁl: [—I};l:l — [..2:1] o as s’ es Fmaic;n.
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Ademss FES‘?*TE %u.: L3 FUHCEJH inversa f:' y la diree
Ta P SON  SIMETIIEaS reapec:ro aL Pae. X= y (La dna
gonat Punfedda> Esto es siempre a5/ .

D%gmaarmcn-ro ?Lcambxg de escals

¢ D&igt,aaam]&rro: Dada una F(x) cyo raf:iaa es

conoeido y dadqg (x).—. F(x-a)} podemas abTener

eL napnﬂo daax despazando f(x) en [3] hacia
8' es posirtiv, 0 hacie (& 1E$U|erda

(cbarap) Er2) e

gér\- Q) % a_‘;

ciq_bﬁ de escala: Dada eL ra"pl'co de FC");
podemos obTener cL de é(x)= F(b.x) comprimien
do F(x) en un gamor deb’,si by 1, 0 expan
diéndoo s b<l.

By: Con s px) de arriba:

be 2 | £(2x) b-yﬁ F(%%)

eracha $i
Si a es neamu.fd

AN : L
-\ ‘_:X_/ 2 4
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Ahors pare araFicar 5(&) z F(bx-aﬂ ——

Fn‘maro deapbaza's F("‘) en [a] (hac.ia dmde.cq
(responda | como antes)y aL rapico despLazado
Lo tomprimis con un pacror de b [ 0 expandls,
Lo gue Ooff"&bpﬂm:\ﬂ). ?Q'O) f)rl'msro despl.aaa%,
m comprim(§ o expandis.

Eunciones especiaLes:

Vamos a ver augnss ponciones que. aperecsy con my
cha precvencia en matemsrics {naeh'rerﬁs,em.

F(x)=a x.}r\
y S0 ara"piwt A

abi.. At bl cuncidn comstame

a[ ; _ %
i *
/ T T / (f{?n Ka.n)

>

/ Funnie’n i denridad

o Cuadtsricas: \F(x) = ax%y bx ¢ CJ

o Lineares: La Forma 8&1&*& s

(con as0)

Con: X, = -b )/vz F(xu)

23

8> 90
Yot~ Pars a¢o e ara’p.‘m es hacia

T x, " aba‘m/\
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#69-=[X]

> Te acordds que eL
VaLof absowTo de un
nimero era Siempre
FO‘&ETNQ 7 e eso eL
candun*m ima'a&m es [o,+x)

. !M db&lg@ :

L‘ Es Simcfﬂ‘fﬂal eL vator
dbsawto de'd’'o de -a’ es si&npl‘e a.

0 E%nnamé-rrica:); l ﬁﬂ(&) ; Cos(x) ; r&(’ﬁ}]} ere..
| sen(x) d cos(x)

L LAMD
P

Los I"ﬂFlﬂ.O'S Som exacramente | aua.l_&s! pero despLa
zadus en W/ . En ambes cosos er dominia sos

Todos Los fedleS y e cora. Jmaacm SOLO eL inTer

YaLo |-I. |
o ]%@ m%@ sen(x)

vsLes el denominddor
&6 noto (poc eso de ge

i 1 | : Cﬂb x-)

I | I |

: ' | I En esTe can Se excl
1 l =
: | | yen der dowminia LOS

. : : s
T i 3—, vaLeres de X para tos
&

[
|
[

|
|
{
|
!
I
I
|

OPEPRIRR _
P
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o Se puede dividir por cero, VISTE ?> Envonces:
%=§"/xr.‘ll€ A x#(zmﬂj‘_['lzj ! ME.NI

Hinatfn milripeo imper de Ty,

o Hiperboiicas: | sh(x) ; ch(x) ;fh(xﬂ; erc..

Se depinen de La SuﬁuimT& manera

Seno hLP 5}1(&)= o

- Z Tangemrghip: Tj\(x)-. (%)
b X =X Ch(x)
Coseno hip: d(;.% C+C -
L 2
Tambien esTan Lo COSecanTe  Secante y corangen
Te higerbdiicas gue Sow 133 inversas muitiprica
TWas deL 10, cosena e hi perbaLicos,

respectivamente.(y 1o mismo fara L3s Tronomérricas)

Sus ara’pfcoa y L0S de 5ud pundiones inverges
(a%ﬁhfaq J argcwx.) y arath(x,)) Son ;

ey w sh: I =K

| xf; L Es l:{yec.Tiva, asi gue

| 47 drgshi) ho hay probLema e
e : eNCOATRAr SV inversa

L/ ‘. 3%5h (x) -
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|

ch(x) Y ch: R =K

i ('”0 es biyec.TFVd. Cars Pcﬂﬂ‘

3 ChenTrarle Inverss mos que
1 I

) 1=
ol 8amos Com un FEIIGEG de

A : Funaicfn. (esrr‘f%imﬂﬁ e do
mivio 8 [0, M)y eL w’b
de ueaada a [1;+x)

O sea, graficamos La inversa  paca;

dwk: [0j+ad|>-—r {]j-}ad) Qiue. 8 es bfy&ﬁ'rf\r’a.

a(argh P‘j tt’l , |Q - R

! {

: Thix) Es inyecriua pero ho wbl‘g

—e  Jeciva eL conionTo img
&n es (-n',- I)»_IEne.mos

%UB f&'STriyair e. do-

minio de argﬁn a ese

INTErVALO Y enTonces si,
arérh: E1,1) = R es
funcion-

Nora - Oig, no Te coupundas tas inversas mucTiptica
TIVas (Sech(x) = Yy, por ed'empm) Con Las funcio
hes inversas que Som Las %ue @r&[:f‘ﬂ&mos-

x No es e CJn Dﬁa[na{,! es séo (3 rwma derecha.
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Composicids de puncionts:
Dadas dos Funciones “Fn)’ "a‘ para Las CudLes

Ié.C.D,: se puede obrener La puncion Gmpuesta

h(x\ de (a Sgﬁﬁw‘r@ maners:

: g
(%)= (F;é)(@ - £y |4 o
F (omuUesTa con
Es decir , Primero 58¢8s (& imaém de "X’ Porg
8 ese (esuado Le qpuicas ‘! Para poder apui
car e’ 5 @f) (pars CoaLquier X gue perrercacs
aL dominio de " ’J e necesario gue @(x} este
dentro det dominio de F.ﬁj 0 sea, gue T O,
('mﬂ&ev'i de 4 incLuidd en eL domiviio de p

Si % no ESTEI! meluida e :DF . habra’ un coniunTO
de vawores de X pefe tos Cuates (X) no Tiene
ima&e« por P (Pvn'ros 9¢9 que ¢£DF). En ese caso
hay que reswﬁn&fr‘ er dominio de h 8 vn subawmiun
Yo de :D(j* de manerg gTue. para Todo X € Dp
Se CcumpLd que a(x) £ DF'

%EﬂP_LOf Tenemos g yg TaLes gue:
e: R= R / p(x)- 3x

6:[0j+m>_p[0j+m) / 5(::}:\]—;1
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EL dominio deé no €3 R pﬂf‘_tiue. hQ0 €XISTE (a8 (312
de himeras n&ad‘ﬁv’ﬂs (en redlidad existe Fem ha &s

reat):
Cateoramos | pog |: <)) = s 5
FG0)- #(R)- 247
En esre caso: doude decia X Fnudn 5(::.)

T-lote) %R = HEDp se cmpe

Grapicamente: % p apLicando ¢ hmea
% obrenan unN°< 0.
§ " 1o)

Faé 'I_;H: [Om)
Ahora caLcotamos : 6({-‘(&}): 5(5:(); J;J

reenpwzams X Par Ix en La
En este ca50 L0 que expresich de 40c).

deberls CompLirse €5 IFQ%( porgue. catcuLamos
BﬂF ) no Foa ) in embaraaj om0
I{_‘: “Q i ﬂé= [OJ'T‘QQ => IF QD(j no se CJJmPL&.

GraticamenTe I;- R

DR

Q S8, lnay que &eatr %"F omo Un Submﬁ de.
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0 ‘ P
F para e eysL L3 ma&m esTe inewids e %

(r_{o_rgl L3 imagen de un Subconi. S es e cmdvmo
Formado Pcu‘ T0d3S Las J'M%Bnes de LoS FUHT{?S
perTenecientes 3 6).

Q:urvas ginidas oarama'mcame»«m:

Una curip en e puano es wn conjonto continuo
de pares ondenados (X (z), 5(1:)). Cvando T, ec
Qardmerro recorre un inTervaw [a;b) , LoS pares
(K(r) ) 5(‘:)) describen yna Corva onTinua e €
FLEMO.

Las punciones describen Curvas en €L pLang.

Nagta ahara hemos de[:fn‘lcb 8 las punciones de
manera expLicitd  daudo (3 expresidn = p(x) pars
obrener (3 imaﬁw de X. Sin em 0, 8LGUNGS
Runciones tambich pueden definirse parameTricament.

lempLe: Dada F(x)= X J uscamos  Su Form3

psrameTrica. Tomamos a X como Para‘ifnmra s ke
= 6(‘[’:}: XE: tz == (E;tz) E‘S‘I'K\

€5 & forma paranérrica de p(x)=X*

COrmo %&upw: Dada 13 ecvacidn x?}a‘: P,

|
deginir paraméTricamente 13 Curva Que describm
LS punos SOLCiom.
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F’ara €8T S€ U%d Un Tfusiui'ro muy Tl'iFIcD‘; oL
define: ﬁ:; ¢ cast\ « X (D)

Favra ) eTOnCeS, obTener U (7). Para eso recordsmas
(dev secondario probabremenme ) una propiedad de Las
punciones Tramuwdrrfcgas: » ”

Lms(x) $ %n(x) = W

Fiiare aue S deginimos \bﬂ" Senf],ui ecd

Ciov oriéinan, ;}ueda:

(¢ Cnst)er G sewt)t-. e
r
Esta e5 vna idenTidad (uau.’. Vt’) ) Y €50 severi
(8 directamente usando 14 Fl“opiedad anrerior

LiSToj L8 CUrva esTd pormada por s pares orde

nacos: (0 wst raent) T & [o}znﬂ

Es un cireyo de radio I s / 02
0o enTre
y /
1-.55 porgee: negpuey e
\'L- Sen y e s B"IFIE_
Lo Ta0 . 2 8 Pef?e'l'lf' SU§
K r X VALOreEs |
L.
2" W (w5 3, O seng) < (0,-1)
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EJERCICIQS

A continvacidn vamos a ver ums serie de %El’ti
Cios 8LQUMOS de Los CUALES  Som SimpLemenTe.
%jrmpma de .o _a)ue. Vimos en L3 parTe Tedlica,
0fres introdvcen abéuﬁﬂﬁ hoerds, (ero semciLLas,
degini ciones.

] Dererminac si Lad 5i&uiemes proposiciones son ver.
daderss o FaLsas. O Lo son probario, sivo, ha
LA un ConTracjempLo.

(Esve ejercicio  es un repaso de inccuacimes)

)

(EL X3#0 es necesaria For%ue. cwando X=0 no

Ll | 0 m> | -y
J< n X$0 => <','<‘<' > -1>X>1

Se puede, hacer VK)

La primera impLicacion es verdadera. Esro sate

direcramente de vna de LAS propiadddes de mo’
duLo Qoe Vimos en La parre Tedrica.

Din esu-»-lba;raaJ L8 2% jmpuicacion ya no e verda
ders. FBBTE, sim pLemenTe, %ue no hay nimdu’m \Vator
de X Qe ses menor gue -1 y mayor gue (1)

AL MiISwmQ T BmFO :

es < I; pere o

Comra%e,mpm: Con X2 : |-'.£
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cu.mpa.e. -1>2> 1
93 XCQCO —> X>ax A x>0
Esta es verdaders. o probarto vemos gue ¢8
hipdTes's  x<a<o impuica gjue.: X<Q; a0y X<0
Entonces ; muuripLicando L3s 2 primerss por X y
(ecordando Que, tomo X<O, hay gue inverTit (a
direcaion de (a d&ﬁfduaLdad:

(X< ) x —» x*>ax
(a<0). X => ax>0

Lisro, hemos Comp(obade gue La propesicida
era verdaders,

\_ﬂ E-Scribir La Sfauicme Ex‘(ir esion Sin L8 barra
de méduto: ’QJ ) IQ'E,

f)e'snlzwzmmJ por 14 deginicicn de mddoeo gue

a-b s a-b >0
~(a-b) s a-b<o
Envonces , Tenemos 4 combinaciones posibes

a20 a ajb = |a|#[ﬁ.-b[= a__(q-b)=b

>0 n ach = E i-—(-(ﬂ.-—bﬁ-' 2a -b
<0 a ad>b => «-0-(0-by=-2a b

v Q<0 n O¢b =5 =—a,-(-(a-b))=ab

& s ayo

|'1| = la-b|=

4 s a<co
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Csto se escribe:
b si aso n ayb

lﬂ«l-{a,»bb 20-b s ocach
b-2a st 0>a>b
-b $i a¢o A a<b

Q. ﬁerc,rrn‘mar eL ﬂond‘uma SOLucio'n)/ arai:icar.

4<|x3]<6

Esto Lo PodEmUS expresar Tambien de la siquieste
PL

nera : Y
manera "-\Q\XJFS\ P |K+3]<6

Cor Las Propiedades VIST8S en LA Teolicq:
-
[(xfs ;q)u (x+3é-‘1ﬂﬂ[-6<x+3<6]
[(qu-s) X &= qs)] -6-5 {X<eé- 3]
[ X3l v X¢-? | [~‘1<x<3]
X¢-7 E A
i 0 3

0
‘\Co-ma es U, es unidy
de s dos inTervaws.

L e
1y [ Significan gue

CL Iouh"m corres Pcmdi enTe

u( Y ) 5léanimn Que
€509 Pun-ma (J{ y 3)
o EET&; incwidos en

estd newido. eL (nTervaLo.

Ahora Lay qoe hacer La inTerseccion

de esos dos cora‘umos.
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Se DbTI'EHE:j enTonces :

P

|
ey

0 sea- IE (4,4] u-q[r-,?a)}

Fn‘dafﬂ goe, Siendo ]K-}B) L8 distancia de X at (-5))
Los dos inTervaLos de La soLucion compien gue s
distancia at (_5) es  mayor © iaudt gue 4 (lea];q)
y mevor gue 6 ([ers\(B).:De €sTa  manerd ’r:ode%

verigicar Sua TU SOLUCION Sed correcTa.

—rg—
o

-3 0

Ll
L-Hau.ar b1 enrarn@ Con cenTro en |y gue
Contenga al TervaLo (3;5}.

Acordare que Los eutarnos Sou Siempre inerva
L0S 8bierTos del Tio:

a-h 4 Qth
>/a me dan Q=1 em eL emunciade. EL h hay
%ue e:.eaima mayor a 4 (no iéuat a4 par'g}ue
eL S esta jncLuido en (3;5] pero no esTar’a
ineLvido en eL entorno de h=4 Y cenro l)_

t,nTowcesf Fo\' (aam pLO, Tomamos
-E-l-i o128/ i

intecvato (3, 5]
Comg se ve em ev ara'p.fao! e emTorng de Cenrro |
y fadio 4,1 incluye au invervaLo (315]
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b_| Hauac Los pares ordenados (4, la) TaLes gye:
_|_._,{-|=___|____"[sz dﬂmb ¥
(afb’ ) (za—b La )mﬂ PR R

faa gue dos pares ordenados Sean iguates, sus

CompOnemTes deben ser 5(1&5&. O sea:

o EEm e, = Q+b= 2a-b .Zl?a--ﬂ.
atb  2a4-b |

4- a8 =  4aaszb (6. 2bsd]
v

o <=\E=2rl<= 6 - A40

Hﬁy (1%} ggza Paf‘ %ue CUVHP.’.E Lo pedxclo y €3 (S'r‘l)

-’“:I_i—'LQ: Nubo %ue Pedir] ComQ anres, E}Ue Los denoming
dores no pueran cero. Como ayb € R* (ﬂjb>0);
segoro a+b W0 vale nynea cero. Y como 24 4b,
Tampoco 20-b VaLe cero.

6

F?e.presemar en s ?je.s CArTeSIan0s &L ngi&nc
sub cnndun'ra de I0?

D=4/ Jelez v |yl<

Como dice "v° , D osera e mvb de Todes tos
pares ("4)’) TaLe§ gue Jx]sz 0 gTut?. [)H]U.
(0 sea, ra distancia de X apcero menor o 5@{.
que 2 0 1a dist. de Y 8L [ menor a :)
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E Tedos esvos pares (x,y) Tienen

La disTancia de )f aL | menal
al.

A .

Si e vez de U’ hobiefa sido "’ 1a
soLueion habria sido La jwrerseccion
(to reyado dos veces).

Todos esros pares (xy) Tienen La distancia de

X 4L (ero mewol o i&uau & 2.

f
la sovcion €s Todo Lo f}ﬂ)f,ﬂd.::J doble 0 no.

Li_z la recacion Yl, X es Func.'oiq en IQZ?
Es dtcir‘, dada vne retacion de K en R ta %UC‘.
NE! Pﬂl‘ﬂs (x”) CompLen yix} se cumpLen
Los sxiomas de puncich /.

No, no se Cum pLe nfwéuno de ws dos:

. Hay Un monton de VaLores de.‘*x# Far& Log cudtes
hO €XisTe wingun 7# TaL GIUE. (xw) PHTEM&ECS
8 L3 feLacion. Ioor ‘emPLo: X==2 (na Exi§Te
*y‘* TaL gue y‘l: ..z>_

¢ Encima hay dos valefes de y gve se retaciq
Wen con er mismg X. Por ejempLo: LOs pares

(qj 2) / (q.}_7_> pefTenecen a ta retLacioh.
Cor Lo ToMTO0 | No Se cUmPLe ninéuno de Los dos

3Xiamas. => ng_ €S }Cumicﬁq en IRE.



ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1 -28 - ASIMOV

NoTa Ff'a're. une, Si fedef'u‘nimos 1a fewacidn para g]ue,
vaya de. K7 en W} s/ se CompLen Los d0S axiomas

f
Y, eaTonces 13 re,acion es puncion.

&

Dado e Sigoiente 8&’(:[&01 anaLizar wales

deben ser wos comiontos A y B pars gue
N ]

prA—-G dada pol eL pedazo de gripico a

crespondiente, dea foncin biyectivg.

by

l o Primeco veamos que’ debe

f'— ﬂ pasar para gue sea fun

'ELJI : cion: En Pﬁ'neipioj no
debe haber ninﬂﬁh punTo

det camjunro A que no
Tenqd maqen . ﬁor Lo
Tamo A debe ser awgin Sub comiunto L inTervaLo
[3252] ] [OOf ‘.jue eL gﬂesrc de (05 (eaLes No Tienen

I magen.
Ademss, o deke haber ningdn X € aL daminio que
Tengd dos imagenes distivmas. or Lo TEMTO, hay

que e;.eéir aémwa de tas dos Tapss de s eipse,
La rM-o \ . ELegimos La primera, Toman

do B - JQ: ( Lo reaes posiTivos thewyendo &c ce@
Conerusion. y

F: ['?'J 1]""‘"8;

B8

es punm‘dﬂ.
X



ASIMOV -29 - ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1

» Ahora, para gue Ses biyecriva debe ser: inyeeriva y
sobrﬂyemua. é

haber n‘m&dn uwro deL covb'umo @ due no e a“p’g
imaaaq”(o sea, Un X deL cuar ser |'maae,q . maJH
vaLor de“y' vByor a | Tiene Pre.:‘ma(ojen , 851 que &
ducimos B aL conjunTo {Oi I_]. Con ese g; F
es Sobi‘Eyecn'\Ja.

Para giue sead inycc-rha . no debe haber dos X" con
1a misma imagen (0 una "y* con dos prei mgenes,
%ua es orfa porma de decif‘m). Coma pars LA
TenQ0 L8 Misma (magen Que pare "ex?, h&y que

eLegir atéuno de tos”~ dos pedazos: /- oM.
-0

COH CLy SiO:/l '

F:[Oj’:’.] — [O} I]

ara que ses Sobfe €5 Fa’cf:. 1o debe

aimos N JrfE‘J,qu‘:llr'iC‘.-:E'E; A debe ser [052:1.

es Fumiaia bryecﬁva

11. HaLLar &L &nminio laara-_ 7_., _)5::_‘:_
X+2

EL dominio esrd pormado por Todos Los puros
gue Tienen imﬂé&n_ En este caso Tenemos 2 resiric
ciones

o que e denomi hader no sea cena, o ses,

X+2 40 => xqe-z)

n%ue. eL aréumewm de 8 (a2 ho Seq hega-rfuq
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(porc%ue np Se pue.de. sacar (a2 de nimeros heaarwos)
O S€a:
X-3 >g
X+2
Para que una: division de 2 numeros sea posiriva ,
'
bos numeros deben Ser posiTives © dmbos negs
TIVOS ! g one porg’ €3 eL denomingdor .
Lx-s;o n Xt2 >o] U [xfs.go n Xt2 <0]

[x33 n x3-27 U] x¢3 4 x<-2)

rogE . 1) Sianesol—

’ Hnﬂﬁgi iwmmuq
Union Ly M——Q———Wnﬁ A CL -2 }fﬂ
2 0 3 %‘uedo’ exciido.

En-ram‘:es ; \D: (—m ; -.Z) U "_bj +Mﬂ

\\lﬂ_l Devecminat e Cm[jUHTO im&aﬁﬂ ) s Cores Y
518?\05 de L4 FUHC;Ofn: F(x)a-x1+q ;(..3_]

Primero La éf‘d[:iaamcﬁ. Es Fa’m Pcrq’ £S Una para"boz,a.

{Y xu=“-.b_.=1ft_.=

20 2()
-5 ]
s Bt unTO imaqen es oL

mwd. de’ Todos w

%uc. Tienen Fr‘ej maém _

LI = (-0, i]‘(

'DU nToS
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o Los ceros de 1a Funcio':a son L0s vawares de x

TaLes g}ua ' F(")“ o | Gra’\:i'f:amewre Son oS

vaLares de x donde ta curvd corta ac a:_ X.

En este ¢a50 devr &ra’pico (a con La cawcoladora @
Con L3 formuLiTa X, « bl {uac > cbtenés
2

a
‘K|=l, 7 => 0$ 50:5, ceros de La

Funciaw-

Podes veripicar ademas gue £(1)= F(3>=O

o Los signos de Funcm% estan dados por et
comunTs  de [oommdad y de negatividad.
X cmd. de pas, C" e e oy de puros det
dominio pai‘& WS (vaLes L3 Imagen es FOSI‘TEV&.
AndLocamente Se deFiﬂ& eL de ne,aa"rwid&d.

CH%"ED/F(K) >oi = (1,3)
€« %xﬁ D/e(e)< OZ = (-0; 1) u(3;4)

. / 5 N
l_l_|l Caa 13 Cuncidn anreriol determingr cotas su.

periores € inperiores sqpremo, INpimo, m8ximos y
mimmos det mnduwro Imaéea, S exisTen.

EL mhdun‘m 1m36&1 es ("Wj 1]..(%[‘ Lo TanTo!

. Coﬂdumo mayofanTe (Fgrmaclg por Todag LAs coTds

SuPeriorES): m
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. Conduwro minoranTe | ﬁf (Ho hay coras 1"[—‘3”0'"53)
(] Supre.mo \'{ MS’:\gfmog m

lIﬂFimo >; mtfnimo ' ng hay.

l_l?'_ Dererminar dominio e imagen !oara c}ue CxisTa

Funcio’n ihversa }/ halLarta,
F(x)~ cos x \

¥

La 5rapicam05:

?Y F:H*E:.

\ /N [ S romne g6
: . —.
o A
o
$€3, no va a Temer

\/ W] e n e K, prices
InvVersa.

hn‘)fwiva hi & paios, o
para %ua Uhd Funda’w Sed foiye,criua se debe cumpu'f"
que " pera cada }/ de B exisd una y S00 uns

§ * " r
pr&ma en Xen A, 91-':110 as fesumimosS La Sﬂbmy.

y (8 inyectividad en una soia prase.
En esre caso Si TOmamos:

B= [-1;1]
eL Pedac:ﬁo de coseno 51[.}11 queda es Una Funcic';
b‘i}ae,mma, Su inverga es €L 7 Va de

B en ﬂ'_ 0 Sed ! 3m€051[.151]_p£0}'ﬂ']
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@De:re_rmmar anaLITICamenTe i L85 Sa‘a. Funciones
Son pares © imp&f&ﬁ.

Uhmeto veamos 1as depiniciones

0 Ulﬂﬂ Func.ia:-: F es @ & LF(K): F(—xﬂ \g/,(
o Una Fundﬂn F asm(___-) FG‘)‘“FG‘) VK
9 F(ﬁ) = X~ 34“(3
CaLcutamos FEX): F(.x);(,x)_a(-x)a

(D‘Gndt dm”a X pom?fs (—XB }r LI.".STG)-
= fx)=-X -3(-)<j;) . =X FB3

\tcuando e potenci® impar el (=) sae.

Si es porencia par e (-) desaparece.
Por edem]am (—x)“ el
Si shora sacas e () pacter comun -

=> F(a);—[x-—bx“} - f(x) => s impar
9F(@=% “» Es Fa’cu‘.r. ver Q’DE ho ﬁw
m imEar, par‘ %MPLGI Fara X=| =5 [:(,5, 0
En cambio F<") hi mqu';er‘a exisre (.[ no perre
nece 3L dominio porq{ue, anuLd aL .‘:I.&;omfnacbr>_
Por Lo Tanto no se E.umpr.e i F(x): F(Ac) ni
Plo)=-P() porgue pem X=1 no se compe y debe
CumPUrse, para +oda X)Y ho €5 ni par hi 1m93r‘-
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lﬂ, Dado &L sia grdfica haLar : .ED:JGMMEO € magon
@C&ms Pf S19n0S 3 9 thfniaﬂdn anau’r;ca de 3
Fumiofuj t%) LoS 5[’&'[:1'1:0;5 Fara F(x{,z);

(ORX f(—-Zx); -2 (%)

A
.)’ 9 D:-K (ha hay resrn‘cr:iﬂnes)
—~A /7 i

. —p
-2 -l | 3 X,
v 9(:8.1’05 :::sv-i}'K
uigh (—-m;—l) U(ijad)
. (-} 1)
¢ I-Iay que definma por parres. En cada parte Tene
M0S VN8 PormuLiTa digrinta. Ey esTe caso .as 3

partes Son fecTas, 4s’ que es raeil.

Teda fecta cumpre: i I‘1=ZVZ'.
Xy =%

y@ta ordenada at or%ﬂgg (dmde La recta Cor

T8 8l E(Se “y#) Los pares (Kz,}’z) F(XUVI> Sou
dos punTos con0cidos de (a recra.

Entonces:
| X< =2 => __l,_z f"i;'fﬂ‘[(’zi )

PO { 52X 4 (1) -24x<0 > -

-2-0 2 {xu‘ﬂ)‘(q'b

0-(D x 4 () xpO — '
| = 0 + ( ) ; = (%g,¥s) = “ID}
- {w ) = (0,1)

"o'Son 05 pun
CM) Y (ar¥e) § eregimos pars caicoar 4.

T
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t X<-2
=> F(K): -X-1 -2¢x<0 DEF‘.MC{G:'\ anaf,u’-rrc_a_
X-| X0

d F@qﬂl} —» Se mueve 2 hacia LA i%g}ui&r‘da

F(x)-Z2 —» se mueve 2 hscia db&}‘ﬂr

JVF(* o b w2 Y
=\ 7 A
NA T T
TR \/

-3

F(-zx) —» Se da vueLTa (Far eL ')}‘ Se contrae
en Un pacTor de ZJEH“K‘:

<2 £(x) — se da yuerta en'y’ y se expande en
bn pacror de 2 Tambidn em“yf

¥ Y
f(-2%) 2
| /7 AN F(x)

¥ Y T ] T | - \ T T —
-1 -I I 1 3 » '3 'E: 'I ...i i l 5 K
1l't :
2 -
|

lﬁ. ‘QE-FFESWGF L8S Sfauiem'cs Fun ciones:

9 F(‘Q‘ ,ﬁ 9 f(x)= 1 SerI(%.) c)F(x)- fn |K\
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9 (x - X-=l g 5
i CXPrESAmos
f xt] 4 ‘ ,eL mdduLo 5e5un
Su dar,m}cion:

XL s x-1%0
- i |

P(x) = { %1 = F(’“’ X>|
XL siox-1<0 X<
ey
}H p— Ap X=| no Per“reme.ce

p = av dominia ( pars que

o7 no Se anute €L dencm)

9 F(x)-,-.l Sen(%)] A Se Tfa1 de hacer e ara’pfco
de sen(x;) y despues  fepLejar hacia arriba o

dos L5 punes negaivos ( porgue &L sacar €L md
duo de on N° e %ueda ese mismo N fero sin
eL Si m:).

2
€S Como eL de se4 (x)

- m, 3 X pero expandido en un

Nl paeror de 2.

\Ea'ras partes se reFL%'an
hacia acrika debido g mdduto.

9 F(&):g’h|x| —w» OTT8 VeZ L4 expresamgs por pares,

F(Xb‘ %(}() st X>0 eL X=0 no estd en eL
B‘n(-'x) s1 X0 dominid Porr_:j,ue,ﬂ ﬁmﬂ)

t-se da vuetta en X

r EL dr‘a}:fcg &g 53“(&)
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bn(=%)

\

&_ En eL ejercicio anTerior determinar:

aj CuaLes $on ‘aeriofclfcas‘ @ culles son acoradss

95upremo, (ngim0, maxim0 Y minimo de .
1ma&m;55 es %ue. exisTen.

'a\Dggrniciﬂ?o . Una F’uncm!u €s Peridclica Si S0LO & existe
éll.aun T TaL qUE F(x)= F(x.{-'r). (can T'Po) Vx .

Gfdplcameme s muy F‘I‘L ver Si und F‘unmaq es
pe.nddxca 0 no: Si existe un PaTMOn de repericidy,

es decm 9 hay uUn Cierta cachiTo (de .’.Ona T) 30:.
se f‘BFiTE La Funetm es PGIJOCIICS Sing ho.

Ermronces S0L0 18 Funcidn b) dev o amerior 3
perxodlea (tL periodo es ACTR pafmﬁ es /\ )
)Cuardo Fﬂaéuma S Una Fumcicm €S &otada se

repiere aL UMTO Imgaen O Sea §i €L
rmaaen es af.crrado La Funcidn es acotada.

Los E,anduhms lmaﬁeu para (as f. dev % anTefior
E" \ s 300 €505 dos punTos

Tienen preimagen %o, no egielL inTervalo (-I;1),sino
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3010 €505 oS p)mas)

b [I = [0, r]\ C.

par L0 TanTO Los CASOS “a* 7 b’ mrrealsamlen a
funciones acoradas. £ ‘¢” no.

98. SUPI‘EWIO:- Maximao = |
Tapimo = Minime = -I

B+ Supremo - Maximo |
Tngimo = Minimo = 0

Ce No Tiene ni supremo ni inpimo y por w0
TanTO TamMPOCo  Tiene wmaximo ni minimo.

\_lfJ ZUna F’UhCid'H Paf‘ puede ser imyecrfua ?
Acorda-re g[uc, Para gfue. una Fuwc:‘oi—l Sea inyecriva
no debe haker dos‘x’ con 13 misma r‘maacni
Todas Las puneiones  pares CcompLen gue:
F(x,)= F(-x) . For Lo T&n'ro; yara c:.rat.guie.r X,
eL corres‘aondiem‘re X)) Tiene (a8 misma imegen.
ConeLusidn : L&l_gf_rg_a_ una Funcid% par pvede ser in
ye,crwa. y ”

i ane — " ___/’/
Esa pl) es par y, F .

per %5-', F(xDrF(xz) ton X 1%, Xy X, X

por Lo 'rarm:-) o es inyemiva.
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4 y i
: GfﬁFiﬂamt?HTe padanas Ver s una Fundd;q s

in};e,ccriva 0 mbrcyeariua imaéinando Lineas paraLecas
aL eét X (hcriamTaLesD:

lSl TOodas €sas Li’heéﬁ COrTan aL menos uUna vez g
arafpi 0 => €5 sobreyectiva
-

o Si T0das @533 Livieds COMan 3 (O SUmA Una vez
aL 8ra’pfca => €5 (nyectiva

- e | — —— o m—

— - ——

et —

(;7,/::::: :;é

Todas 12§ Lineas Cruzan (
£ n
iusTO Lna Ve aL 5raFlﬂG,

Tadas cruzan aw mencs
uha vez (es sobrey.),
es 5obre)z e my. ALgunas masg de una

vez (no es .‘ny.)

\_‘g_lﬁadas LAS Fun&ionc& F(x> Y 5@.:) dererminar

dominio e ima(jan de cady una pars s}ut eX{5Tan

Fog y &F hatLars.

t ()= log| |><|-1ﬂ B(x.): \]Hq

pﬁ'm&m anaLiCemes Las dﬂﬁ PGF ‘.’:t‘i'?&["cld,gIlr comg St

ho Las Fuén’amos a Componer.
¢ F(x) = %(M") => (ara Pader 3acar 158 se debe

Compuc: [x|-150 => |X|>1 =5 X51 u X¢-}

e —)
arauman-m . deL 298
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:‘f: xl—ll)
= EDF-:(-—mJ-{)u(Iﬁra \ !I ‘Idgﬂ/,
N

Ademss

(&L Laaari'rmg Puede. Tomar Guetgiuier vaLor i Se deda

Q,Ue. NV araumem'ro Uaya desde cero (sin fncwiﬁ.ﬂ) hasry _
t®, oMo en este €as0 ).

'6(")= ‘JK—Z = Cara Inoder sacar raiz se debe
CUIMPLW'. .5(—'2.30 => K?Z ¢ {;—l\

>|05- (0] [Gloe] T

Ahera lnaéamos LS Compasicion es

-(Fﬂécxblﬁ(g(xﬁ = Exdtre. & Tae U

Cor Lo e hicimos recién vewaos que 1o se cum

pLe que 'Ia ¢ TJF pergue ¥ lncLuye @ Log
PunT{Js [0} f] >{ DF no. Asi Q}u& vamas a hacer
Una (estriceion de 6’ 8*‘ de manera gfua SU ima.

aem dea: )

\%« .:([}-Ha)\ (ahora S| J%.QDF)
Qusaamas eL dominio de 5" de. manera 5,?11& esa
S¢a Su ima&en ('rados 0% y-JE_z‘ deben seg >1)'~
m>t =5 X-251 =5 X>3
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for Lo TanTO: (Dat " (3&0)\

L%TOJ dhara ¢/ Podemas caLcuLar Fog‘ (c.on La

resTrin ida)- La f:drmut.a de g% es L3
misma %ue La dﬁcj,nbwa.

Fof ) = £ (§) - &g )
- bg (192 1) - (g (72-1)|

esTe es Siempre | (XQI‘ '%“('i*”))

as’ QIUF.' NE‘FW
Er dominio de Faa* es iéuaa, aL dominio de g,

la ima&&w de Foa* €sTd pormada par Las a‘maéenc;
por ¢, de Todos 105 purTos de 'Iﬁ* :

B BT 850 EJ% =(3;14) \EF@@' ’ud

.60 F(x) =5(F®) = Existe g IF c D&
Mhls, e resmﬂa;p £ de manera que:\I’Fn[zi +w)|

Qara tiut €50 se CumpLa:

b(1q-)32 = 00D 5 10 s 415 100
k”'%fﬂ base 10.
= IK\;lOI => X210\ v Xg<-Ia|

s @F“ = (-20;-101] o [101;"0)1
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LN GORCEM o]

COHL < (4,010 ﬂt ‘e OWﬂ

llEImmEFnﬂS | |

ASIMOV

lﬂ. Qe,[zfnir Paramémcammre L3 sa. cyrva: K+‘“/1=|

= ELe_éiman (Ho X=T jorque

se comlobica ’ hag quc sacar 1'&@., dgarecen r‘E-S'rrfcci-:}Mﬁ..)

=> Xt4T'= | = X=[-4T?
(%r L0 TanTo: &ﬁ):(l—‘itz{[)} con CEK

Esa no es ta dniea porma de definic T Rodemos

Tomar ‘E”Y = -Eth\/?- => en L3 ec. de

ld wrvd: X4T'.| = Xx= |-T°

yén esTe ¢a%0 L3 &xprasio; Faramefm'ca €5

[f(jY)=(I'IZJ _1;) s Es AiS"I'fl'ﬂ'& 8 @ ¢rfa, am

Z %ue, deFinen la migma cyrva.

h?ﬂ, Gragicar y Obvener wna expresion cartesians
. ot Loy
pato La sxémen're, &Preﬁmn parameTnica:
X=0 €0ST

=> 0, Lom0 Lo eseri bimos ariba
Y b sent

(%)= (a 5T ; b s&r:'r)
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'fJUSr.amas L3 &xpr%iﬂﬁ CarTes\ana. Vamas a usar

due o8’y sea'T- || as podemos etiminar 13

Ty doTener una ecyacian que fewcione X con Y.

X’ 0 coste & X/t = COS'T

Ve: b setr 2 e 7
Y /bz- x %' T

g c] = + “
umandg ‘7[%1—1-%5:'1\ Lisra!,csaesw&p-carrcstana

Ahora 6rapiqu&m05. Bra eso Tenes goe ir variando

e Vaer de T )x 8F&Ffaando er Par [x}ﬂ qu&
carreapouaa a cada T

Can T:2w voLvemos aL puwito de Parricla. 0 seq,
cuando T vara enrre Qy 21 (T ¢ [o gw))cm
Sequimos €, 6ra'F:'ca CampLeTQ,

PROXIME TEMS ! LIMITE
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LIMITE

Definicién de limite de una funcion en un punto. Unicidad. Propiedades. Algebra de limites.
Limites laterales. Infinitésimos: orden de infinitésimos. Operaciones con infinitésimos. Limite
LMD, LAICLIO Q8 UMILEs que DIEsentan Qsunios upﬂﬁ (08 InJelermInaciones.

LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO X TIENDE A UN NUMERO

1
Pensemon en la Func.ién foar= i-f-’__‘i . Su dominio ron
X

todos {oh néwesor teales wenodr 2l 4. P«unq{ua )
no orta depinida, fix) 13 podemon callcoler en cval -
quike’ i cercang a -4, Por ejemplo C-401)- Lok
F-4,000): 8001 ¢ también F(-3q2)=70 , F(-3999)=
7499. Enfoncen coando X e acerca 3 -H por L2-
?uzer&a 8 por decechz la puncién se acerca a\.
Poéemoh decit que lﬂ*l’[mi?tg cle. Coa coando X ’L'I{ncL
3-4 e 8y lo exesibimor 'ig;}(i . g

k- Yt X

1
Si X#-4 ?aclamm Shonplicac o 16X = .._M’{IH{)
WX X

C ] Dt}t‘l = 4-X . C.omo Nemoh en "xa Fugura_ EQ carificu ckfz

L:Ls"l {5 cahi Como 1\ de la pun-
Cidn Lineal Y:4-Xx . solo ¢
noertra Pug tiene un hoeco

n E& Quqar qoa cm{‘e}s?onée_

a X=-4. Al wisro Lw_mpo. la)
[lechar punhh&&h noh muehttan

-4 N %

30& My Se acerca a 4 P{;x:‘j Se acecCa a &
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Deginicién (ntoitiva
Si F (¥) puaéa a?mxumrha JCoclo Lc:- ?ua qfuarfémoh aun

nomere puaite L, tomends x Avtidente mente cercano
pero distinto deun ndmere @, acercandono ?‘-“Tgfl
[ado trquiecdo y derecho tntoncers L Loxy. )

Ko QL

éa’:g (dea de acevcarnoy aohndmero tor aleanza para
caleolac on Q_i'm‘r\ra, por e_jlzm?\o M X pe acesca d . a
E~Uﬁt15~n ?Lﬂ: 9%+ 6 HC dcerca 4 Ao, A:aciﬁ

T AR iD.i'?e_fa como demodktamon Brte copollad!
X+l

' R
Necentamoh 02 de?’mioon precizd paca ek U mite t

Decinicién de Ufnite

Ima%'memm que Lo eata Azfmlda 2n on intervale y
ablecio que_ contiene all némere O (putr.k.sz No eatar Qr-
gmi&a in vlpmgm u_). anlfancem &ifo. QU‘\ <1 m%na;ica

Que paca tode €yO £Xinte UN ITTe {al Qe Ai:

| foa-L|<e entoncen |X-al<f. A mivamor 1o Qigo-
Ys r2, 13 depiniaién dice que tela
X w2k tnlecvalo (a-d; atd)

Con 1a 90&1‘0\1 2xe paion del progo

o, tiene M Lma%ﬁ'—ﬂ oy

(L-E?L{-E) .

L€ |

1-¢€ PETEE ke

|
ol
| i
! i "
Qf o af X

‘L‘_Lq L¥+6 = ’j___q:

'Por.ln.moh alord demnontrac que o
*
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Pa.ta t‘,u-a.lquic.r €vo tenewmol que gncontrar Ln §v0
tal Que A | 2X+6-40| <€ entoncer |X-2) <{.
omeacemor: | 2x46-4ol= [2%-4] =~ 21%-2] dntonce

A LKL <€ - Ix-21< % Molo he nNece dita Vcoger

d=en para que 1x-21< §. Dado on & podimod hallu
on § , entoncen po dimoh demoskrar el Limite. Can
Miempre Namon 4 tener que caleolar ek Qimide y e
demortraclo . Goando decimon que 'K Llende 2 & Q::«r
la L‘iquaetfcla wlamor hablando de tn Qimike ateval y
lo exeribimon: KO0 S X tiande 2 O gov \a,
derechy diremon %-+0" . Non enconttamos ahora con
k msul:m‘re conclomdn: M lon miten \atevalen gxirten

_ 1
y hon i,céualm antoncen oxiste 2l Umite de Foar

t-W.T‘kE'. el mismo valof: Y QL‘K‘I s L =L -»
X0 Kaa'

L'LU Q—uﬂ-_L ‘ ofcm Q{mi%ﬂh \%.'te.'ralen cl.sﬂlnin hert
Ly

'uﬂua\en para gque oasty ol Umibe du Fo), peco
iPUi‘LQ 0n2 puacdn Loy fener Reniter distinfor en on

V&‘Lﬁ"{ ﬁ.l], iﬁ r[),?umlr; 1 la P.re%unjfa N Ei .
Teoremd de Lnicidad :

i oexiate Ly e = L antonces en Unico.
X+Q

Como A hob otron hon Lm\i:or%afe Mud\c caleolar ny
valor de un Umite Lenemon qut conocer lax propie-
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daden que podemoh LA -

. hi ¢ erona conptante entoncen Gy e fo): e G Foo
i.lﬂ. K'Q

A Plax o L xeQ
L40

. M existen L @L‘KML.. y Cun ‘gu‘1= Lg_ 2ntoncer
Kag KO

;') Lus (Euu%m] = L Pors b gtﬂ = Lo+ly

Kal K@ Xac

él Lmite de 0na Mma 2 la homa de loy Limiken .
) G CL‘FL%U“I - Lbu . Lw ‘im s Tordibls

X440 X0 K00

&L Limite deun pmiudro o ok pm&udro de lor Umites
LLL) Lo C.Eﬂ E B-L‘*‘Cm z L_‘* » Lo

X4 QU T
s ﬂ,'i.i ?Lﬁ'l L
6L Uonike devn cociente o ik cociante de oy limite .
i ok LUmite de alczona de avtar pondoner ne 2xirte
No be pueden prar \an pmspie_éa‘iu . Por gjemplo N
Luw L, aerte Limite no axirte

(¥l = 1'. veremuh
l} * | ? X0
PO QuL M ¥ de acerxca acCe(o 3% Af.nc»mlﬂaém an C’Aﬁl&

Ver mar chico y b pracddn Ae aﬁrau.éa., y A2 a%ranéa

anko que ﬁi‘fa 3{( = oA . Pelacemon que ol Lmite Ve

gxiste por:i_uc he E.x'uﬂab?mi#ou v Vo ?qutuq' lva. ?undﬁn ne
ite depinida gu ok origen Lan propiedader lay pode-

Mo Obar gntonce) para caleulay Wniden, por gjem p‘lor
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b 2X-4 5 L 2x-4 . -7 y N EX+1= -4
Xa-L bX+1 K-l Xa-)

Como 2k Uimite de lapn 2 Joncione) exinte antoncen

T e TR
4 6X+2 - Wy 4
R Lan  6X 41 4
X2 -4

Mvecon o Gl ol feorema de infercalacicn -
=4 p; E’; h Son FUndonEﬁ& JLE.\W.A ?u-ﬂ. ?tﬂi f;(,q g‘h(ﬂ

pata todo X en untntervalo abierto que contiene
al némeco @, exepto pesblemente & mirmo a

tntoneen M Lua heey = L ?uﬁ S R B

X O X0 y4Q

(omo gjemplo rer o Lva moh o Aiguitn#e Umite:

L X, hen () A X#0 habemon %UE. -1 £ s20(x7)
A+0

y Sen(x'141 - -1 £ sen(¥%) €4 ,mu“x?'\im por

Ly ot 2 gt SenlAy £ . B \amaemon 2
: 1
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LIMITE - EJERCICL0S

Demonkrac que Um 2X . 13
Kot Xyl

Solvcidn s Para de monkrac que 3 eh ed renoldado

el Umite tenemor que vrar \a depimicisn, on decic

para awalquier €vo doloemor  encontrar un N ¥ O

de maneca que :

l'“ ﬂ'-‘*ldr,g A XIN
P

Realizamon 13 wents 2n el intevior dell mo dolo

|3>;( _3!__ 3.7(-3LK+1}| ] -2
Xxi X4 | ?f‘ril (omo

X ‘ti-&ncl.o_ 3 tad [Supm%amdﬂ watonces oy @Mhm .

— 5 B gtu'tjrc. el 1 L deromina-

K. 3" e 2 ¢ 2 <E > 34K 4
K+l X414 X £
x 7 .Eé ?cclemoh E.‘l.e_j‘if N=3 y con 2hto
€
%armh%amm\ Que » X7N - | -2\ <k¢

Por ¢jemplo M €:00L - N:300 vy tenemor ow

1 pu\-.‘bl £ 00l hiempre e;ua Ry W0 e




ANALISIS PARA EL CBC - PARTE 1 -58- ASIMOV
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E\excicio 3
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Erercicio 3.
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