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A los docentes

El presente libro consiste, esencialmente, en el material que se desarrolla en la asignatura
“Matematica A” que cursan — durante el primer semestre- los alumnos de primer afio de todas
las carreras de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata, e intenta
reflejar las experiencias de docentes y estudiantes que desde el afio 2003 han transitado una
practica innovadora de aprendizaje y ensefianza, fundada en el trabajo colaborativo dentro de
cada una de las aulas.

En varios sentidos el texto difiere de un libro de Calculo tradicional. En primer lugar, no se
estructura a partir de una logica expositiva como en los textos mas tradicionales, ni tampoco en
una propuesta motivacional, tal como los libros mas modernos, en los cuales se propone
capturar el interés del lector mediante la profusion de elementos visuales y propuestas de
aplicaciones. En cambio, este libro se presenta basicamente como un material “a trabajar” por
los estudiantes con el apoyo y la guia de los docentes. En este aspecto, el material ha sido
probado y reformulado durante multiples cursos, demostrando ser una herramienta adecuada
para introducir a los estudiantes en los conceptos y métodos basicos del Calculo Diferencial.

La segunda diferencia en importancia es la organizacion de los contenidos, puesto que se trata
el Calculo Diferencial en una y varias variables, sin entrar en el Calculo Integral, el cual se
abordara en la asignatura siguiente. Tradicionalmente, la secuencia de contenidos contempla el
Célculo Diferencial e Integral en una variable, para luego hacer lo propio en varias variables. La
justificacion de nuestra eleccion es la de proponer una organizacion que responda a la idea de
“eje conceptual”, en este caso: el estudio del cambio en una magnitud que pueda ser descripta
por una funcion numérica sea que dependa de una o de varias variables. De esta manera se
resalta la conexion entre ambos casos, puesto que las ideas subyacentes son las mismas y se
toma nota de las diferencias que aparecen cuando las situaciones se complican con la
introduccion de mas de una variable.

Es el deseo de los autores que este material pueda resultar de utilidad, ya sea en forma
completa o bien parcialmente, a los docentes y estudiantes de los primeros cursos de Calculo —
que con variedad de nombres y caracteristicas- se brindan en nuestra Universidad a los

estudiantes de numerosas careras.

La Plata, agosto de 2013.
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Capitulo 1

Funciones numéricas

memsssssssm 1.1 Funciones y modelos

ACTIVIDAD

Se quiere construir un depésito de base cuadrada (sin techo) y 36 m? de capacidad.

1. (Qué altura debe tener el deposito si el lado de la base tiene una longitud de 2m?
2. (Cudl es la longitud del lado de la base si la altura es de 4m?

3. (Es cierto que dado un nimero [ es posible construir un depdsito de manera que
el lado de la base mida {?

4. Llamemos [ a la longitud del lado de la base y h a la altura del depodsito. (Es
valida la siguiente expresion?
36

h=%

5. Por ejemplo, si | = 223 cm (Cudanto indica la expresion anterior que debe valer
h? (Qué debe aclarar para que la expresion anterior sea correcta?

En la misma situacion, supongan ahora que el costo de construir el deposito se cotiza
a $100 por metro cuadrado de pared o piso construido.

6. ;Cuanto costara construir un depdsito cuya base mida 5 metros de lado?

7. Determinen el costo de construir un depoésito de altura h y lado de la base [
(ambas medidas en metros).

8. (Cuanto costara construir un depdsito con/ = 1m? ;Y con/ = 1,5m ?

9. Expresen el costo de construir un deposito cuya base mide [ metros de lado. ;Para
qué valores de [ es valida la expresion obtenida?

10 ;Es mas barato construir un deposito de base pequefia y altura grande, o bien uno
de base grande y altura pequefia?

11. ;Cémo harian para decidir las medidas del depdsito para gastar lo menos posible?
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s 1.2 Funciones numéricas

La expresion S = S(1) que indica que la
magnitud S depende de (o esta
determinada por) la magnitud [ se lee: "ese
es igual a ese de ele".

En la situacion anterior determinamos la superficie total del depdsito -llamémosla S-
en funcién de la longitud del lado de la base . Cuando medimos las longitudes en
metros, obtuvimos la expresion:

144
S:Z2+Tparal>0

Esta forma de pensar la situacion del deposito nos permitio efectuar un analisis del
problema del costo minimo, aunque todavia no estamos en condiciones de resolverlo
completamente.

| Definicion |

Una funcién es una relacion entre dos magnitudes x ¢ y llamadas respectivamente

variable independiente y variable dependiente tal que a cada valor de x le corres-
ponde un tnico valor de y.

Podemos decir entonces, que .S es una funcion con variable independiente [ y variable
dependiente S = S(I)

Durante la primera parte de este curso trataremos con funciones en las que tanto la
variable independiente como la variable dependiente son niimeros reales. A éstas las
llamamos funciones numéricas.

e D S N (G (O]

Las siguientes expresiones establecen una relacion entre dos magnitudes numéricas,
x e y. Digan en cada caso si la relacion es una funciodn, y en ese caso identifiquen la
variable independiente y la variable dependiente.

. y=2+=x
2. y+rz=4
3. z<y
4, m2:y2
5. x==%/y
6. zy=1
7. y=2x>
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Cuando existe una relacion funcional entre las magnitudes z e y, variables indepen-
diente y dependiente respectivamente, esta situacion se expresa escribiendo:

y=y(x)

EJEMP L O s

L. ylx)=2+=
2. ylz)=4—-=z

3. Siy esel area de un circulo y z es la longitud de su radio, entonces y = y(z).

Explicitamente, en este caso se tiene y(z) = 7wz

Supongamos que y(z) es una funcion numérica (en lo sucesivo diremos simplemente
“una funcion”). Una forma muy usual de trabajar con ella es pensarla como una regla,
procedimiento o expresion que a cada valor de la variable independiente = (para el
cual la regla, procedimiento o expresion es aplicable), le asocia un valor y(x) perfec-
tamente definido.

EJEMPLO

Las siguientes son funciones numéricas:

Dy =a?+ 1 Dy =vi-T  9y(r) =3

s 1.3 Dominio de una funcion numérica

Nuestra definicion establece que si ¥y = y(x) es una funcidn, debe existir un ‘inico
valor de y asociado con x. Puede suceder, sin embargo, que no todo valor de = tenga
un valor de y asociado. Por ejemplo y = /7 es una funcidn que no esta definida para
valores de la variable = que sean menores que 0.

| Definicion |

Dada una funcion y = f(x) se llama dominio de f al conjunto de todos los valores de
la variable independiente = para los cuales la funcion esta definida. Dicho conjunto se
denota Dom(f).

EJERCICIOS

Para cada una de las funciones del Ejemplo 3 determinen para qué valores de la varia-
ble independiente estan definidas.
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En general, el dominio de una funcién no se da explicitamente, sino que queda deter-
minado por el contexto en el que la funcidon aparece y/o por las restricciones de las
operaciones algebraicas que se usan.

= Restricciones por operaciones algebraicas

Recordemos que existen las siguientes restricciones al operar con niimeros reales:

e No es posible la division por 0. Esto puede expresarse de la siguiente manera: si a
y b son dos ntimeros reales, el cociente % estad definido siempre que b sea diferente
de 0.

e No es posible extraer raices de indice par de numeros negativos. Esto es: si n es

par, la raiz n-ésima de a esta definida siempre que a sea un nimero mayor o igual
que 0.

EJEMPLO

1
1. Eldominiode f(z) = 7 es Dom(f)={z € R/z > 0}, yaque \/z estd definida
T

para x > 0 pero se encuentra como denominador de la funcion, luego debe ser
vz # 0y por lo tanto = # 0.
2. En la Actividad de la pagina 9 se llego a la construccion de la funciéon S(I) =

144 . L . .
12+ —, aqui podemos ver que la Ginica restriccion algebraica serfa [ # 0 puesto

que no es posible la division por 0.

= Restricciones impuestas por el contexto

e NG BAYA 10):ND)

Un rectangulo tiene 1000 m de perimetro. Se trata de hallar el area de ese rectangulo
en funcion de la longitud de uno de sus lados. Llamemos b a la longitud de uno de los
lados, y h a la longitud del otro (ver figura).

1. Encuentren la expresion de la altura h en funcion de la longitud del lado b.

h 2. Teniendo en cuenta que Area = bh den una expresion del area en términos
unicamente de la longitud del lado b.

3. Expresen lo obtenido como una relacion funcional:

b

Perimetro = 26+ 2h = 1000 4. Determinen el dominio de A(b) teniendo en cuenta el contexto de esta situacion.
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ETEM P O s

Si observamos nuevamente la Actividad de la pagina 9, veremos que el contexto nos
obliga a tener en cuenta magnitudes positivas puesto que la variable [ en S(I) =

144
[2 + — alude a la medida de un lado. En esta situacion el dominio de la funcién S(1)

son todos los nimeros positivos.

En resumen, para determinar el dominio de una funcién deben tenerse en cuenta:
e Las restricciones impuestas por las operaciones algebraicas.

e Las restricciones determinadas por el contexto.

e Las restricciones arbitrarias.

e NG (G (0N

Determinen los dominios de:
1
1. = —
f@) =+ -

2. La funcion que mide el area de un circulo cuando el diametro es menor que 88.

3
2 —4

3. flz) =

4. La funcion que mide el costo total de una compra de x cantidad de sachets de
leche con un costo unitario de $2,10.

5. La funcién que mide el costo total de una compra de x cantidad de kilos de pan
con un costo por Kg. de $4,35.

= Dominio e igualdad entre funciones

e NI BAYA 1))

Consideren las funciones:
2 -1

B f@ =+l bgl) =
1. Completen la tabla siguiente

x 3
f(z)
g(x)

o=
o
—_

2. (Son iguales las funciones [y g ?
3. Determinen el dominio de cada una de las funciones.

4. Grafiquen a ambas funciones.
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Podemos concluir, en base a la actividad anterior que dos funciones son iguales si
sus dominios son iguales y toman los mismos valores.

e D S N (G (O]

1. Expresen el perimetro de un cuadrado en funcion de la longitud L de su lado.
2. Expresen el costo de L lamparas si cada una vale $4.

3. (Las dos funciones anteriores son iguales? ;De qué manera influye el dominio
de cada una?

= Intervalos

Intervalos:

Cerrado [a, b]

SN e

Abierto (a, b)

a b

Semiabierto a la derecha [a, b)

a b

Semiabierto a la izquierda (a, b]

O

a b

Semirrectas:

Hacia la derecha cerrada [a, c0)

a

Hacia la derecha abierta (a, 00)

a

Recordemos que el dominio de toda funcién es un conjunto, mas precisamente es el
conjunto de todos los valores de la variable independiente para los cuales la funcion
estd definida. Para las funciones numéricas, el dominio es un subconjunto de los
numeros reales, y para muchas de esas funciones sus dominios pueden ser descriptos
en términos de ciertos conjuntos particulares de la recta real llamados intervalos.

Un intervalo es el conjunto formado por todos los nimeros reales comprendidos entre
dos nimeros reales dados. Mas precisamente, dados dos nimeros reales a y b, con
a < b se definen los siguientes conjuntos:

e [a,b] = {z/a <z < b} se denomina intervalo cerrado de extremos a y b.
e (a,b) ={z/a <z < b} se denomina intervalo abierto de extremos a y b.

e [a,b) = {z,/a <x < b} se denomina intervalo semiabierto a la derecha de
extremos a y b.

o (a,b] = {x/a < x < b} se denomina intervalo semiabierto a la izquierda de
extremos a y b.

Si incorporamos los simbolos +00 y —oo podemos usar la notacion de intervalos
para describir semirrectas:

e [a,4+00) = {z,a < x} se denomina semirrecta hacia la derecha cerrada con
origen a.

e (a,400) = {z,a < z} se denomina semirrecta hacia la derecha abierta con
origen a.

EJERCICIOS

Describan los siguientes conjuntos: (—oo,a] y (—o0,a). (Cémo los llamarian?
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EJEMPLO

1
1. Queremos determinar el dominio de la funcién f(xz) = v/z + 1 + —. Para ello
notamos que: o

a. v + 1 esta definida para z > —1, o sea en la semirrecta [—1, +00)

-1

: 1
b. Mientras que — lo esta para x # 0.
T

c. Por lo tanto, f(x) estard definida en los intervalos: [—1,0) U (0, +00)

-1 0

144
2. Si queremos determinar el dominio de S(I) = I> + — y recordamos que es la

funcioén que obtuvimos en el desarrollo de la Actividad de la pagina 9, tendremos
en cuenta que:

a. 12 no tiene restriccion de tipo algebraica.

. L . , 144 .
b. La tnica restriccion algebraica sera [ £ 0 en - puesto que no es posible

la division por 0.

c. El contexto nos obliga a tomar magnitudes mayores o iguales que 0, puesto
que la variable [ alude a la medida de un lado.

0

d. Por lo tanto, S(!) estara definida en el intervalo (0, +00) :

e NG (G (0N

1. Escriban los siguientes conjuntos de niimeros en términos de intervalos. Inter-
preten graficamente.

a. {r/2z-3<0}
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b. {x/§<1}
c. {z/x?<2}

d. {z/2*>2}

2. Determinen el dominio de las siguientes funciones. Escribanlos utilizando la
notacion de intervalos.

1
a. f(x)=+x+—
(>\F+ﬁ

b g(ac):z21_1\/2—x
v—2cr+3

e ==

d k(x):z:;

meeessssss 1.4 La grafica de una funcion numérica

Una funcidén numérica tiene siempre asociada una grafica. Esa grafica es un dibujo
que permite visualizar el comportamiento de la funcién y es de suma utilidad para
obtener conclusiones acerca de ella. Por ejemplo, la grafica de:

144 _
Sy =1+ — pana [ > 0 es la siguiente:
2504
200+
150+
100+

501
[

0 2 4 6 8 10

La ampliacion del sector nos permite estimar con bastante precision el valor de la
longitud de la base que hara minima la superficie ;Cuanto dirias que vale?
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S
250 + 55
54
200 + 53
52 =]
51
150 +
50
36 38 40 42 44
100 +
50 + —
I
0 t t t t {
0 2 4 6 8 10

| Definicion |

La grifica de una funcion numérica f(x) es el conjunto de puntos del plano cuyas
coordenadas son de la forma (z, f(x)) con x perteneciente al dominio de f.

Dicho de otra manera: un punto del plano pertenece a la grafica de f siempre y cuando
su primera coordenada x esté en el dominio de f y su segunda coordenada sea igual a

f().

Tengamos en cuenta que mientras el dominio de una funcién es un subconjunto de
la recta numérica (formado por todos los nimeros para los cuales la funcion esta
definida), la grafica de la funcién es un subconjunto del plano.

No existe una manera certera y precisa para construir la grafica de una funcion numérica
cualquiera. Sin embargo, elaborando tablas de valores podremos obtener graficos
aproximados. Una tabla de valores ubica en el plano una cierta cantidad de puntos
que pertenecen a la grafica pero, lamentablemente, todos separados.

ETEM P L O s

1. Enlafigura 1 del margen dibujamos algunos puntos de la grafica de f(z) = ;2124
a. (Como unirian dichos puntos?
b. (Qué harian con los valores que no estan en el dominio?

2. Enlafigura 2 del margen dibujamos algunos puntos de la grafica de f(x) = ;f2:34

a. (Coémo unirian dichos puntos?

b. (Qué harian con los valores que no estan en el dominio?
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Para poder visualizar como son realmente las gréaficas de las funciones de los ejemplos
anteriores, ingresen en el Maple las siguientes sentencias:

>plot((x-2)/(x2-4),x= —5..5,y=-2..2,discont=true);

>plot((x-3)/(x2-4),x= —5..5,y=-2..2,discont=true);

s 1.5 Algunas funciones y sus graficas

En esta seccion repasaremos algunas funciones importantes. Comenzaremos con los
polinomios.

= Funciones polinomiales

y
41
3
21
1+
-4 2 0 2 4 x
La graficade f(z) =3
4
x

Larecta que pasa por P, y Ps

| Definiciéon |
Una funcion f(z) se dice una funcién polinomial de grado n (donde n es un niimero
natural 6 0) si esta definida por una expresion del tipo:

f(x) = a2 + an_12" P+ ...+ a1z + ao cona, # 0
El dominio de una funcién polinomial es siempre el conjunto de todos los niimeros
reales.

ETEM P O s

Segtin el grado podemos describir algunas funciones polinomiales

1. A la funcién nula f(xz) = 0 se la considera una funcién polinomial, llamada
polinomio nulo, y no se le asigna grado. Las funciones polinomiales de grado 0
son las funciones constantes no nulas, esto es:

f(z)=a cona#0

La grafica de una funcidn constante es una recta paralela al eje x, que pasa por
el punto de coordenadas (0, a).

2. Las funciones polinomiales de grado 1 son las funciones lineales, esto es:
f(z)=azx+b cona#0

La grafica de una funcion lineal es una recta. Notemos que para graficar una recta
basta con calcular dos valores. Para graficar la funcion lineal f(z) = —2z + 1,
calculemos dos puntos de la recta. Consideremos = = 0, obtenemos f(0) = 1y
tomando = = 1 se tendra f(1) = —1. Asi, la grafica de la funcion serd la recta
que pasa por los puntos P;(0,1) y P»(1, —1), como se muestra en la figura.
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(,Qué pueden decir acerca del significado geométrico del coeficiente de = en la
expresion de una funcion lineal?

3. Las funciones polinomiales de grado 2 son las funciones cuadraticas:
f(x)=az® +bx+c cona#0

la gréafica de una funcion cuadratica es una pardbola. Estara abierta hacia arriba
si a > 0 0 hacia abajo si a < 0.

y Para obtener la grafica es conveniente conocer las coordenadas del vértice, asi
como las raices de la ecuacion cuadratica asociada (si las hubiera). Una forma
‘ ‘ ‘ para encontrar estos elementos es “completar el cuadrado”: Por ejemplo, f(z) =
2 2 —2x2 4 4x — 5 es una funcion cuadratica, cuya grafica serd una parabola. Para

x hallar sus elementos, completemos cuadrados:
5 5
flz) = —2x2+4x—5:—2(a§2—2m+§) = —2(3:2—21‘—1—1—1—1—5)
27 2 3 2
fl) = =2x-1)"- 2.5 =-2(zx—-1)°-3
Por lo tanto, el punto de coordenadas (1, —3) es el vértice de la parabola, —2 nos
indica que estard abierta hacia abajo y podemos buscar las raices de la ecuacion
4l cuadratica haciendo —2(x — 1) — 3 = 0, es decir —2(z — 1)? = 3 y por lo

tanto (z — 1) = -3 lo que nos dice que no existen raices reales asociadas a

esta ecuacion, luego la grafica no podra “tocar” el eje = (lo cual era claro por la

La grafica de f(z) = —2(x — 1)% — 3 posicion del vértice y el sentido de apertura de la parabola).

En general, para f(z) = ax®+bx+c cona # 0 se tendréa al completar cuadrados:
b b? b b?
f(x) = a(x + —)? + ¢ — —, donde el punto de coordenadas | ——,c — —
2a 4a 2a 4a
es el vértice de la parabola.

Dejaremos para mas adelante la descripcion de las graficas de funciones polinomiales
generales de grados mayores que 2.

e NG (G (0N

1. Ecuacion de la recta por dos puntos. Supongamos que L es una recta que pasa
por los puntos de coordenadas (z1,y1) y (z2,y2) -

a. Supongan que L es una recta horizontal (dibuje). ;Como son y; € yo 7 Cual
es la ecuacion cartesiana de L?

b. Supongan que L es una recta vertical (dibuje). ;Como son 1 ¢ x27¢Cual es
la ecuacion cartesiana de L?

c¢. Supongan ahora que L no es vertical ni horizontal. Mediante un dibujo,
muestren que la pendiente de L es:
Y2~
m =
To — X1

y m es diferente de 0.
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d. Muestren que la ecuacion cartesiana de la recta de pendiente m que pasa por
(z1,91) es:
y—y1 =m(z— 1)
a la ecuacion anterior se la llama ecuacién punto-pendiente de la recta.

e. Combinando los incisos c. y d. obtenemos la ecuaciéon punto-punto de la
Y2 — Y1
X9 — X1

recta: y —y; = (x —x1)

En la tabla siguiente L es la recta que pasa por los puntos Py (). Completen:

P Q pendiente de L. | ecuacidn punto pendiente de L
(3,1) (-2,5)
(—8,5) | (-3,2)
(17 3) (5a ) -3
(1,3) | ( ,5) 4
1 )| ,-3 y+1=—6(zx—4)

Expliquen por qué la grafica de una funcion lineal, que es una recta, no es hori-
zontal ni vertical.

Si f(x) = max + b es una funcién lineal ;Qué interpretacion tienen m y b en la
grafica de f? Grafiquen las siguientes funciones lineales:

a @) =227

b. f(x)=—4z+7

Digan si las siguientes son funciones constantes, lineales, cuadraticas o ninguna.
Justifiquen y grafiquen.

a J(@) =~V -3
b f(z) =3

¢. fla) =01

d- fl@) = 22;11

e. f(x)=-7+ %xQ
£ )=




-1 0
El dominio de f(x)
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= Funciones racionales

| Definicion |

Una funcién numérica definida por un cociente de polinomios se denomina funciéon
racional. Es decir una funcion racional es del tipo:

) = 20

q()
donde p(z) y ¢(x) son polinomios y g(x) no es el polinomio nulo.

Observemos dos cuestiones importantes:

(T
e Una funcion racional f(x) = Q estd definida siempre que el denominador no
q(z
se anule. Por lo tanto el dominio de f es el conjunto {x/q(z) # 0}

e Recordemos que una fraccion es nula solamente en el caso de que su numerador
y p(z) , , ,
sea nulo. Por lo tanto la funcion f(x) = —— se anular en un namero a siempre
x

que a esté en el dominio de f y que p(a) = 0. En tal caso diremos que @ es un
cero de f.

ETEM P L O s

Encontrar el dominio y los ceros de la funcion racional
fz) =

3 — 2z
22+
Dominio: Es el conjunto de niimeros en los cuales el denominador no se anula.

Para conocerlo, encontramos los valores que anulan al denominador resolviendo la
ecuacion:

2 +2=0
factoreando queda
z(z+1)=0
las raices son entonces
r=0yx=-1

Tenemos que:

Dom(f) = {a/x #0 ya # -1}

En la notacion de intervalos:
Dom/(f) = (—oo,—1) U (=1,0) U (0, +00)

Ceros de f: Como ya se dijo, f se anulara en aquellos numeros de su dominio en los
que se anule su numerador. Para encontrarlos resolvemos la ecuacién

-2 = 0

z(z*—2) = 0
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sus soluciones son

t=0;2=V2;z=—-V2
Debemos excluir a x = 0 puesto que no pertenece al dominio de f.

Por lo tanto los ceros de f seran: x = +2

EJERCICIOS

Comprobar lo hecho antes graficando la funcién con Maple.

= Funciones homograficas. Hipérbolas

La grafica de la funcion

fz) =
es una curva llamada hipérbola. Su grafica (que podemos construir con una tabla de
valores adecuada) es la siguiente:

ISH

x
s EJER CICIOS
1. Grafiquen las si%uientes funciones, a partir del grafico de f(z) = %
a. f (93) = T
b g(a) = >
c. hia) =5

2. (Como es en general la grafica de una funcion de la forma a/x? {Cémo influye
a en la forma de la grafica?
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Grafiquen las funciones:

o (o) = ——
b g(x)=xi4

1
(Como es en general la grafica de una funcion de la forma n b? (Como influye
x

b en la forma de la grafica?

Grafiquen las funciones:

a. f(x)zi—l

b. f(x):xi4+2

. . . 1 L
(Como es en general la grafica de una funcion de la forma ¢+ —? ;Como influye
x

c en la forma de la grafica?

= Funciones definidas a trozos

r(®

30+
20+

10+

0 10 20 30 40 ¢

La grafica de p(t)

EJEM P LLO s

Un automdvil pasa por el pueblo A a una velocidad constante de 42 km/h . Diez
minutos mas tarde se detiene en una estacion de servicio por 15 minutos y luego sigue
su viaje a 90 km/h durante otros 20 minutos. Exprese la distancia desde el auto hasta
el pueblo como funcién del tiempo ¢ medido en minutos.

1.

Considere t = 0 como el instante en que el auto pasa por A.

2. Llamemos p(t) a la distancia desde el auto al pueblo en el instante ¢.

Tendremos que durante los primeros diez minutos
4
t)=42- — k
p(t) &g M

En los quince minutos siguientes:

p(t) =42- %km = %km =Tkm
Y en los ultimos veinte minutos:
90 3 3 61
p(t) :7—1—%@—25) km =17+ 5(15—25) km = §-t—?km
Resumimos lo dicho escribiendo a p(t) como una funcién definida a trozos:
24 0<t<10
p(t)=< 7 10<t <25

3 61
36l 25 <1 <45
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1. Determinen el dominio de las siguientes funciones y grafiquen

—x <0
a. h(z) =< 2°+1 0<z<2
—r+7 2<zx
2r+6 r<-—1
1
1
3+ 2<zx
z+1
3r+9
2.9 —-5<x<0
c. g(z)= 7 0<z<2
1
2 <4
7 — 9 <z <
2. A partir de las funciones dadas en el ejercicio anterior, determinen si es posible
hallar:
a. f(3) b. f(3/2) c. g(=1)
d. g(~3) e, £(0) £ g(2)
g f(1)
3. Decidan si las siguientes son funciones y en caso afirmativo, grafiquen
2x+6 < -1
1
a f@) =4 oz, TIETEd
-+ 1<z
6 x+1 -
%% r <4
b. g(z) = Ve+T75 5<z<6
r+vVr+3 6<zx

Para definir funciones a trozos con Maple se usa el comando piecewise, que tiene
el siguiente formato:

piecewise(condicion 1, expr_1,condicion_2,expr_2,...,condicion_k,expr k,expr_otherwise).
Por ejemplo, para definir la funcion del ejercicio anterior el comando puede ser:
piecewise(x<=4,5*x,5<=x and x<=6,sqrt(x+75),x>=6,x+sqrt(x+3))

Para graficar la funcion se usa el comando plot poniendo como primer argumento
lo anterior.
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= La funcion valor absoluto

Dado un nimero z cualquiera podemos representarlo sobre una recta. El punto que
representa a x junto con el origen 0 determinan un segmento S. ;Cual es la longitud
de S?

Para responder a esa pregunta inocente, consideremos dos casos:

1. Supongamos que z > 0

S
/—/%
L L
0 X

en este caso, es evidente que la longitud de S es justamente x.

2. Veamos ahora qué pasa cuando = < 0.

No podemos decir que la longitud de S sea = puesto que éste es negativo. Pero
si consideramos —z, el segmento S’ entre 0 y —x tiene la misma longitud que el
segmento S.

S S’

-
@ L
x 0 —x

La longitud de S es entonces —z.

| Definicion |

Dado un numero real z llamaremos valor absoluto de x a la longitud del segmento
determinado sobre la recta por = y el origen 0. Lo denotamos |z|.

De acuerdo a la discusion hecha mas arriba, podemos expresar a la funcion valor
absoluto como una funcion definida a trozos:

z si >0
] = —x si <0

e D S N (G (O]

1. ;Cual es el dominio de |z|?
2. Grafiquen la funcién |z| .

3. Dibujen en la recta los conjuntos definidos por cada una de las condiciones si-
guientes. De ser posible, escribanlos usando intervalos

a. {zeR: |z| < 3}
b. {zeR : |z] < 4}
c. {zeR : |z| > 5}
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d. {zeR : |z| <0}
e. {zeR:|z| <0}
f. {zeR : |x| =0}

4. Sea a > 0 ;qué tipo de intervalos son los siguientes conjuntos? describanlos
graficamente y con notacion de intervalos.

a A={zeR:|z|<a}

b. B={zeR:|z|<a}

o

.C={z€eR:|z|>a}
d D={zeR:|z|>a}
e. Describan los conjuntos A, B, C'y D teniendo en cuentasia =0y a <0

5. Sean z e y dos nimeros reales cualesquiera, y sea S el segmento sobre la recta
cuyos extremos son x ¢ y. Completen la siguiente tabla:

x Y longitudde S || = Y longitud de S
-11]0 a 0

-3 | =7 —a |0

5 1 0 —a

1 5 a b

6. En las mismas condiciones del ejercicio anterior muestren que la longitud de .S
esiguala |z —y|.

7. Muestren que |z| = |—z]

8. Dibujen en la recta los conjuntos definidos por cada una de las siguientes condi-
ciones. De ser posible, escribanlos usando intervalos:
a. {zeR: |z —1] < 3}

1
b. {xeR: |z + 2| < 2}

1
. R:ijz——-|>5
{xe x 3‘ }
2
{xeR:|m+823}

{zeR : |z — 2| < -1}

o

o

o

=

{zeR : |z + 1| > -2}
9. Sean a y b dos ntimeros: ;Qué conjunto define la condicion |z — a| < b?

10. Muestren graficamente que {z,/2% < a} = {z/ |z| < \/a} para cualquier a >
0.
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Ejercicios de repaso para el Capitulo 1

e NG (G (0N

1.

Una planta tiene capacidad para producir de 0 a 100 heladeras diarias. Los gastos
generales fijos de la planta son $2200 diarios y el costo directo (material y mano
de obra) para producir una heladera es de $151.

a. Escriban una férmula para T'(x) el costo de producir = heladeras al dia, y
para U(z) el costo unitario por heladera.

b. (Cuadles son los dominios de esas funciones?

(Cuadles de las siguientes expresiones definen una funcioén de z? Justifiquen.

a 2z’ +y2=5
b.xy+y+3x=3
c. 22=3y+1

Expliquen por qué los puntos (4,2) y (4, —1) no pueden pertenecer a la grafica
de alguna funcion.

Sea p el perimetro de un tridngulo equilatero. Encuentren la formula A(p) que
representa el area de dicho tridngulo.

(Qué tipo de restricciones deben tenerse en cuenta para determinar el dominio de
una funcion? Expliquen cada caso y ejemplifiquen.

Determinen el dominio de las siguientes funciones. Escribanlo utilizando la no-
tacion de intervalos.

a. f(z)=+v1-3zx
b-mx%=$211

c h(x):\/;_ix—i-\/—x+8
d k(x):;:i

§¢ 0<t<l1
£ mit)=<{ V7 1<t<?2
% 2<t<4
;%f 0<t<5
g n(t) = 2t 5<t<10
5 10<t<20
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.
u?2 +5u+6

i g(r)=-5

7. Encuentren una expresion para las funciones siguientes:

h. m(u) =

a. La longitud de un lado de un cuadrado como funcién de la longitud d de la
diagonal.

b. El area del cuadrado como funcion de d.
c. Determinen el dominio de ambas funciones.

8. Den un ejemplo en forma grafica o analitica de una funcién cuyo dominio sea el
intervalo [—2, 2] y que los valores que toma sean la union de los intervalos[—1, 1)

y [2,4].
9. (Cudles de las siguientes graficas corresponden a graficas de funciones? Justi-
fiquen.
a) b) 4
y y
4 .
3 4
)1 —— ——
-3 2 - 2 x 3
11 £
x
0 1 1 1 |
0 1 2 3 4 4-

10. Realicen las graficas de las siguientes funciones.
a. f(z)=3zx+2

b. g(z)=—x—4

c. h(z)=22%+3z—4
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d. f(z)=2

11. ;Para qué valor de k, la grifica de y = kx> pasa por el punto indicado?
a. (1,4)

b. (—2,1)
c. (Podrian hallar un valor de k para cualquier punto (a, b) con a,b € R?

12. Se sabe que el punto (1, 2) satisface la ecuacion y = f(x). Indiquen en base al
dato brindado, un punto perteneciente al dominio y uno a la grafica de f.

13. Geométricamente, ¢qué representa |a — b|?
14. (Es posible que || = —x? Justifiquen lo que afirman.

15. Determinen el dominio de las siguientes funciones. Escribanlo utilizando la no-
tacion de intervalos.

a. b(s) = /|83 + 2s + 4|

y+1
b. P(y):‘yl‘
6
2z
d ¢ =0
(z) Iz +3|— |z 3|

16. Expresen las siguientes funciones sin emplear el simbolo de valor absoluto:
a. f(x) = |z +3|

b. g(z) = |z + |z — 4|

17. Expresen en lenguaje matematico, los siguientes enunciados:

a. Los puntos x e y estan a mas de 7 unidades de distancia.

b. La distancia entre z y —6 es menor que 3.
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Capitulo 2

Derivadas

s 2.1 Variacion total y variacion media

| Definicion |

Dada una funcion f definida en un intervalo [a, b] la variacién total de f entre a y b
se define como la diferencia f(b) — f(a).

A la variacion total entre a y b se la denota Af [a, b] o simplemente Af cuando no
haya dudas acerca del intervalo considerado. Tenemos entonces:

Af [a,b] = variacién total de f entre ay b = f(b) — f(a)

| Definicion |
La variacién media se define como el cociente:
f(b) = f(a)
b—a
El nimero b—a es la longitud del intervalo [a, b] . Se acostumbra a denotar esa longitud
como Az. Tenemos entonces:

A
w = variacién media de f entreay b =
T

f(b) — f(a)
b—a

e NG AYA 1))

La grafica de la figura representa la altura A medida en metros desde el nivel del
suelo, de cierto objeto que se mueve verticalmente, a medida que transcurre el tiempo
t expresado en segundos
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h(t) (metros)
8

0 O I I A

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
t (segundos)

Completen la siguiente tabla a partir de la informacién suministrada por la grafica

Variacion total de h | Variacion media de h

a | b | k) | ha) entreay b entreay b
010 3 | 2 3-2=1 1m/10s = 1/10m/s
5 |10

5 | 25

20 | 25

20 | 40

0 | 40

30 | 40

25 | 35

Cuando -como en este caso- la funcion describe la posicion de un objeto en funcion del
tiempo, la variacion total entre dos instantes a y b recibe el nombre de desplazamiento
entre a y b, y la variacion media se denomina velocidad media entre a y b.

1. Usando la tabla anterior consideren ¢ = 5y b = 25. Hagan lo siguiente:

a. Identifiquen los puntos de la grafica correspondientes a @ = 5y b = 25.
b. Dibujen la recta que pasa por los puntos identificados en el inciso anterior.

c. Usando la grafica, calculen la pendiente de la recta dibujada y comparen el
valor obtenido con la velocidad media correspondiente al intervalo [5, 25] .

d. Repitan los incisos anteriores para dos intervalos mas de los dados en la
tabla.

e. Concluyan que la velocidad media en un intervalo es igual a la pendiente de
la recta que pasa por los puntos correspondientes en la grafica. A la recta
que pasa por dos puntos dados de una grafica se la denomina recta secante
a la grafica por dichos puntos.
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2. (Es cierto que la velocidad del objeto entre t = 55y t = 155 fue de 0.3m/s?
Justifiquen su repuesta.

3. Cuando consideran ustedes que el objeto se movia mas rapido jen t = 10 6
t = 237 Justifiquen su respuesta.

4. (Como harian para estimar la velocidad del objeto en ¢ = 357;Y en un ¢ cualquiera?

Toda funcién f describe el cambio de una magnitud -la variable dependiente- en tér-
minos de otra -la variable independiente- Cuando la variable independiente se mueve
en cierto intervalo [a, ], la variacion total describe cudnto cambié f entre a y b, mien-
tras que la variacion media representa la tasa promedio o razon de cambio promedio.
También, en el caso de que la funcidn describa la posicion de un objeto que se mueve
en una recta, a la variacion media se la denomina velocidad media del objeto entre a

y b.

mmmmmmssmms 2.2 Interpretacion geométrica

Geométricamente, la variacion media de f entre a y b se interpreta como la pendiente
de la recta secante a la grafica de f entre los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). En el dibujo:

A
F®) —
la pendiente de
& esta recta es:
Af_fD) - f(a)
/@ e AXT b-a
a b >

Recordando como es la ecuacion de la recta con pendiente dada y que pasa por un
punto dado, podemos escribir la ecuacion de esa secante de esta forma:

v fla)= 1O T,
0, mas sintéticamente:
_Af

y—f(a)—rx(x—a)
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EJERCICIOS
1. Consideren la funcion f(z) = va® + 1

a. Calculen la variacion media de f entre a y b en los siguientes casos:

a b
-1 1
1 | -1
0 | -1
0 2
-11 2

b. Encuentren la ecuacion de la recta secante a la grafica de la funcion para
cada uno de los casos en los que calcularon la variacion media.

c. La siguiente es la grafica de la funcién f. Sobre la misma grafica dibujen
las rectas halladas en el punto anterior.

y
10

2. Para las siguientes funciones de posicion, calculen las velocidades medias entre
los instantes que se indican. Grafiquen las funciones cerca de esos valores y
tracen las rectas secantes. Encuentren las ecuaciones de esas rectas.

p(t) | t1 | t2 | velocidad media | ecuacion de la recta secante
1|3t+1]-2|0
213+1]a|b
3] 2 [ 1]3
4 Vit 113
51 vVt | 1]a
6t2—-2101]4

3. La concentracion de cierto farmaco en el flujo sanguineo ¢ horas después de ser
inyectado por via intramuscular es

C(t)

a. Completen la siguiente tabla:

t(oras) | O |1 |2 |3]|4|5]|6
C

300t
T 27443
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b. Calculen la variacion promedio de la concentracidon en cada intervalo de
tiempo.

c. Si se sabe que para ser efectivo el tratamiento la concentracion del farmaco
no debe ser inferior a 11 ;Podrian estimar cudando administrar la siguiente
dosis?

d. La grafica de la funcion C esta en la figura. Marquen los puntos correspon-
dientes a los valores de la tabla y tracen los segmentos de recta entre un
punto y el siguiente ;Cual es la ecuacion de cada recta?

18+

e. Usando la grafica ;La estimacién dada en el punto c. fue buena o mala?
Expliquen su respuesta.

Consideremos la funcién f(z) = —z% + 1. Nos paramos en el punto -1 del eje
horizontal, y consideramos la variacion promedio de f entre —1 y x para un valor
cualquiera de x situado a la derecha de —1.

a. Encuentren la expresion de la variacion media de f entre —1 y z. Como
veran es una nueva funcion de z. Llamémosla V' (z).

b. Geométricamente ;Qué representa V' (z)? Interprétenlo en la grafica:

157
y

c. (Cual es el dominio de la funcion V (x)?



36 CAPITULO 2  DERIVADAS

d. Hagan un grafico de V ().

e. Sibien V(—1) no esta definido (Qué valor seria natural asignarle segun la
grafica?

f. En la grafica de f dibujen la recta de pendiente 2 que pasa por (—1,0)
(COomo es esa recta respecto de la curva?

meesssssss 2.3 Modelos lineales

Recordemos que una funcion lineal es de la forma f(z) = ma + b con m # 0.
Consideremos un intervalo cualquiera [z, 2] y calculemos la variacion media de f
entre 1 y xo. La variacion total es:
Af = f(z2) — f(z1) = maa+b— (mz1 +b) = mas —ma +b—b=m(xs — 1)
Por otro lado la variacion en la variable independiente es:
Ar =29 — 11

Entonces tendremos que la variacion media de f entre x1 y x5 es:

Af _ml2—a1) _

Az Lo — X1
Hemos demostrado el siguiente enunciado:

| Teorema |

La variacion media de una funcion lineal f(x) = max + b es igual al coeficiente m,
cualquiera sea el intervalo considerado.

La reciproca del Teorema anterior también es cierta. Vamos a enunciarla:

| Teorema |

Sea f(x) una funcion definida en un intervalo I, tal que la variacién media de f es
igual a un nimero fijo m # 0, independientemente del intervalo que se considere.
Entonces f es una funcion lineal en el intervalo I.

Demostracion:

Consideremos un nimero fijo a perteneciente al intervalo I y sea x cualquier otro valor
en [. La variacion media entre a y x es, por hipdtesis, igual a m:

Af _ fl@) - fla) _

Ax T —a
por lo tanto

f(x) = f(a) =m(z —a)
f(x) =m(z —a) + f(a)

y como m # 0, f resulta lineal en .

Encontramos una aplicacion util de lo anterior en lo que sigue.
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= Movimiento uniforme

Supongamos que tenemos un objeto que se mueve sobre una recta, y que su funcion de
posicidn es r(t). Diremos que el objeto tiene movimiento uniforme en un intervalo
[a, b] si su velocidad media es siempre la misma, esto es: independiente de cuales sean
los instantes entre a y b que consideremos. De la discusion anterior encontramos que
si un objeto tiene movimiento uniforme en el intervalo [a, b] entonces:
e la funcion de posicion r(t) es lineal en el intervalo [a, b], y por lo tanto su grafica
es una recta.
e la velocidad media en ese intervalo es igual a la pendiente de esa recta.
e si v, es la velocidad media del objeto, y o es cualquier instante entre a y b en-
tonces la funcion de posicion esta determinada por la siguiente expresion
r(t) — r(to) = vm(t —to) paraa <t <b

e e NI AYA 1))

Un automovil se desplaza por una ruta recta con movimiento uniforme. Supongamos

que a las 8:30 pasé por el kilometro 200, y diez minutos mas tarde pasé por el km

182. Queremos encontrar su funciéon de posicién. Para ello elegimos unidades y

referencias:

e t = ( representa las 8:30 (referencia para el tiempo)

e mediremos el tiempo en minutos

e laposicion la daremos en kilometros desde el origen de la ruta, esto es: usaremos
el mismo kilometraje que la ruta.

1. ;Cuanto vale 7(0)? ;Cuanto vale r(10)?

2. Calculamos la velocidad media entre £ = 0y t = 10. Completen:

]_ —
UV = ( ?3 — 7(")(0) = = km/ min
3. Usando la expresion de la seccion anterior con ¢y = 0, tendremos:
r(t)—=r(0) = v,({t-0)
r(t) = vmt+7r(0)

y reemplazando los valores que tenemos para v,,, y r(0) obtenemos:

Como muestra de la utilidad de esta manera de analizar el movimiento uniforme re-
solveremos uno de los llamados “problemas de encuentro”. Primero lo haremos s6lo
graficamente, para después resolverlo algebraicamente.

e NI AYA 1))

Dos puntos, A y B, estan sobre una recta y la distancia entre ellos es de 30 unidades.
Supongamos que pasa por A en direccion a B un moévil con movimiento uniforme a
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una velocidad de 5 unidades / segundo. Dos segundos después pasa por B hacia A
otro movil —también con movimiento uniforme-. El segundo movil se encuentra con
el primero tres segundos después de haber pasado por B.

1. Analicen la situacion graficamente. Para ello:

a. Grafiquen la posicion del primer mévil en funcién del tiempo.
b. En la misma grafica, ubiquen la posicion del segundo movil al pasar por B.

c¢. (Qué instante corresponde al encuentro entre los dos méviles? ;Cual fue la
posicion del segundo mévil en ese instante?

d. ¢(Pueden trazar la grafica de la funcion de posicion del segundo mévil?
e. Estimen la velocidad del segundo movil a partir de la grafica.

2. Calculemos ahora algebraicamente la velocidad del segundo movil:
a. Llamemos p4(t) a la funcion de posicion del primer movil. (Cudl es la
expresion de p 4 (t)?

b. Sipp(t) es la funcion de posicion del segundo movil (Cuanto valen pg(2)
y pe(5)?

c. (Alcanzan los datos del inciso anterior para calcular la velocidad del se-
gundo movil? Haganlo y comparen con la estimacion grafica que hicieron
antes.

d. Encuentren la expresion de pg(t).

= Otros modelos lineales

Si X e Y son dos variables que representan magnitudes, diremos que estan linealmente
relacionadas si la variacién media de X respecto de Y es constante y diferente de 0.

Es decir: AY
—=k#0
_ax k7 L
De acuerdo a lo que hemos visto, resulta que en este caso Y es una funcion lineal de

X, siendo £ la pendiente de la recta que es la grafica de Y en funcion de X.

ETEM P L O s

Las escalas Celsius y Fahrenheit se usan para medir temperaturas. Ambas estan li-
nealmente relacionadas, y se tienen las siguientes equivalencias:
°C (Celsius) | °F (Fahrenheit)
0 32
100 212

queremos determinar las formulas de conversion de una temperatura C' en grados Cel-
sius a la correpondiente temperatura F' en grados Fahrenheit. Como ambas escalas
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estan relacionadas linealmente, tendremos:

AF . 212-32 9
AC 7 100—-0 5
Por lo tanto:
F(O)~F(0) = 2(C-0)
FO) = S0+

e RN (G (0N

1. Encuentren la formula de conversion de grados F' a grados C.

2. Se quiere determinar la presion ejercida por el agua sobre el traje de un buzo en
funcién de la profundidad a la que se halla sumergido, sabiendo que la presion
aumenta a razoén de 1 atmosfera por cada 10 metros descendidos. Usen que la
presion en la superficie es de 1 atmosfera.

3. Una maquina realiza un trabajo en dos horas. Otra hace el mismo trabajo en 1
hora y media. Suponiendo que no se interfieren ;En cuanto tiempo realizaran el
trabajo ambas maquinas funcionando conjuntamente?

4. ¢Como harian para comprobar si los puntos de coordenadas (-2,1) , (-1,0) y (2,-2)
estan sobre una recta?

meesssssss 2.4 La derivada

La nocion de derivada de una funcién es la respuesta a la cuestion de encontrarle
significado a la idea de "variacion instantanea" de una funcion.

En la secciones anteriores hemos definido la variacién media de una funcién en un
intervalo como el cociente entre la variacion total de la funcion y la variacion de la
variable independiente:

Af

variacion media = As
x
La pregunta ;Cuanto vari6 en promedio la funcion f(x) = 22—1 en el intervalo[—1, 5]?

se responde naturalmente asi:

Af _fB)—f(=1) 24

variacion media = — = ———-———~ = — =4

Az 5—(-1) 6
Ahora bien la pregunta ;A qué velocidad esta cambiando f cuando z = 17 no
parece tener una respuesta tan sencilla. En efecto, para calcular variaciones medias
(que es lo que sabemos hacer) necesitamos un intervalo, y solamente tenemos un valor
(x = 1). Sin embargo algo como la velocidad en un instante debe existir (pensar en
la velocidad de un auto, por ejemplo). Podemos hacer lo siguiente: si nos interesa
x = 1 tomemos intervalos pequefios que contengan a x = 1 y calculemos para ellos
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la variacion media; la idea es que esos célculos revelen algiin patrén que nos guie a la
respuesta que buscamos (recuerden la pregunta original). Hagamoslo en una serie de
pasos:

Paso 1. Los intervalos: Si queremos intervalos pequefios que contengan al 1, lo hace-
mos de la siguiente manera. Consideramos un niimero h cualquiera (que pensamos
pequeilo), y consideramos el intervalo de extremos 1y 1 + h (Ver figuras al lado).

Paso 2. La variacion media: Calculamos ahora la variacion media de f entre 1y
1+h:
Af _ f(+h) - f) _

variacion media =

Az~ 14+h-1
(1+h)°-1-(12-1) (1+h)°-1
B h N h

esta ulima expresion corresponde a la variacion media de la funcion f en cualquier
intervalo cuyos extremos sean 1y 1 + h.

Paso 3. ;h = 07 Lamentablemente no es posible evaluar la expresion obtenida para
h = 0 (¢por qué?). Sin embargo podemos evaluarla para valores de h tan pequefios
como querramos. En la tabla siguiente calculamos algunos de esos valores:

h —0.1 [ —0.01 [ —0.001 | —0.0001 | 0.0001 | 0.001 [ 0.01 [ 0.1
GZ1 T 9 | 199 | 1.999 | 1.9999 | 2.0001 | 2.001 | 2.01 | 2.1

comprobamos, que para valores de h muy pequefos la variacion media se aproxima
al valor 2.

Paso 4. La variacion instantanea: Otra forma de sortear la dificultad es la siguiente:
si observamos la expresion obtenida y desarrollamos el cuadrado obtenemos:

1 2 142 2_1 2 2
(1+h)"—1 142h+h _2h+h P
h h h

esta igualdad debe interpretarse en el sentido de que las dos expresiones coinciden
para cualquier valor de h para el cual estén ambas definidas. Ahora bien, estando la
ultima (2 4 h) definida para todos los valores de h mientras que la primera no lo esta
unicamente para h = 0, parece natural asignarle el valor 2 a la variacion instantanea.

Paso 5. El limite: Asignarle a la expresion % el valor 2 para h = 0, basados

en lo hecho en los pasos 3 (exploracion numérica) y 4 (transformacion algebraica) se

2
expresa diciendo que el limite de % cuando h tiende a 0 es 2, y se denota:

1+h)?—1
lim %

=2
h—0 h

Paso 6. Interpretacion grafica: En los pasos anteriores obtuvimos que la variacion
instanténea de f(x) = 22 — lenx = 1 eraigual a 2.

En vista de la interpretacion geométrica, la recta de pendiente 2 que pasa por (1,0)
es, en algun sentido, el limite de las rectas secantes a la grafica (Ver pagina 33: Inter-
pretacion grafica). La ecuacion de esa recta es:
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y—0=2(z—-1)
y=2x—2

si dibujamos la gréfica de f(z) = 22 — 1 y larecta y = 22 — 2 en un mismo sistema
de ejes obtenemos el dibujo de al lado.

= El cociente incremental o de Newton. Definicion de derivada

La recta tangente a la
grafica por el punto (1, f(1))

A
f(x+h)
Af
S () £ >
/ Ax=
x x+h -
la pendiente de esta recta es:
A _f@th) - f(x)
Ax h
Figura 1
A
L
P
)Ic x+h B
Figura 2

Sea f una funcioén y sea  un numero en el dominio de f. Se llama cociente incre-
mental (o cociente de Newton) de f en x a la expresion:
fl@+h) - f=z)
h
donde A es un namero distinto de 0.

Tal como hemos visto el cociente incremental no es mas que la variacion media de la
funcién f en el intervalo de extremos x y « + h. Graficamente, como lo hemos visto
(pagina 33: Interpretacion grafica) el cociente incremental es la pendiente de la recta
secante al grafico de f por los puntos (z, f(z)) y (z + h, f(z + h)). Ver Figura 1.

Cuando h es pequefio, el nimero x4+ h esta proximo a x, y es de esperar que el nimero
f(z + h) esté proximo a f(x). En consecuencia los puntos de la grafica P (x, f(x))
y Q(xz + h, f(z + h)) seran también cercanos.

Podemos imaginar que, al aproximarse i a 0, el punto () se aproxima al punto P, y la
recta secante se aproxima a la recta tangente. Ver Figura 2.

| Definicion |

Sea f una funcidn, y sea = un numero en el dominio de f. Llamamos derivada de
f en x al limite del cociente incremental de f en x cuando el incremento tiende a 0,
siempre que ese limite exista. A la derivada la indicamos f’(x). Entonces:

. x+h)— f(z

h—0 h

ETEM P L O s

Encontremos la derivada de f(z) = 222% — 1.
1. Construimos el cociente incrementral de f en x :
f(z+h) f(=)
—_—~~
2z +h)*—1— (22" — 1)
h
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la de su derivada f{x) = 4«

DERIVADAS

2. Desarrollamos el cociente y simplificamos:

2(@? +2eh+h?) —1—-2224+1  22% +4xh+2h% — 227
h B h
2 2 9.2 2
2z +4xh;|l—2h 25 4xh2—2h _ h(4x};i— 2h) Az 1 2h

3. Como obtuvimos una expresion del cociente incremental en la cual el factor h de-
saparece del denominador, podemos proponer ficilmente un valor para el limite:

— 2 h)2 —1— (222 -1
lim —f(x +h) = f(@) = lim (+h) ( ’ ) =
h—0 h h—0 h
}llin%)élx +2h = 4xr+4+2.0=A4x
y por lo tanto:
fl@) =4z
4. Graficamos a la funcion y a su derivada en el mismo dibujo (Ver figura al mar-

gen).

Resumiendo lo que hemos visto hasta ahora, la derivada de f(z) es una nueva funcion,
cuyo dominio son todos los x para los cuales existe el limite del cociente incremental.
Esta nueva funcion admite varias interpretaciones, todas ellas importantes y utiles en
los contextos apropiados:

e Geométricamente, la derivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la

grafica de la funcion por el punto (a, f(a)). La ecuacion de la recta tangente por
ese punto serd, por lo tanto:

y = fla) = f(a)(z - a)
e En términos de la variacion, la derivada f’(z) representa la variacién instanta-

nea de la funcion f en el valor z. A la variacion instantanea también se la deno-
mina razon de cambio instantanea o tasa de cambio instantinea.

e En el contexto del movimiento rectilineo de un objeto, si f(x) es la funcion de
posicion, la derivada f/(z) es la velocidad instantanea del objeto en el instante
x.

ETEM P L O s

La derivada de una funcion lineal: Consideremos la funcion lineal f(z) = 2z — 1.
Parece bastante claro que cualquiera sea el « que consideremos, la tangente a la grafica
de la funcién por (z, f(x)) ser la misma recta. Vamos a comprobarlo:

El cociente incremental es

fl@+h)—f(x)  2@+h)-1-(22-1)
h o h o

_ 2w42%-1-2041 2 _,

- - =5 =

de manera que el cociente incremental tiene un valor que es independiente de h. Por



LA DERIVADA 43

lo tanto: b
i 540 = 10)
cualquiera sea el x que estemos considerando. De donde resulta que la pendiente de

la tangente es la misma que la de la recta. Como ambas pasan por el punto es evidente
que coinciden.

e NG (G (0N

Muestren que lo visto en el ejemplo anterior vale para cualquier funcion lineal f(x) =
ma + b. Para ello calculen el cociente incremental de f(x) y comprueben que es
siempre igual a m.

ETEM P L O s

La derivada de una funcion cuadratica: Consideremos la funcién cuadrética f(x) =
ax?+bx + c. Calculando el cociente incremental (hacerlo) y operando (hacerlo) com-
probamos que el mismo es igual a:
flz+h) - f(z)
h
y por lo tanto, pasando al limite obtenemos:

)~ f()
h—0 h
Concluimos que:

=2ax +ah+0b

:}l]ir%2ax—|—ah—|—b=2ax+b

(am2 —|—bx+c)/ =2ax +b

ETEM P O s

La derivada de una funcién potencia de exponente natural: Consideremos la fun-
cion potencia f(z) = z™. Sin = 1 la funcién es f(z) = z. Como hemos visto en
el caso de una funcién lineal, tendremos f/(x) = 1. Sin = 2 entonces f(z) = 2?2y

el ejemplo anterior nos informa que f/(x) = 2z. Hagamos en detalle el caso n = 3,
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esto es: f(x) = 3. El cociente incremental queda:

flx+h)—flz) (x+h)® — 23
- h h
_ 3 + 322h + 3zh? + h3 — 23
- h
- 3x2h + 3zh? + R?
- h
2 2
_ hBe +2xh+h):3x2+3xh+h2

para calcular la derivada, pasamos al limite:

fle+h) - fz)

reoN T 2 2 _ 9.2
f(x)—}llli]% W —Alir%)?)x +3zh+h° =3z

Una cuenta similar nos muestra que si f(x) = 2™ entonces:

7'(z) = na"?

EJERCICIOS

Para las funciones 1/x; 22, 2z, /7, 2% + 2:

1.

2.

Determinen el cociente de Newton de la funcién en x.

Efectien las simplificaciones necesarias para obtener una expresion del cociente
que elimine el factor h del denominador.

Propongan un valor para el limite de cada cociente incremental cuando el incre-
mento A tiende a 0.

Escriban el resultado con la notacion de derivada.

Utilicen la computadora y el programa adecuado para graficar cada funcion y
su derivada en el mismo dibujo. En Maple, para dibujar varias funciones en el
mismo grafico usen como argumento en el comando plot a la lista de funciones a
graficar encerrada entre corchetes. Ejemplo: plot ( [x"2+2, 2*x], X).

= Reglas de derivacion

El calculo de derivadas seria muy engorroso (y tal vez imposible) si para cada funcion
dada debiéramos escribir el cociente incremental y calcular el limite. Lo que se hace es
calcular ciertas derivadas basicas por medio de la definicidon y luego usar las llamadas
reglas de derivacion para encontrar derivadas de funciones mas complicadas.

Las reglas de derivacion se obtienen como consecuencia de las propiedades de la o-
peracion de paso al limite, las cuales estudiaremos mas adelante. La operacion de
paso al limite —que fue necesaria para definir la derivada- es fundamental en Analisis
Matematico, como tendremos oportunidad de comprobar a lo largo de este curso.
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La derivada de una funcion constante

Si f(x) = k es una funcion constante se tiene que:

fl@)=0

Si la derivada representa una medida de la variacion instantanea de la funcion, es
natural que la derivada de una funcion constante (esto es, que no cambia en absoluto)
sea 0.

La derivada de la funcion identidad

Si f(x) = x se tiene que

fl@)=1
La derivada de una funcion potencia

Si r es cualquier ntimero racional fijo y f(z) = =" entonces se tiene que:

J'(e) = rart

EJEMPLO

Consideremos f(z) = 1/z. Podemos escribir f(z) = v/ = 2. Por la regla anterior
tendremos:

f/(x) = %[E%_l = %x_% = =

La derivada de una constante por una funcion

Si f(z) es una funcion y k es una constante se tiene:

(k.f(x)) = k.f'(2)

EJEMPLO

Consideremos la funcioén f(x) = i\/i De acuerdo a la regla anterior, se tendra:

Las reglas siguientes se refieren a la derivada de la suma, el producto y el cociente de
dos funciones. Supondremos que f y g son dos funciones derivables en x.

La derivada de una suma

La derivada de la funcion suma f(x) + g(x) es la suma de las derivadas de f(z) y de
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g(x). Esto es:
(f(z) +g(x)) = f'(z) +¢'(2)

ETEM P L O s

Sea f(x) = 5x + 3. Calculamos su derivada de la siguiente manera:
f(x) = (5z) + (2%) = 5. () +32% = 5.1 + 322 = 5 4 322

La derivada de la funcion producto

La derivada del producto de las funciones f(x) y g(z) se calcula segun la siguiente
regla:

(f(@)-g(@) = f'(z) - g(z) + f(z) - g'(2)

EJEMPLO
23
A la derivada de f(z) = ?(1 + /) la podemos calcular de esta manera:
.’133 ! $3 l
fl@) = <3> -(1+\/:E)+<3)-(1+\/:E) =
1, 50 z3 1
5 (&) (+\/a?)+(3> <+2\/E>
1 1 z3
— 23.2(1 z 2 2
3x(+\/a?)+32ﬁ x+a:\/5+6ﬁ

La derivada de la funcion cociente

Si f(z) y g(x) son dos funciones que tienen derivada, y ademas g(z) # 0, entonces

f(z)

la derivada del cociente m se calcula segun la siguiente regla:
(f(f@)' _ (=) g(x) = fz) - (=)
9(x) g(x)?

Encontremos la derivada de f(z) = . Tendremos:

1+



1.

LA DERIVADA 47
, B (x4)/ (1+z)— (3:4) (1+ x)'
fiz) = 1527 =
423 (14 ) — (a*) -1
(1+2)° N
B 423 + 42t — 2t _ 423 + 324
B (1+2) (1+a)?
e NG (G (0N
Deriven
1) f(z) = 2% — 10z + 100 6) g(x) = 2% — 50z + 1
Dv(r) = %771"3 7 s(t) =t +6t7 + 2t
1
3) f(z) = (22)° 8) gl) =a®+ —
4)h(x)=ii 9)G(s) = (s> +s+1) (s> +2)
1-— u2 x5
5)f(U):m 10)f(x):x3_2

Encuentren la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado:

x
1 = —
Vy=—"%3

X
2 = —G
)Y el

(3,0.3) 4y =

62 Dy=c+o5 24

1—5-7; (_171/2)

(Qué tangentes alacurvay = (z — 1) / (z + 1) son paralelas a la recta  — 2y =

1?

Se conocen los siguientes valores:

f) [ F') | 965

g'(5)

1 6 -3

2

Determinen cuanto valen:

a) (fg)' (5) b)(f/9) (5)

©) (9/f) (5)
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mmeesssmms 2.5 La regla de l1a cadena

= Composicion de funciones

gof
/—g\\
x — f(x) — g(f(x)

Representacion esquematica
de la funcién compuesta g o f

La composicion de funciones es una operacion importante, que aparece en forma na-
tural en una gran variedad de situaciones.

EJEMPLO

Sea f(xz) = vz2+ 1. Supongamos que queremos calcular f(2); en papel o en
calculadora deberemos proceder por pasos (esto parece una pavada y, efectivamente,
lo es. Pero es una pavada importante):

1. Calculamos 22 = 4
2. Sumamosuno: 4+1=25

3. Tomamos la raiz cuadrada: v/5

Podemos interpretar el ejemplo anterior de la siguiente manera: la funcién f(z) =
v x2 + 1 resulta de la aplicacion sucesiva de las funciones:

elevar al cuadrado sumar | tomar raiz cuadrada
x = 22 22 41 = Va2 +1

Llamemos:

e g ala funcion "elevar al cuadrado". Entonces g(x) = x2

e hala funcidn "sumar uno". Entonces h(z) = 2 + 1

e k ala funcion "tomar raiz cuadrada”. Entonces k(z) = /&

. elevar %adrado xQ SIM 1 $2 +1 tomar rﬁladrada \/m
h k
z = g(x) = h(g(x)) = k(h(g(z)))

La operacion de aplicar sucesivamente dos o mas funciones en un orden determinado
da origen a una nueva funcion llamada composicion de las funciones intervinientes.
Mas precisamente, daremos la siguiente definicion:

| Definicion |

Dadas dos funciones numéricas f y ¢ llamaremos compeosicion de f con g (o bien
funciéon compuesta por f y g ) a la funcidn obtenida por la aplicacion sucesiva de f y
g, en ese orden. A la funcion compuesta la denotaremos g o f. O sea:

(go f)(x) = g(f(x))
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(Cual es el dominio de la funcion compuesta g o f ? Observando lo anterior, vemos
que son necesarias dos condiciones para poder calcular g(f(z)) :

e 1 debe pertenecer al dominio de f

e f(x) debe pertenecer al dominio de g

EJEMPLO

1.

Sean f(z) = 2+ 1y g(x) = v/z. Encuentre g o f y determine su dominio.

De acuerdo con la definicion es:
(gof)(x) =g(f(z) =glz+1)=vVa+1
Para determinar el dominio, observemos que f(z) = = + 1 estd definida para

cualquier valor de x. Por lo tanto, para que g(f(x)) pueda calcularse debe ser
4+ 1 > 0. Es decir, el dominio de g o f es la semirrecta [—1, +00) .

2. Sean f y g como en el ejemplo anterior. Veamos qué pasa con la funcién que
consiste en aplicar primero ¢ y luego f; esto es, encontremos la funcién fogy
determinemos su dominio.

De acuerdo con la definicion:
(fog)(x) = flg(x)) = f(Vz) =Vz+1
Su dominio es la semirrecta [0, +00).
Vemos que la composicion, en tanto que operacion entre funciones, no es con-
mutativa; es decir que, en general, go f # fog,
EJERCICIOS

1. Determinen las funciones compuestas g o f y f o g y encuentren sus dominios;
escriban a éstos ultimos con la notacion de intervalos.

a. flx)=z+1 g(z) =+va -1
1

b. f(z)= - glx)=2x—1
X

L 2

1 1

d. f(z)=— T) =

fa)= gl =y
2. Identifiquen funciones f y g de manera que la funciéon dada en cada caso sea

iguala f og.
a. Vot +1

b. 4(z+1)?>+3

2 +1

3. Dadas f(z) =1+ 2y g(z) = 222 hallen:



50

CAPiTULO 2

DERIVADAS

a. f(g(0))y g(f(0))
b. f(g(=1)) y g(f(=1))
c. flg(®)yg(f(t)

4. En un estanque en calma se deja caer una piedra. Al hacerlo, se producen ondas

en forma de circulos concéntricos. El radio en metros de la onda externa viene
dado por r(t) = 0.3t, donde ¢ es el tiempo en segundos transcurrido desde que
la piedra toca el agua. El 4rea del mismo circulo viene dada por A(r) = 7r2.

Determinen e interpreten la funcion (A o r)(t).

1
Sean f(z) = 2z +5; g(z) = 2 +1; h(z) = —. Para cada una de las
X
funciones definidas en la columna de la izquierda, encuentren una funcion igual
en la columna de la derecha.

1] f+g—nh alz— 2r+5)(2?+1)+2/x
2 fg+2h b r—1/(x? +1)

3 foh c z— (2+5)7+1

4 hog d xﬂm

5 gofoh e r— @2+ 1) +1

6 hofogyg f| z— (2e+5)/(10x +27)
7 | hohofof g x—>m2—|—2x+6—%

8 | hofohof h x — 4x +15

9 | ho(f+9) i z— 1/(222+7)

10 go(g.9) j a:%%+5

= Derivada de una funcion compuesta

Hemos visto como construir la composicion de dos funciones dadas: la idea fue apli-
carlas en forma sucesiva. Ahora veremos como calcular la razon de cambio ins-
tantanea (esto es: la derivada) de una composicion de funciones en términos de las
derivadas de las funciones compuestas. La regla que se aplica se denomina “regla
de la cadena” y es extremadamente util. La regla de la cadena afirma, para decirlo
rapidamente, que la razon a la que cambia la composicion g o f en un valor x es el
producto de la razon a la que cambia f en x por la razén a la que cambia g en f(z) :

(go f)(x) =g (f(z)).f'(z)

ETEM P O s

Calcule la derivada de h(z) = (222 + 2)'°°.

Podemos ver a h(z) como la composicion de las funciones f(z) = 222 +xy g(z) =
2199 La regla de la cadena afirma:

W) =(go f)(z) =g'(f(2).f'(z)
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tenemos:
4r+1

' 2 99
g (f(z)) = 100(2z° + x)

&E

—
8

N
|

por lo tanto:
[(222 + 2)'%°)" = 100(22% + 2)* (42 + 1)

En la practica, la mayoria de nosotros aplica la regla de la cadena en la siguiente
forma:

1. Se identifican las funciones intervinientes desde el exterior al interior de la ex-
presion. En nuestro caso:
funcion exterior
—_——
( 202 4 )10
——
funcion interior
2. Se deriva la funcion exterior, tratando al argumento como si fuera una variable

independiente:
100(222 + )%

3. Se multiplica lo anterior por la derivada de la funcion interior:
100(222 + 2)% (42 + 1)
iy ésa es la derivada de la funcién compuesta!

e D S ) (G (O]

1. Encuentren la derivada de las siguientes funciones directamente y luego usando
la regla de la cadena:

1

@) (22 +3)° b

2. Escriban a la funcion composicion en la forma g(f(z)) (identifiquen la funcion
interior u = f(z) y la exterior y = g(u)). Luego encuentren la derivada de la
funcién compuesta:

1

_ (2 5 _
a)y—(a: —|—4a:—|—6) d)y_(x2—2x—5)4
b)y = (x3+4x)7 e)y=v1+a3
3/2
c)y:<x—;> f)y:(:cz—x—i-l)f?’

3. Usen la regla de la cadena para calcular la derivada de las siguientes funciones:
5
a) f(z) = (2* — 22? — 5:0)2 ) f(z) = [(2:1: +1)° - 5:5}

1
2+ 1

b) f(z) = vall? + a3 d) f(z) =



52

CAPITULO 2

DERIVADAS

4. Se dauna tabla de valores para f, g, f'y ¢’ :

x| f(2) | g(x) | ['(x) | ¢'(=)
13 2 |4 6
2 [ 1 RE 7
37 2 7 9

a. Sih(z) = f(g(x)), hallen A'(1).

b. Si H(z) = g(f(x)), hallen H'(1).
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Capitulo 3

Continuidad

Este capitulo esta dedicado a la nocion de continuidad y al teorema del valor interme-
dio y sus consecuencias. Para ello se introduce la nocion de limite y se presta atencion
al comportamiento de la funcién cerca de un punto. El objetivo de este capitulo es de
alguna manera mas “tedrico” que el de los capitulos anteriores.

meeeessssss 3.1 Limites

La operacion de paso al limite -cuya necesidad comprobamos al definir la derivada de
una funcion- es basica y fundamental para los temas que tratamos en este curso.

= El "valor esperado"

e NI NAYA 1))

Un dispositivo registra los valores de la frecuencia cardiaca de un paciente internado,
generando una grafica. Debido a una falla en el dispositivo de impresion en la grafica
no aparece el valor correspondiente a las 14 horas. La figura siguiente es el grafico
obtenido:

130
120
110
100
90
80
70
60 ‘ . ‘ . : . -
13:40 1345 13:50 13:55  14:00 14:05 14:10

Considerando la situacion descripta, respondan a las siguientes preguntas:
1. ;Qué valor esperan que haya tenido la frecuencia cardiaca a las 14:00?
2. Para responder a la pregunta anterior, ;/qué intervalo o intervalos tuvieron en

cuenta? Por ejemplo ;importan los valores de la frecuencia cardiaca antes de las
13:50?
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3. Si el grafico suministrado hubiera sido el siguiente ;cual seria el valor esperado
para la f.c. a las 14:00?

120
110
100

60
13:55  14:00

4. Supongamos ahora que la grafica es la siguiente ;cudl seria el valor esperado para
la f.c. a las 14:00?

130
120 .
110
100
90
80

70

60 \ \ w w w w -
13:40 13:45 13:50 13:55 14:00 14:05 14:10

En la actividad anterior tratamos con una funcién cuyo valor en un instante determi-
nado (a las 14:00 horas) nos era desconocido. Sin embargo, teniendo en cuenta el
comportamiento de la funcion en las cercanias de ese instante —esto es: en un pequefio
intervalo antes y después de las 14:00 horas- encontramos un “valor esperado” para la
funcion.

Ese “valor esperado” no cambia aun en el caso considerado en el punto 4, en el que el
valor de la funcion a las 14:00 es conocido. El hecho de que esos valores (el esperado
y el real) fueran diferentes sefiala una anomalia que, en el contexto de la situacion
planteada, deberia ser explicada.

Parece bastante claro que en cualquiera de los otros instantes incluidos en el dominio
el valor esperado coincide con el valor de la funcion.

No siempre es posible asignar a una funcioén un “valor esperado” en un punto. Veamos:
s ACTIVIDAD

Para seguir con el tema de la frecuencia cardiaca, consideremos la siguiente situacion:
un individuo sufre un paro cardiaco mientras esta internado en un hospital. Rapi-
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damente es sometido a un proceso de reanimacion el cual tiene éxito después de 30
segundos, restableciendo su frecuencia cardiaca a un valor de 80.

1. Discutan la validez de la siguiente grafica, que representa la frecuencia cardiaca
en funcion del tiempo (¢ es el tiempo medido en segundos, y t = 0 es el instante
en el cual comienza el procedimiento de reanimacion).

120

80 _—

40

5 10 15 20 25 30 35

2. (Cual dirian Uds. que es el valor esperado de la frecuencia cardiaca en ¢ = 307
(Es posible dar una respuesta que sea coherente al mismo tiempo con lo sucedido
antes de ese instante y con lo sucedido después?

y

0 Graficamente es relativamente sencillo determinar si una funcion tiene un valor espe-
rado L en un punto determinado. Digamos que la funcion es f (qué nombre original)
y el punto en cuestion es xy. Hay dos casos:
La grafica pasa por el punto sin cortarse. El 1. La grafica pasa por el punto sin cortarse. En este caso el valor esperado L coin-

valor esperado coincide con el valor de la
funcion: xo es un punto de continuidad.

Y

Xo

La gréfica tiene un "hueco" en el valor
correspondiente a o ; pero ese hueco
puede rellenarse con el punto (zo, L).

cide con el valor real de la funcién (se dice que, en este caso, xy es un punto de
continuidad de f).

2. La gréfica tiene una interrupcion (un “agujero”) en xg, pero esa interrupcion
puede “arreglarse” rellenando el agujero con un punto. La primera coordenada
de ese punto es obviamente x(; la segunda coordenada es justamente el valor
esperado. En este caso la interrupcion puede obedecer a que la funcion no esté
definida en el punto (por ejemplo: en z = 0) o bien a que el valor real de la

0 siz#0

1 siz=0 )

=
r24x

funcion sea distinto del valor esperado (por ejemplo §(z) = {

En resumen, desde el punto de vista grafico, una funcion tendra un valor esperado en
un punto dado si su grafica no se interrumpe en ese punto o bien la grafica tiene una
interrupcion que se puede arreglar agregando un punto.

s EJER CICIOS

Utilizando Maple grafiquen las siguientes funciones en un intervalo alrededor del
punto que se indica. A partir de la grafica decidan si f tiene un valor esperado en
dicho punto, y en caso afirmativo digan cuadl es ese valor. También analicen si co-
rresponde al caso 1 o 2 de los descriptos arriba. OJO: en las graficas generadas por
Maple no es posible ver un agujero...jdel tamafio de un punto!

1. f(x):x2—|—3 .’E():2

2. f(z)=3x++x zo=0
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3. flx) = . 290=0

4. f(z) = ;2__11 w0 =1

5. flz) = \;}__11 xg =1

6. f(x)= % z9=0

7. f(z) = { (1) :i ; 7: 8 o =0  (Recordar que para definir a f en

Maple hay que utilizar el comando "piecewise")

x021

= Valor esperado y limite de una funcion

e .\ B A 1D).ND]

Consideremos la funcion del inciso 4 del Ejercicio anterior. Se ha visto graficamente
que esa funcion tiene el valor esperado 1/2 en zp = 1.

1. Construyan una lista de diez nimeros, comenzando en el 0, que sea creciente y
cuyos términos sean cada vez mas proximos a 1 (pero distintos de 1).

2. Formen una nueva lista, ahora construida con los valores de f en los niumeros de
la lista anterior.

3. La primera lista se aproximaba a 1 ja qué valor se aproxima la segunda?

4. Hagan lo mismo para una lista que comience en 2 y se aproxime a 1 en forma
descendente.

5. Hagan lo mismo, pero con una lista que se aproxime a 1 pero que alterne valores
mayores y menores que 1.

La conclusion de la actividad anterior es general y se puede expresar de la siguiente
manera: Si una funcion tiene un valor esperado L en un punto x( entonces cada vez
que nos aproximemos a z, por una serie de valores (sin importar la forma en que lo
hagamos), los valores de la funcidn en los nimeros de esa serie se aproximaran a L.

Esto justifica la siguiente denominacion: si f tiene un valor esperado L en zy diremos



CALCULO DE LIMITES 57

que L es el limite de f(z) cuando z tiende a z, y lo denotaremos:

lim f(z)=1L
r—To
Por ejemplo, de la actividad anterior tenemos:
.oz —1 1
lim =

172 — 1 2

e D S N (G (O]

Usen lanotacion lim f(x) = L para expresar los resultados encontrados para las fun-
T—IQ

ciones y los puntos del ejercicio de la pagina 55. En los casos en los que hayan encon-
trado que no existe un valor esperado, exprésenlo de la siguiente manera: " lim f(z)
Tr—xq

no existe".

s 3.2 Calculo de limites

Asi como no es practicable el calculo de derivadas utilizando la definicion (salvo en
algunos casos sencillos) tampoco resulta practico (ni correcto en algunos casos) cal-
cular limites por medios graficos o por medio de una tabla de valores. De manera
que estableceremos algunas reglas o propiedades de los limites que nos facilitaran la
tarea. Hay que prestar particular atencidn a las condiciones requeridas para la apli-
cacion de las reglas; ignorarlas puede conducirnos a meter la pata, algunas veces hasta
la cintura.

Dos reglas obvias

1. Si f es una funcioén constante, digamos f(x) = k, entonces para cualquier xo se
tendra:
lim f(z) =k
T—x
2. Si f esla funcién identidad f(x) = z, entonces para cualquier x( se tendra:
lim f(z) = xo

T—T

Limites y operaciones algebraicas

En lo que sigue consideraremos dos funciones f y g y supondremos que en un punto
x(o ambas tienen limite. Digamos

lim f(x)=L y limg(z)=M

T—xT( T—x
Se tienen las siguientes reglas que vinculan al limite con las operaciones algebraicas
(suma, producto, cociente y potencia):

1. Lasuma f(x)+ g(x) tiene limite cuando x — x¢ y se tiene:
lim f(z)+g(z) =L+ M
T—x0
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2. El producto f(z) - g(x) tiene limite cuando x — 1z y se tiene:
lim f(z)-g(z)=L-M
T—xg

3. Si M # 0, entonces el cociente féx)) tiene limite cuando x — g y se tiene:
g\x
fx) L

vorog(e) M

4. El limite de una funcién potencia: para cualquier valor racional g la funcion
. po. ;. .
potencia f(z) = x < tiene limite y se tiene:
P
. p o
lim z7 =z
T—x0

Si el denominador ¢ es un numero par, el limite anterior solamente tiene sentido
para valores positivos de xg.

ETEM P L O s

(Cudles propiedades usamos en el calculo Calculemos, usando las propiedades el siguiente limite:
del limite del ejemplo? liml+43z+2®> = liml+ lim3z + lima?
r—2 r—2 x—2 r—2
2
= lim1+ lim3.limz + (hmx)
r—2 r—2 T—2 r—2

= 1+32+22=11

Regla que permite simplificar expresiones

Supongamos que f y g son dos funciones que valen igual en un intervalo alrededor de
To, salvo tal vez en o mismo. Es decir:
f(z) = g(z) paratodo z € I, x # xo
Entonces:
lim f(z) = lim g(z)
T—xg r—xQ
Esto ultimo debe interpretarse de la siguiente manera: si uno de los limites no existe,
el otro tampoco; y si uno de los limites existe, el otro también y es igual al primero.
Veamos un ejemplo en el cual es util esta regla.

EJEM P LLO s

Volvamos nuevamente al limite L
T —

lim
e—172 — 1
En este caso no es posible usar la regla 3. referida al cociente (;por qué?). Pero si
notamos que el denominador puede factorearse, tendremos:
z—1 r—1

22-1 (z—D(@+1)
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y para x # 1 se tendra:
z—1 1

(z—1D(x+1) z+1
Resumiendo, vale lo siguiente:

-1 1
% i siempre que x # 1
En vista de la regla anterior podemos simplificar y se tendra la siguiente igualdad:
— 1
lim =1

Ahora, para el limite de la derecha puede aplicarse la regla del cociente:
1 lim 1 lim1 1 1

r—1 x—1

lim = — T - = =5
z—lx + 1 hml(er 1) hmler hmll 1+1 2

Ademas de la regla para el limite del cociente de dos funciones ;qué otras reglas se
usaron en el célculo anterior?

e e R RING (G (0N

Encuentren el valor de los siguientes limites, indicando en cada caso qué reglas se

usaron.
1. hn%(—x? +3z+3)

23
2. lim— —2z+ (z—1)

z—0 @

o —1
T

2

4. lim——

z—0x3 + b

o V1l4+z—1
5. hn})i

xr— €T

6. lim (22 —1)°

r——1

T+ 2
zirg24 — z2

= Continuidad. Limites que se obtienen por evaluacion

| Definicion |

Sea f una funcién que estd definida en un intervalo alrededor de un ntimero xy. Si
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la funcion tiene limite para © — x¢ y el valor del limite coincide con el valor de la
funcién, diremos que f es continua en x.

Con la notacion de limites, f es continua en x si y solo si:

zz:h;l}'ll:g f(l) - f(l'())

Dicho de otra manera, f es continua en zq si y so6lo si el limite de f cuando x — xg
es igual a la evaluacion de la funcion en xq.

La aplicacion reiterada de las reglas referidas a las operaciones algebraicas permiten
describir una amplia clase de funciones continuas, para las cuales el limite se puede
obtener simplemente evaluando. Veamos un par de casos:

1.

El limite de una funciéon polinomial. Una funciéon polinomial es una suma
de monomios (es decir de términos de la forma a;z*). Para cada uno de esos
monomios es claro que:

lim apz® = apzk

T—x0
por aplicacion de las reglas del producto, de la constante y la potencia (hacerlo
en detalle). Combinando esto con la regla de la suma, obtendremos que para
cualquier polinomio p(z) se tiene:

Jim p(z) = p(zo)

y por lo tanto podemos concluir que un polinomio es una funcién continua en
todo su dominio.

El limite de una funcién racional. Una funcién racional es una funcién que
puede expresarse como un cociente de dos polinomios. Supongamos que f(z) =

p(x)

—— es una tal funcioén, y que z( es un punto de su dominio (y por lo tanto
x

q(zo) # 0). Por ser p(z) y q(z) polinomios, tendremos:
lim p(x) = p(xo)
T—XT

y
Jim g(x) = q(a0) #0
Por lo tanto para f(x) = pémi es aplicable la regla del cociente al calcular el
qlx
limite cuando z — xg :
lim p(z)
. o p(x)  a—wo p(zo)
lim f(z)= lim = — = = f(x
oo f( ) 0 q(x) xlina}oq(x) q(mo) f( 0)

Lo cual nos permite concluir que una funcién racional es continua en todo su
dominio.

De la misma forma puede verse que para cualquier funcion algebraica (esto es:
construida a partir de sucesivas combinaciones de operaciones algebraicas a par-
tir de la variable) vale lo mismo:

lim f(z) = f(xo) para todo z( en el dominio de f
T—xQ

y por lo tanto una funcién algebraica es continua en todo su dominio.
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e D D N (G (O]

Determinen los siguientes limites, justificando sus afirmaciones.

linj7(2m +5)

—_

2. lim 5(¢t+2) — ¢
t—8

2 _
3. lim 23
z——1 x —1
4. limﬂ
t——2 t

5. lim(z—4)3

r—3

. Yy—=>5
lim
y—5 y2 —25

7. lim (32 — 27)3
li !

m ———-—=
x—>4\/> — \/i

t24+t—2
m--————-
t—1 tz—]_

3,2
10. lim uwoutu
u—0 u

= Criterio para limites indeterminados

Lamentablemente, la mayor parte de los limites interesantes no pueden calcularse por
simple evaluacion. El caso tipico de un limite que no puede calcularse evaluando es el
de un cociente en el que el denominador tiende 0 (como es el caso de los cocientes in-
crementales). Hemos visto que en algunos casos puede manipularse algebraicamente
la expresion y finalmente eludir la indeterminacion. Sin embargo, no siempre este
camino es recomendable. El criterio siguiente nos indica cuando no es conducente
intentar una simplificacion.

I Teorema |
f(@)

Supongamos que tenemos un cociente —) donde el denominador tiende a 0 cuando
g(z
xr — xo . Entonces, si el numerador no tiende a 0 cuando x — x( el limite del

cociente no existe.

Demostracion:
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Si el limite del cociente existiera, podriamos escribir -por la regla del limite de un
producto- lo siguiente:

. . fl@) o - flz) :
lim f(z) = lim g(z).—— =limg(z) lim ——= = 0. lim
A, f(@) = Jip ol@). gy = ime@ lin @ = " @)
lo cual contradice nuestra hipotesis.

f(z)

=0

El criterio, en una forma practica nos dice lo siguiente: si en un cociente de dos
funciones el denominador tiende a 0, debo mirar el numerador. Si el numerador no
tiende a 0, entonces el limite no existe. Si el numerador tiende a 0 entonces es posible
intentar una simplificacion de la expresion que resuelva la indeterminacion.

ETEM P O s

—1

~ =~

1 .
1. lim —— no existe
h—0 h

—0

_>5
5
lim ——— no existe
h—0h* + h
N——

0

3. Estudiemos la existencia del limite: }Llrrlo 75 onz En principio, no podemos
afirmar nada, puesto que el numerador y denominador tienden a 0. Pero si ope-

ramos en el denominador:
h h 1

WP _2n?  h(h2—2h) h2—2hn P
En base al criterio enunciado esta tltima expresion no tiene limite cuando h — 0,
y por lo tanto el limite original tampoco existe.

ara h #£ 0

e A S N (G (O]

En cada caso, determinen si el limite indicado existe o no. En caso de existir encuen-
tren su valor. Justifiquen sus afirmaciones.
2 +z—6

1. lim
r——3 LL‘+3
3 _
2.l v rz—6
a—-3 (x+3)2
dx — 22
3. U
42—z
9,2
4 lim T2
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z—1
5. lim——+—
:cl—>mlx‘572:p2+z

6. Interpreten graficando con Maple.

memsssssss 3.3 Continuidad y derivabilidad

Como aplicacion del criterio para limites indeterminados veamos qué sucede en un
cociente incremental. En primer lugar, observemos que si en el cociente incremental

f(zo+h) = f(xo)

h
llamamos x = xg + h, el mismo queda:
f(z) — f(z0)
Tr — X
Es claro también que cuando h — 0 se tiene que * — x(. Entonces podemos afirmar

que:
lim flzo+h) — flzo) _ lim f(@) — f(zo)
h—0 h T—T0 T — X9
Si el limite anterior existe, entonces el valor de ese limite es la derivada de f(x) en

xo. En ese caso diremos que f(z) es derivable en z.

Supongamos ahora que la funcion f es derivable en z( y por lo tanto:

f/(xo) — lim f(l’) B f(.’]?o)

T—x0 X — TQ

Es claro que el denominador en la expresion anterior tiende a 0 cuando z — . Por
lo tanto, si f(z) es derivable entonces el limite del numerador también debe ser 0, de
acuerdo al criterio anterior. Esto es:

lim f(z) — f(zo) =0
T—xTg
Siendo f(z() una constante, lo anterior puede expresarse:
lim f(x) = f(zo)
TrT—TQ
esto ultimo expresa justamente (ver pagina 60) que la funcion f(x) es continua en zg.
Toda la discusion anterior puede resumirse, por lo tanto, en el siguiente Teorema:

| Teorema |

Toda funcion que es derivable en un punto es necesariamente continua en dicho punto.

Graficamente lo anterior es bastante entendible: si por un punto de la grafica de una
funcioén es posible trazar una tangente, entonces necesariamente la grafica no esta
cortada en ese punto.

No debemos asumir que la conclusion también funciona al revés. Ojo: no toda funcion
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continua en un punto es derivable en dicho punto.

Por ahora, solamente haremos un reconocimiento grafico. Mas adelante volveremos
sobre estos temas.

= Limites laterales

Volvamos por un momento a la situacion de la pagina 54. Alli discutimos si existe o
no un valor esperado (o limite) para ¢ — 30 en la funcion cuya grafica era la siguiente:

120

80 _—

40

5 10 15 20 25 30 35

En esa ocasion establecimos que no hay un valor esperado que resulte coherente con
el comportamiento de la funcién antes y después de ¢ = 30. Sin embargo, si consi-
deramos solamente los valores de ¢ anteriores a 30 el valor esperado es obviamente 0;
y si consideramos solamente los valores poteriores a 30 ese valor esperado es 60.

Esta situacion la expresamos diciendo que:

e El limite de la frecuencia cardiaca cuando ¢ tiende a 30 por la izquierda es 0, y
lo denotamos:

lim f(t)=0
t—30—
o bien:

lim f(t)=0
t— 30
t <30

e El limite de la frecuencia cardiaca cuando ¢ tiende a 30 por la derecha es 60, y lo
denotamos:
li t) =60
‘ Jim £(2)
o bien:
lim  f(t) =60
t — 30
t > 30
Se tiene la propiedad siguiente:

| Teorema |

El limite lim f(x) existe siy s6lo si ambos limites laterales lim+ f(z)y lim f(x)
T—x0

Tz Ty

existen y son iguales.

Los limites laterales son particularmente ttiles cuando se trata de estudiar el compor-
tamiento de una funcion definida a trozos en los "puntos de pegado". En esos casos es
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Cuando z se aproxima a —1 por la derecha
los valores de f se aproximan a 2.

Cuando z se aproxima a —1 por la
izquierda los valores de f se aproximan a 0
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conveniente escribir

lim f(z) = lim f(x)

T TTo

z>x(Q
lim f(z) = lim f(x)
- v

Veamos un ejemplo:

ETEM P L O s

Estudie la existencia del limite lim1 f(z), donde:
r——

. r+1 parax < -1
f(x)_{ 22 +1 paraz > —1

Vemos que x = —1 es justamente el "punto de pegado". Tenemos:
lim f(z) = lim f(z)= lim 2> +1=(-1)2+1=2
r——1*1 r——1 r——1
z>—1 z>—1
lim f(z) = limlf(:r): limlstrl:flJrl:O
r——1- T—— T——
r<—1 r<—1

Concluimos que el limite no existe, puesto que los limites laterales son diferentes. Las
figuras al margen son una interpretacion grafica de la situacion anterior.

e D D N (G (O]
1. Observando las siguientes graficas, discutan para z = 0 los siguientes aspectos:

a. La existencia de los limites laterales.
b. La existencia del limite.

c. La continuidad.

" "

o~

2. Discutan, por medio de los limites laterales, la existencia de los siguientes limites:
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a. lim |z|

x—0
b. limm

x—0 o

3. Propongan definiciones para los siguientes conceptos:
a. Una funcion f(x) se dice continua por la derecha en un punto z, cuando
esta definidaen ........occoeeveeiernnnns y ademas.........ccceeevenenn.

b. Una funcion f(z) se dice continua por la izquierda en un punto x cuando
esta definidaen ......c.occoeevevernennns y ademas........cccceeeveeneen.

e 3.4 Continuidad

= Clasificacion de discontinuidades

Desde un punto de vista visual e intuitivo, una funcidn f(x) es continua en un nimero
xo si la grafica de f no se corta al pasar por zg.

Recordemos de la seccion anterior, que una funcién f(z) se dice continua en un
nimero x( si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(x) estd definida para z = z

2. Existeel limite lim f(x)

T—x0

f es continua en xg

3. Elvalor del limite es igual al valor de la funcion, es decir: lim f(z) = f(zo).

T—x0

Si para una funcion f y un valor cualquiera x( alguna de las condiciones anteriores
no se cumple, diremos que f es discontinua en x.

ETEM P L O s

Si se trata de una funcidn algebraica (por ejemplo: polinomios, funciones racionales,
potencias y sus combinaciones) el dominio y los puntos de continuidad son el mismo

f no es continua en zo conjunto. Ilustremos con dos casos concretos:
1. f(xz) = —323 + x es una funcién continua en toda la recta real.
discontimiidad discontinuidad x—1 . . . .
} | 2. f(x) = 37 esuna funcién continua en todo el dominio de f(z), es decir
- | o en el conjunto R— {1, —1} o bien -en la notacién de intervalos- es el conjunto

(=00, —1) U (—1,1) U (1, 400) . Esta informacion la podemos dar también en
forma grafica (ver al margen).

Los puntos de continuidad de

T —

1

@) =5

-1



discontinuidad

\ v
—o o : :
-2 -1 0 1

Los puntos de continuidad de f(x)

3

2 1

4 +

La grafica de f(x)

CONTINUIDAD 67

Si se trata de una funcidn definida a trozos, cada intervalo de definicion se considera
por separado y luego se debe estudiar la continuidad en los puntos de pegado (por
medio de los limites laterales). Veamos un ejemplo

ETEM P L O s

Consideremos la funcion:
1

irx<—1
TS
x)= x si—1<z<1
22 sil<uzx

El dominio de f(x) es R—{—2} = (—o00,—2) U (=2, +00). Por lo tanto —2 es un
punto de discontinuidad. La funcioén es continua en (—oo, —2) U (=2, —1) puesto

que alli coincide con 5" Un argumento igual vale en los intervalos (—1,1) y
T
en (1,400). Pero qué sucede en = —1lyena = 1? ;Son o no puntos de

discontinuidad? Veamos qué pasaenx = —1:

Este es un punto del dominio de f(z) por lo tanto quedan por comprobar dos cosas
para decidir la cuestion de la continuidad: la primera ;existe el limite?, y en caso
afirmativo ;el limite coincide con el valor de la funcién en x = —1?

Como f(x) estd definida a partir de expresiones diferentes a la derecha y a la izquierda

de z = —1, es natural el uso de limites laterales. Presten atencion a lo siguiente:
Jm @ o= f) = =1
z>—1 r>—1
lm f(z) = lim f(z)= I S
im f(z) = lim f(z)= lim = =
r——1— rx——1 .'I:—>—1],‘+2 71+2

z<—1 r<—1
Vemos entonces que el limite de la funcion cuando z tiende a —1 no existe, puesto
que los limites laterales -aunque existen ambos- son diferentes. En consecuencia f(z)
es discontinua en z = —1.

Para x = 1 tenemos:

, . a2 12

D f() = Jim () = lma® = 17 = 1
z>1 z>1

lim f(z) = limf(z)=limz=1

e—1- a2t o2t

ambos limites existen y son iguales. Por lo tanto limlf(a:) = 1. Ademas f(1) =12 =

1 segun la definicion de f . Concluimos que z = 1 es un punto de continuidad de

f(@).

El conjunto de puntos de continuidad de f puede escribirse con intervalos de la si-
guiente manera: (—oo, —2)U(—2, —1)U(—1, 4+00) . Describimos nuestros resultados
en un esquema grafico (ver al margen).

La grafica de f(z) puede confirmar nuestro estudio (ver al margen).

Observemos que, en este ejemplo, el conjunto de puntos de continuidad es mas chico
que el dominio de la funcién.
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= Discontinuidades evitables e inevitables

Supongamos que una funcién f(x) tiene una dicontinuidad en 2 = x¢:

e Siellimite lim f(x) existe, diremos que f(x) tiene una discontinuidad evitable
enzx = x o

e Siel limite lim f(x) no existe, diremos que f(x) tiene una discontinuidad in-

T—T0
evitable en x = x

—eesssssssssssssssssssssssssssssseessesessssssssss | JERCICIOS
Discontinuidad evitable . .
Para cada una de las funciones siguientes

1. Determinen el dominio.

2. Encuentren el conjunto de puntos de continuidad y sefialen las discontinuidades.

3. Determinen si las discontinuidades son evitables o inevitables.

4. Resuman lo anterior en un esquema sobre una recta.

5. Interpreten graficamente usando Maple y copien los graficos en sus cuadernos o

Discontinuidad evitable carpetas.
a. f(x) = |z
|z|
b. ==
fla) =2
|z|
c. fl@)= 2
L= <t
six
d. f(l‘):{xQx ]
Discontinuidad inevitable 2z stz > 1
r six <0
e f(x){ 2 siz>0
r siz<O0
£ f(x){ 2 siz>0

1
g. f(ff):x2+;

22—z —2

Discontinuidad inevitable h. x) =
f(@) 2+

= Comportamiento en una discontinuidad inevitable.

Saltos

Diremos que una funcion f(x) tiene un salto en xg si los limites laterales de f(z) para
x tendiendo a x por la derecha y por la izquierda existen y son distintos.
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EJERCICIOS

Sefialen para las funciones del ejercicio anterior los puntos en los que hay un salto.

Asintotas

El siguiente tipo de discontinuidad inevitable que discutiremos es cuando los valores
de la funcidn se hacen grandes y positivos o grandes y negativos cuando nos aproxi-
mamos al punto de discontinuidad. Veamos un ejemplo:

ETEM P L O s

Consideremos una funcion sencilla: f(z) = 1 Es claro que tiene una discontinuidad
en z = 0, puesto que 0 no estd en el dominio. La discontinuidad es inevitable porque
el limite cuando x tiende a 0 no existe (la razon -que ya hemos dado cantidad de veces-
es que el denominador tiende a 0 mientras que el numerador no lo hace).

. . ~ iy 1 o ,
Ahora bien, si z es pequefio y positivo, f(z) = — es grande y positivo. Es mas,
x
1 .. .
f(xz) = — puede hacerse tan grande y positivo como queramos, haciendo a x su-
x

. o . . L, 1
ficientemente pequefio y positivo. Por ejemplo, si quisiéramos que f(z) = — sea
X

mayor que 10%°° bastaria tomar valores de 2 menores que 10~2%,

Indicamos este hecho de la siguiente manera:

Lo anterior no dice que f tenga limite (en el sentido que hemos dado hasta ahora)
cuando x tiende a 0 por la derecha, sino que es una descripcion del comportamiento
de f(z) cuando x se aproxima a 0 por la derecha.

Algo similar ocurre cuando x tiende a 0 por la izquierda. Los valores de f () se hacen,
en este caso, cada vez mas grandes y negativos. Describimos este comportamiento

escribiendo:
o1
lim — = —o0
r—0— T

Lo visto en el ejemplo anterior es tipico de las funciones racionales en los puntos
donde tienen una discontinuidad inevitable. En efecto, supongamos que tenemos la
funcién racional:
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y que f(z) tiene una discontinuidad inevitable en = . Puesto que la discon-
tinuidad es inevitable simplificando los factores comunes (z — x() presentes en el nu-
merador y el denominador encontramos una expresion equivalente para f(x), va-lida

para x # xp:

para x # xg

en la cual p;(zo) # 0 mientras que g, (z) = 0.

Cuando nos aproximamos a la discontinuidad por la derecha y la izquierda, obten-
dremos:

1im+f(x) = +oo
I—?fL’O
lim f(z) = =+oo
T—xTy

el signo de los infinitos dependera de los signos de p;(x) y de g1 (x) en los valores de
x que estemos considerando en cada caso (a la derecha y a la izquierda de x = z).

En este caso diremos que la recta vertical z = x( es una asintota vertical de la grafica

de f(x).

El comportamiento asintético de f(z) en la discontinuidad inevitable es la determi-
nacion efectiva de los limites anteriores. El signo del infinito estara determinado por
el signo de p; (x) y el signo de ¢; () a la derecha y a la izquierda de la discontinuidad.

Veamos el procedimiento para estudiar un punto de discontinuidad de una funcion
racional

Simplificamos
los factores

(x'xo)

discontinuidad | | es inevitable.
es evitable Hay asintota
vertical en x=x,

EJEMPLO

Consideremos la funcién racional:
23 — 2?
f (.’17 ) -3 2
3 —22% +x
y supongamos que queremos determinar las asintotas y el comportamiento asintotico

de f(x).
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En primer lugar, estudiamos los puntos de discontinuidad, que coinciden con los ceros
del denominador. Tenemos:
-2 fr=a(@® 20 +1)=a(x—1)2

El dominio de f(z) es entonces el conjunto R— {0, 1}, siendo los puntos de discon-
tinuidad x = 0 y x = 1. Comencemos por x = 0. El numerador se anula también en

x = 0, por lo tanto es posible simplificar algin factor z en la expresion de f(z) :

x(z? — ) 2 -z
= = O
/(@) x(z?2—2x+1) 22-2z+1 paraz #

En esta ultima expresion el denominador no se anula, y por lo tanto la discontinuidad

es evitable. Podemos calcular el valor del limite:
0

fimf(z) =7 =0

Continuamos con z = 1. Comprobamos que el numerador también se anulaen z = 1,
y por lo tanto serd posible simplificar algiin factor (z — 1). Como solamente nos
interesan valores proximos a 1, tenemos:
22—z z(x—1 T
0= F o R Ty M0y
En esta expresion el denominador se anula en = = 1, mientras que el numerador no lo
hace. Tenemos entonces una discontinuidad inevitable y por lo tanto la recta vertical

x = 1 es una asintota vertical.

Para determinar el comportamiento asintotico en z = 1 calculamos los limites para x
tendiendo a 1 por la izquierda y por la derecha:

—1

=
lim f(z) = lim =400
ar:—>1+f( ) z—1+x —1

~——

_ 0+

puesto que para z > 1 tanto el numerador como el denominador son positivos.

Por la izquierda, o sea cuando = < 1, el denominador es negativo y cuando x esta
proximo a 1 el numerador es positivo. Por lo tanto:

—)1

=
lim f(z) = lim = -0
r—1- =12 —

——

— 50—

Ilustramos con un esquema
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81

-10—

$3*$2

La grafica de f(z) = P22+
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asintota

N\

discontinuidad comportamiento
evitable asintético

\f e\
\ A"
0 \ 1

Un grafico hecho con Maple confirma nuestro estudio, notemos que la discontinuidad

discontinuidad

C
\

W/

evitable no se evidencia en el mismo, y que hemos usado la opciéon discont=true
(ver al margen).

e A RIN G (G (0N

1. Determinen las asintotas verticales y el comportamiento asintdtico en las discon-
tinuidades inevitables de las funciones del ejercicio de la pagina 68.

2. Determinen las asintotas verticales de las siguientes funciones:

a f(@) =
b. g(z) = ﬁ
)= g

Aclaraciones importantes respecto de los limites infinitos

Hemos dicho que las expresiones lim f(z) = 4+ooy lim f(z) = —oo son des-
T—To Tr—xTQ
criptivas del comportamiento de f(z) cuando z se aproxima a una discontinuidad
inevitable. No pueden considerarse sin riesgos a los simbolos "+c0" y "—o0" como
nimeros y operar con ellos, ni tampoco aplicar las reglas de los limites sin tomar
precauciones. Veamoslo en algunos ejemplos:
1. Es claro que la suma de dos niumeros grandes y positivos es un nimero grande y

positivo. Por lo tanto la suma de dos funciones que tienden a +o0o también tiende
a +o0o.
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Es claro también que la suma de dos nimeros grandes y negativos es un niimero
grande y negativo. Por lo tanto la suma de dos funciones que tienden a —oo
también tiende a —oo.

Sin embargo si una de las funciones tiende a +oo mientra que la otra tiende a -oo,
nada puede afirmarse en general del comportamiento de la suma. Por ejemplo,
sabemos que: 1 1
lim — =400 y lim — =+o0
z—0t+ T z—0t+ T
pero:

z—0t T 2 z—0+ 22

Una situacion similar se da con el producto de dos funciones cuyos valores se
hacen grandes -positivos o negativos- el producto también se hara grande con un
signo que dependera de los signos de los factores.

Sobre el cociente de dos funciones que tienden a £o0o, nada puede afirmarse
en general. El comportamiento del cociente debe estudiarse en cada caso. Por
ejemplo el comportamiento en cero de un cociente del tipo:

1/z™

1/xm
depende de los valores de n y de m. Piensen tres ejemplos diferentes para esta
situacion.

Las tablas siguientes resumen lo que puede esperarse del comportamiento asin-
totico de la suma y el producto de funciones cuyos comportamientos son conoci-
dos. No son para memorizar sino para usar como referencia. En las tablas estan
contemplados los casos en que las funciones tienen limite (finito) en el punto.

g f+yg
f +oo | -00 L
+oo | too | IND +o0
-o0 | IND | -o0 -00
M | too | o0 | L+ M

g g
f too | oo | L>0|L<0|L=0
+0o0 +oo | -00 +00 -00 IND
-00 -00 | too -00 +o0 IND
M >0 +oo | -0 REGLAS
M<0 | -c0 | too USUALES
M =0 | IND | IND
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Resumen de clasificacion de discontinuidades

La tabla siguiente resume lo dicho respecto a los tipos de dicontinuidades que hemos

clasificado
EXISTE lim £(x) NO EXISTE lim f(x)
f esta f no esta
definida en x, definida en x, f tiene una
y o discontinuidad

inevitable en x,

lim () =/Gx) | lim 6 = fx)

 tiene una Comportamientos cerca de x,
f escontinuaenx, (  discontinuidad Existen los limites laterales:

evitable en x, salto o discontinuidad de

primera especie:
A

A A

v

74>] 4:> _* o
X, Xy °

Alguno de los limites laterales
es too:
asintota vertical

Otros comportamientos:

Por ejemplo, una gran oscilaciéon
de los valores de f cuando nos
acercamos a Xx,. La grafica de

sen(1/x) ilustra esta idea en x=0.
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e A S NG (G (O]

Estudien la continuidad de las siguientes funciones. Clasifiquen las discontinuidades
y estudien el comportamiento asintdtico de las mismas (si corresponde)

x si r < -1
L fz)={ -1 si -1<z<0
—2? si 0<uz
2 s ={ VG 15
R T
4 J@) =7
5. f(@) = 1=
6 f()=
7. 00 = o=
8 hiw) = 1332)2

s 3.5 El teorema del valor intermedio

= Continuidad en un intervalo cerrado

e Una funcion se dice continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada
punto de (a, b)

e Una funcién se dice continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en el
interior (a,b) y ademas:

o lim f(z) = /(o)
o lim f() = f(b)

Ilustremos lo anterior con algunas graficas:
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a ¢ b

El Teorema del valor intermedio

-
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) i 4 no es continua en (a,b)
es continua en [a,b] .
no es continua en [a,b]

e e\

\
\

} es continua en (a,b) 4 | escontinua en (a,b)

no es continua en [a,b] no es continua en [a,b]

Enunciaremos a continuacion un teorema importante referido a funciones continuas
en un intervalo cerrado. La demostracién del mismo estd fuera del alcance de este
curso.

I Teorema |

Sea f una funcidn continua en un intervalo cerrado [a, b] y sea w un ntimero cualquiera
comprendido entre f(a)y f(b). Entonces existe un valor ¢ en el intervalo [a, b] tal que

fle) =w.

El teorema dice que si una funcion continua toma dos valores, entonces alcanza
cualquier otro valor comprendido entre ellos.

Notemos que el teorema garantiza la existencia de al menos un valor ¢ para el cual
f(¢) = w. Pero hay dos cosas que el teorema no dice:
e no dice que éste sea el tnico valor donde la funcién vale w.

e 1o dice nada acerca de como encontrar ese valor.

e NG (G (0N

Usen el teorema del valor intermedio para demostrar las siguientes propiedades:

1. Si f(z) es continua en un intervalo [a,b] y f(a) y f(b) tienen diferente signo,
entonces f(x) se anula en algun valor del intervalo (a, b).

2. Si f(z) es continua en un intervalo J y no se anula en J entonces es siempre
positiva en J o siempre negativa en J (se dice que f(z) conserva su signo en
J). El intervalo J puede ser abierto, cerrado o semiabierto, finito o infinito.

Veamos en un ejemplo una aplicacion muy importante de esta propiedad.
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ETEM P O s

Usemos lo anterior para resolver desigualdades del tipo f(z) < 0 (6 f(z) <0)o
mas generalmente, para estudiar el signo de la funcion f(z), siempre que podamos
identificar los ceros y las discontinuidades de f(x). Por ejemplo, estudiemos el signo

de la funcion racional:
22—z —2

fx) =
Sabemos que f(z) es continua en toda la recta, salvo en x = 0, es decir es continua en
los intervalos (—o0, 0) y (0, 400). Por otra parte, f(x) se anula solamente en —1 y 2.
Tenemos la recta dividida en 4 intervalos, en cada uno de los cuales f(z) conserva su
signo, a saber: (—oo, —1); (—1,0); (0,2) y (2, +00). Basta tomar un valor de prueba
en cada intervalo para determinar el signo de f(z) en cada uno de ellos. Por ejemplo:

f(=2) = —-2<0
f-3) = 23>0
f) = —-2<0
£3) = §>o

Resulta entonces:
e f(x) es positiva estrictamente en (—1,0) y en (2, +00)

e f(z) es negativa estrictamente en (—oo, —1) y en (0, 2)

cero discontinuidad cero
!
| |
f es: negativa positiva negativa positiva
. i . . i
-2 -1 % 0 1 2

e D S N (G (O]

Estudien el signo de las siguientes funciones.
1. f(z) =422 -2 -3

2 fl) =251
3 f@) =
4 fl@)= 5
5. fa) =2 "

24 x
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CONTINUIDAD

6. flz) =

z+4+3 si
S(@—2)7+1 si
z4+6 si

<0
0<x<2
2<zx
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Capitulo 4
Estudio de Funciones

s 4.1 Funciones derivables y no derivables

La grafica de la funcion f(z) = |z| tiene
un punto anguloso en x = 0

Hemos interpretado geométricamente a la derivada de una funcion f(x) en un valor
a como la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(z) por el punto (a, f(a)).
Ahora bien ;siempre existira esa tangente? A la derivada la hemos definido como un
limite (el limite del cociente incremental cuando el incremento de la variable indepen-
diente tiende a 0), y la existencia o no de la derivada se corresponde con la existencia
o no de ese limite. Veamos un ejemplo:

ETEM P L O s

Analizar en qué valores es derivable la funcion valor absoluto. Primero interpretamos
graficamente (ver al margen).

Es claro que si < 0 la grafica tiene tangente por el punto (z, —z). Y esa tangente
es y = —ux, recta que coincide con la grafica de la funcién para x < 0. Lo mismo
sucedera para x > 0. Pero algo extrafio pasa en x = 0; la grafica tiene alli un punto
anguloso y no parece posible apoyar alli una tangente.

Veamos, el cociente incremental en z = 0 de la funcion valor absoluto es:
|0+ h| —|0] _ |h|
h h
Y queremos calcular el limite de esa expresion cuando h — 0. Recordemos que el
valor absoluto es una funcion definida a trozos y que, justamente, x+ = 0 es el punto
de pegado; conviene entonces estudiar los limites laterales:

. |n . |h] . h
lim 2 = limo =lim— =1
hf{rﬁ h hli% h hli%h
h>0
. |n] . |h] . —h
lim =0 = lim S = lim— = —1
o R )
h<0

Comprobamos que los limites laterales son distintos. La funcién no es derivable en
z = 0.

Hemos encontrado que hay funciones (aun funciones sencillas y usuales como las
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a4+

La grafica de f(z) = &« tiene una
tangente vertical en x = 0

ESTUDIO DE FUNCIONES

del ejemplo anterior) que no son derivables en algunos valores. Para terminar con el
ejemplo del valor absoluto notemos que si bien no es derivable en x = 0 si es continua
en ese valor.

Haciendo referencia al Teorema de la pagina 63, alli vimos que una funcién derivable
es necesariamente continua. El ejemplo anterior nos muestra que la reciproca de esa
afirmacion no es cierta (el valor absoluto es continuo en z = 0 pero no es derivable
en ese valor).

Ya podemos describir graficamente dos situaciones en las que una funcion no es deri-
vable en un valor a:
e La grafica de f(z) tiene un punto anguloso en (a, f(a))

e Lagraficade f(z)secortaenx =a

Veamos un ejemplo de una situacion diferente a las anteriores:

EJEMPLO

La funcién f(z) = /z no es derivable en 2z = 0. En efecto, planteemos el limite del

cociente incremental:
. V0+h-0 . Vh . 1
lim ———— = lim — = lim ——
h—0 h h—0 h h—0 h2/3

que claramente no existe (puesto que el denominador se anula y el numerador no
lo hace). La funcion es continua, su grafica no es angulosa, pero la pendiente de
las secantes se hace arbitrariamente grande cuando nos acercamos a 0. Ver figura al
margen.

La comprobacion de la derivabilidad o no de una funcién en determinado conjunto
es importante para los temas que siguen. Esencialmente lo que haremos es estudiar
la derivada para conocer la funcién. El instrumento para ello es el Teorema del valor
medio que requiere entre sus hipotesis la derivabilidad de la funcion. Esto es, podemos
usar el teorema y sus consecuencias solamente si la funcion es derivable.

Derivada de una funcion definida a trozos

Para estudiar la derivabilidad de una funcion definida a trozos en un punto de pegado,
supongamos que tenemos:
] g(x) siz<a
flw) = { k(x) siz>a
donde g(x) es derivable paraz < ay k(x) es derivable para x > a. Entonces podemos

afirmar que:
E(xz) siz>a

f,(x):{ J(z) siz<a

(Qué pasa en x = a? Esta pregunta la podemos responder de dos maneras. La
primera es planteando el cociente incremental de f(x) en z = a e investigando si el
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limite de ese cociente existe. Eso implicara el estudio de los limites laterales:

i f@ = f@ k@)~ g(a)
r—at r—a Tr—a r—a
r>a
o f@=f@) L g@) —gle)
r—a~ r—a i:g xr—a

si esos limites existen y son iguales, la funcion sera derivable en a y el valor del limite
seréa el de la derivada f’(a). Esto es lo que hicimos en el ejemplo de la pagina 79.

Otra forma de hacerlo es estudiando los limites laterales de las derivadas:
lim &'(z)
z—at
lim ¢'(x)
r—a~
los que expresan con qué pendiente llega cada funciéon a x = a. Obviamente, para que
f sea derivable en a ambas funciones tendran que llegar a a con la misma pendiente.
Si ademas la funcion f es continua en z = a podremos afirmar que la funcién es

derivable en a.

EEeEEEEEEEEEEEeeeeesssssssssssseeesesssssss | JERCICIOS

1. Estudien la derivabilidad de las siguientes funciones, interpreten graficamente.

N f(x):{ x2 siz <0

z¢ siz >0
b f(x) = |z + 3|
2. Determinen los valores de « de manera que la funcion f(z) resulte derivable en

x =0. 1
flz) = (a—i)x—i—l <0
az? + 402 x>0

e 4.2 El teorema del valor medio

Este teorema, formulado originalmente por el matematico Lagrange (1736-1813), per-
mite obtener informacion sobre una funcién estudiando su derivada. El mismo es-
tablece una relaciéon entre la variacion media de una funcién en un intervalo y la
variacion instantanea en un punto interior. Concretamente, enunciamos:

| Teorema |

(del Valor medio o de Lagrange): Sea f(x) una funcién continua en un intervalo
cerrado [a, b] y que es derivable en el intervalo abierto (a, b). Entonces existe un valor
c en el intervalo (a, b) tal que se verifica:
f(b) — f(a)
b—a

= f'(c)
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Graficamente tenemos:

tangente

secante

el teorema nos dice que, para una funcion derivable, hay una tangente por un punto
interior cuya pendiente es la misma que la de la recta secante por los extremos.

ETEM P L O s

Como ejemplo del uso que podemos dar al teorema anterior demostremos el siguiente

hecho, que es por cierto bastante intuitivo:

e Supongamos que f(z) es una funcion continua en un intervalo cerrado I =[a, b] y
derivable en el interior del mismo. Entonces, si f/(z) = 0 para todo = € (a, b) se
tiene que f(x) es constante en I.

Para verlo, consideremos un x > a en I. El teorema anterior nos asegura que
existe un c en el interior de I tal que:

w = f'(¢) = 0 por nuestra hipotesis
por lo tanto debe ser
f@)—=fla) = 0
fl@) = [fla)

Una consecuencia de la proposicion anterior es que si dos funciones, digamos f ()
y g(x) tienen la misma derivada en un intervalo entonces difieren en una constante.
En efecto, supongamos que ambas funciones son continuas en un intervalo I como
el de antes y derivables en el interior de /. Consideremos a la funcion diferencia
f(z)—g(x); su derivada es la diferencia de las derivadas, y como éstas son iguales,

>  seranula en el interior de I. Por el punto anterior se tendra:
f(z) — g(x) = k constante

Ver al margen para una interpretacion grafica de este hecho.
fl=g siysolosif —g==k

mmeeesssms 4.3 Crecimiento y decrecimiento

Veamos como el Teorema del valor medio nos permite conocer el comportamiento de



La funcidn es creciente en [2,3.25] y
en [4, 6]. Es decreciente en [—1,2] y
en [3.25, 4]
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una funcion estudiando su derivada. En primer lugar, demos un par de definiciones

| Definicion |

Sea f(z) una funcién y sea I un intervalo contenido en el dominio de f(z).

Diremos que f(z) es creciente en [ si cada vez que 21 < o se tiene que f(z1) <
f(z2), cualesquiera sean 1 y x5 en el intervalo I.

Diremos que f(z) es decreciente en [ si cada vez que x1 < x5 se tiene que f(z1) >
f(z2), cualesquiera sean 1 y x5 en el intervalo I.

ETEM P L O s

Si conocemos la grafica de una funcion, es bastante sencillo determinar en qué in-
tervalos es creciente y en cuales es decreciente. Por ejemplo si tenemos la grafica
del margen, vemos que la funcion es creciente en [2, 3.25] y en [4, 6] mientras que es
decreciente en [—1,2] y en [3.25,4] .

C____E.\GINAYID):ND]
1. Supongamos que una funcion es creciente en un intervalo I ;jqué aspecto tienen
las tangentes a la grafica de la funcion en 1?

2. Supongamos que una funcion es decreciente en un intervalo I ;qué aspecto tienen
las tangentes a la grafica de la funcion en I?

3. (Intuyen alguna relacion entre el signo de la derivada de la funciéon en [ y el
hecho de que la funcién sea creciente o decreciente en I?

Efectivamente, es mas o menos intuitivo que hay cierta relacion entre el hecho de que
la funcion sea creciente y la derivada sea positiva, asi como entre funcion decreciente
y derivada negativa. Precisaremos esa relacion en el teorema siguiente:

I Teorema |

Sea f(z) una funcién continua en un intervalo [a, b] y derivable en (a, b). Entonces:

1. Sif'(xz) > 0en (a,b) entonces f(x) es creciente en [a, b].
2. Si f/(z) < 0en (a,b) entonces f(x) es decreciente en [a, b]
Demostracion:

Supongamos que f'(x) > 0en (a,b), y sean x1 < x5 dos niimeros en (a,b). Que-
remos demostrar que f(z1) < f(xz2). Como [z1,22] C [a,b] resulta que f(x) es
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30T

La grafica de la derivada
f(z) =32 — 8z

ESTUDIO DE FUNCIONES

continua en [x1, z2] y derivable en (z1, x2). El teorema del valor medio nos asegura
la existencia de un niimero ¢ perteneciente a (x1, x2) tal que:

f(@2) — f(21)

=== f(c)

To — X1
Ahora bien, como f’(z) > 0 en (a, b) resulta que f'(¢) > 0y por lo tanto
f(@2) — f(21)
To — T

El denominador de este tltimo cociente es positivo puesto que £ < xg, y por lo tanto

>0

el numerador también es positivo, o sea:

f(z2) — f(z1) >0
y por lo tanto:

f(z2) > f(z1)

como queriamos demostrar. Un razonamiento similar se hace para el caso f/(z) < 0.

El teorema anterior permite reducir el estudio de los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de una funcién derivable en un intervalo cualquiera (finito o infinito,
abierto, semiabierto o cerrrado) al estudio del signo de la derivada de la funcion en el
interior del intervalo. Ese estudio (el del signo de la derivada) puede hacerse como en
el ejemplo de la pagina 77 considerando los intervalos de continuidad de la derivada,
encontrando sus ceros y tomando valores de prueba.

E T EM P L O s

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = 23 —

422,

Paso 1. Estudiamos la derivabilidad y calculamos la derivada. Nuestra funcion es un
polinomio, y por lo tanto es derivable en toda la recta. Su derivada también es un
polinomio de grado 2 y su grafica, por lo tanto, es una parabola:

f'(x) = 32% — 8
que es continua en toda la recta.

Paso 2. Encontramos los ceros de la derivada. Debemos resolver la ecuacion
322 -8 = 0
x(B3z—8) = 0

las soluciones sonx =0y x = 3"

Paso 3. Identificamos los intervalos donde conserva el signo y evaluamos en valores
de prueba. La derivada es continua y se anula unicamente en 0 y 8/3. Por lo tanto
conserva el signo en los intervalos (—o0, 0), (0,8/3), (8/3,400) . Una tabla ordena
la informacion:



La grafica de f(z) = 2% — 422
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Intervalo (—00,0) (0,8/3) (8/3,+00)
valor de prueba -1 2 3
evaluacion fl-=)=11 | f'(2)=—-41| f'(3)=3
I positiva negativa positiva
f creciente decreciente | creciente

Podemos graficar en la computadora y confirmar nuestro resultado (ver al margen).

e D D N (G (O]

1.

Determinen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:
a. f(z) =5— 322 — 223

b. f(a:):x+é

2. Lareciproca del teorema anterior no es cierta. Una funcion puede ser creciente

en un intervalo sin que su derivada sea estrictamente positiva en ese intervalo.

Muestren que f(x) = 2 es creciente en toda la recta. ;Es cierto que su derivada

es positiva siempre?

Lo siguiente plantea una aparente contradiccion con el teorema anterior. Sea
1 . 1 . .

f(z) = —. Su derivada es f'(x) = ——; que es siempre negativa. Por lo tanto
x x

f(x) debe ser una funcidn decreciente en toda la recta. Sin embargo f(—1) =
—1 < f(1) = 1. ;Dénde esta el error?

En vista de lo anterior, al estudiar intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos
ser cuidadosos en asegurarnos que estamos trabajando dentro de un intervalo en el
que se verifican las hipotesis del teorema: continuidad hasta el borde (en el caso de un
intervalo cerrado) y derivabilidad en el interior. El procedimiento debe ser:

excluir los puntos de discontinuidad de la funcién

excluir los ceros y los puntos de discontinuidad de la derivada (algunos pueden
coincidir con los anteriores)

estudiar el signo de la derivada en los intervalos determinados por las exclusiones
anteriores

e NG (G (0N

1. Determinen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién:
—z+3 siz < —1
2 1
f(z) = Tt si—1<z<1
x
z+1 1<z

2. Analicen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion S(I) =

144
%+ 5 en el intervalo (0, +00). Deduzcan que la misma alcanza su minimo
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valor en v/72 . Recordar la Actividad de la pagina 9.

e 4.4 Extremos locales

\

f(z) alcanza minimos
locales ena y en c.
f(z) alcanza maximos
localesenbyend

Por los puntos de la grafica en los que
hay un extremo local pasa una
tangente horizontal

Desde el comienzo del curso hemos dicho que uno de nuestros intereses mayores es
determinar exactamente donde una funcidon alcanzaba un valor maximo o un valor
minimo. Ahora estamos en condiciones de avanzar en ese sentido. Empezamos dando
dos definiciones:

| Definicion |

Sea ¢ un nimero en el dominio de una funcién f(z).

Diremos que f(z) alcanza en ¢ un maximo local si f(c) > f(z) para todo x en un
intervalo alrededor de c.

Diremos que f(z) alcanza en ¢ un minimo local si f(c) < f(z) para todo x en un
intervalo alrededor de c.

En cualquiera de los casos anteriores diremos que f(z) alcanza en ¢ un extremo local.

Tenemos el siguiente criterio para extremos locales. El criterio establece que, cuando
f(z) es una funcion derivable, por los puntos de la grafica en los que hay un extremo
local pasa una tangente horizontal.

I Teorema |

Supongamos que f(x) es una funcidn derivable en un valor ¢ y que f(z) alcanza
en ¢ un extremo local. Entonces f’(¢) = 0.

Demostracion:

Supongamos que en c se alcanza un maximo local. Entonces, para h suficientemente
pequeiio se tendra:

fle+h) < flo)
fleth)=fle) < 0

Para el cociente incremental tendremos:

flet+h) = f(c)

N < 0si h es positivo
h) —
w > 0si h es negativo

De donde podemos afirmar que:

flet+h) = f(o)

lim < 0
h—0t h
i Tt 5@

h—0— h
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Como f(z) es derivable en ¢, ambos limites existen y son iguales a f’(c). Por lo tanto
debe ser f’(c) = 0 como queriamos demostrar.

= Numeros criticos

i

f)=2x

La derivada f’(z) = 2z cambia de signo
enz =0

fx)=x

La funcién f(z) = 2 tiene un minimo
localenz =0

F (x)=3%"

La derivada f’(x) = 32° no cambia de
signoenz =0

fly=x

La funcién f(z) = z® no tiene un extremo
localenz =0

| Definicion |

Un ntimero ¢ se dice un nimero critico de una funcion f(x), si es un punto de con-
tinuidad y sucede alguna de las siguientes cosas:

f(x) es derivable en cy f'(c) = 0, o bien

f(z) no es derivable en ¢

De acuerdo al teorema anterior podemos enunciar la siguiente propiedad:

Si una funcion continua alcanza un extremo local en un nimero c entonces c es
un nimero critico.

(Cuiando un nimero critico es un extremo local? Y en tal caso ;jcuando es un
maximo local y cuando es un minimo local? Las respuestas a estas preguntas van de
la mano del estudio de los intervalos de crecimiento y decrecimiento por medio del
signo de la derivada. En efecto si ¢ es un punto de anulacion de la derivada pueden
pasar dos cosas:
e La derivada cambia de signo al pasar por c. En este caso hay un extremo local,
puesto que cambia el sentido de crecimiento de la funcion.
Ejemplo: f(z) = 22 en 2 = 0. Ver al margen.
e La derivada no cambia de signo al pasar por c. En este caso no hay extremo
local. La funcion no cambia el sentido de crecimiento aunque tiene una tangente
horizontal.

Ejemplo: f(z) = 2®

en z = 0. Ver al margen.

ETEM P L O s

En el ejemplo de la pagina 84 estudiamos los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento de f(z) = 2® — 422 Determinamos primero los ceros de la derivada,
obteniendo por tanto los numero criticos x = 0y « = 8/3. En ambos casos com-

probamos que la derivada cambia de signo:

Intervalo | (—o0,0) | (0,8/3) | (8/3,00)
I positiva | negativa | positiva

Esta tablita nos permite concluir que en z = 0 se alcanza un maximo local (f es
creciente antes y decreciente después N ), y que en x = 8/3 se alcanza un minimo
local (f es decreciente antes y creciente después U ).
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e D D N (G (O

Determinen los valores criticos de las siguientes funciones, y digan en cada uno si es
un maximo local, un minimo local o ninguna de esas cosas.

1. La funcion del Ejemplo de la pagina 83.
2. Las funciones de los incisos l1a y 1b del primer Ejercicio de la pagina 85.

3. Las funciones del segundo Ejercicio de la pagina 85.

e 4.5 Concavidad

Hemos visto que el signo de la derivada determina el crecimiento de la funcion. Ver-
emos ahora otro aspecto que es importante a la hora de conocer la forma de la grafica
de un funcién y como estudiarlo. Observemos las graficas siguientes:

A A

ambas funciones son crecientes en el intervalo [a, b], sin embargo sus graficas aparecen
diferentes en algtn sentido.

e A S ) (G (O]

Supongan que las graficas anteriores representan la posicion en funcion del tiempo de
un objeto con movimiento rectilineo. ;Qué sucede con la velocidad del mévil de la
primera grafica? ;Y con la velocidad del mévil de la segunda grafica? ;Como podrian
interpretar sus respuestas en términos de la aceleracion de cada movil?

En la grafica de la izquierda, desde una perspectiva geométrica, cada vez que trazamos
la tangente por un punto la grafica queda -por lo menos cerca de ese punto- por debajo
de la tangente. De la misma manera, en la grafica de la derecha la grafica queda por



La grafica tiene un punto
de inflexion en (zo, f(z0))
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arriba de la tangente.

En el primer caso diremos que la grafica es concava hacia abajo en [a,b], y en el
segundo diremos que es concava hacia arriba en [a, b] .

Observemos que en el primer caso las pendientes de las tangentes son decrecientes,
mientras que en el segundo caso las pendientes son crecientes. O sea, la concavidad
estd relacionada con el sentido de crecimiento de la derivada, y por lo tanto con el
signo de la derivada segunda (como lo sugiere el caso de la posicion, la velocidad y la
aceleracion). Concretamente usaremos -sin demostracion- el siguiente criterio para la
concavidad:

I Teorema |

Si para todo x en un intervalo I se tiene que f(z) > 0, entonces la grafica de f(x)
es concava hacia arriba en I.

Si para todo x en un intervalo I se tiene que f(z) < 0, entonces la grafica de f(x)
es concava hacia abajo en /.

| Definicion |

Un punto de continuidad de la grafica de la funcion en el cual la concavidad cambia
de sentido se denomina un punto de inflexion.

EJEMPLO

1. Consideremos una funcién cuadrética general f(z) = ax?+bx+c. Las derivadas
son:

f'(x) = 2azx+b
/@) = 2
Por lo tanto tendremos que la grafica es concava hacia arriba cuando a > 0; y

sera concava hacia abajo cuando a < 0. Como corresponde a una parébola bien
educada.

2. Estudiemos la concavidad de la funcion del Ejemplo de la pagina 84: f(z) =
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p 1007
80 +
60 + /
40 + J
20 + /

Se——

204 \\2 4 6
-40 +

Punto de
Inflexion

60 1
-80 1

-100 ~

Los intervalos de concavidad de
f(x) = 23 — 4a®

ESTUDIO DE FUNCIONES

23 — 422 . Sus derivadas son:

f'(z) = 32% -8z
() = 6z—38
La segunda derivada es continua en toda la recta -de hecho es lineal- y se a-

nula solamente en © = 4/3. Puesto que tiene pendiente positiva, es creciente.
Tendremos entonces que:

f"(x) < 0 parazx <4/3

f’(x) > 0 paraz >4/3
Y por lo tanto f(x) es concava hacia abajo en (—o00,4/3] y es concava hacia
arriba en [4/3,+00). Como la funcion es continua, el punto (4/3, f(4/3)) =
(4/3,—128/27) es un punto de inflexion.

e A RIN G (G (0N

Estudien la concavidad de las funciones siguientes. Generen un grafico de computa-
dora para confirmar sus resultados.

—_

g

—
8

S~—
|

s 4.6 Comportamiento en el infinito

Lo visto hasta ahora (continuidad, asintotas verticales, extremos locales, intervalos de
crecimiento, concavidad) nos permiten hacernos una idea bastante aproximada de la
forma que tendra la grafica de una funcién. Un ultimo aspecto que consideraremos es
el “comportamiento en el infinito” de la funcion. Con esto nos referimos al compor-
tamiento de los valores de la funciéon cuando la variable se hace grande y positiva o
grande y negativa. Concretamente:

| Definicion |

e Diremos que lir}rl f(x) = L silos valores de f(x) estan tan proximos a L como
T— 100

queramos, tomando z suficientemente grande y positivo.
e Diremos que lim f(x) = L silos valores de f(x) estan tan proximos a L como
r——00

queramos, tomando x suficientemente grande y negativo
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En cualquiera de los casos anteriores diremos que la recta de ecuacion y = L es una
asintota horizontal de la grafica de f(z).

ETEM P L O s

y 1
2+ 1. Sea f(:C) = E

Entonces lirf f(z) =0y lim f(zx) = 0. La Gnica asintota horizontal de la

grafica es larecta y = 0.

‘ 2z —1 . . P .
10 2. Sea f(z) = . Para estudiar el comportamiento en el infinito conviene
x
x escribir:
2z -1
€T =
(@) .
2z 1
oz oz
Larecta y = 0 es la inica asintota 1
horizontal de la grafica de f(z) = 1/x = 2- .
Entonces: 1
Y alt lim f(z)= lim 2— - =2
x—+oo x—+oo x

1 1
La recta y = 2 resulta la tnica asintota horizontal de la grafica de f(z) =2 — —
x

——————————————————— R SAALLLITITTIS ., ,
3. Sea f(x) = 2. En este caso los valores de la funcion se hacen grandes y posi-
11 tivos, tanto para x grande y positivo como para x grande y negativo.
Cuando esto sucede lo indicamos asi:
. — . — lim f(z) = 400
8 6 4 2 2 4 6 8 z—+o0
x lim f(z) = +oo
r——00
Larecta y = 2 es la inica asintota
. 20 — 1
horizontal de f(z) = h
xT
y15 T Para estas ultimas expresiones valen las advertencias hechas en el caso del compor-
101 tamiento asint6tico: son maneras de describir el comportamiento de la funcion cuando
la variable se hace grande y positiva o grande y negativa y no se puede operar con estos
51 simbolos como si fueran nimeros (ver tablas de la pag.73).
e < Analizaremos el comportamiento en el infinito de algunas de las funciones mas co-
3 2 1 1 243 munes.

Cuando x — =00 los

valores de la funcion g Comportamiento en el infinito de un polinomio.
f(z) = 2? tienden a +oo

1. Supongamos que tenemos un monomio, esto es un polinomio de un unico tér-
mino:
p(z) = az"
Un breve analisis muestra que el comportamiento en el infinito de este monomio
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depende del signo del coeficiente a y de que el exponente n sea par o impar.
Resumimos en una tabla:

lim az™ lim ax™
r—+00 T——00
n par a>0 +00 400
n par a<0 —00 —00
nimpar | a >0 400 —00
nimpar | a <0 —00 +00
Consideremos ahora, por ejemplo, el polinomio p(z) = —5z° + 2z* — 2% + 1.

El limite
lim p(z) = lim —52° +2z* — 2% +1
r—+o0 r—to0
no es posible calcularlo directamente porque aparecen indeterminaciones. Si

sacamos factor comtn —5x°en p(x) tendremos:

5 224 3 1
p(z) = —bz° (1+ i ° )

—5z%  —bad * —5a®
21 11 11
= b1+ —==--—=+—==
v ( +—536 —5x2+—5x5)
En esta ultima expresion, el factor entre paréntesis tiende a 1 cuando x — Foo
por lo tanto:
lim p(z) = lim —52°+22* — 2%+ 1= lim —52° = Foo

r—+00 r—Fo0 r—+oo
De manera que el comportamiento en oo del polinomio es el comportamiento
de su monomio de mayor grado. Este resultado es general, puesto que el mismo
procedimiento puede usarse con cualquier polinomio. Por lo tanto para un poli-
nomio p(r) = ap,z" + ap_12" 1 + ... + a12 + ag tendremos:

lim p(z) = lim a,a”
T—F00 r—Fo0

EJERCICIOS

Encuentren los siguientes limites:

1.

lim —7z*+2z—1
r——+00

lim —a3—22+3
r——00

lim /2% + 27
T— —00

lim z2 4z
r——+00

= Comportamiento en el infinito de una funcion racional

_ p(=)

Una funcion racional es un cociente de polinomios. Pongamos r(z) = @) donde
p(z) y q(z) son polinomios. Nos interesa el comportamiento de r(x) cuando x —
+00. A menos que p(z) o ¢(x) sean constantes tenemos un cociente de dos funciones,
ambas tendiendo a +co, y por lo tanto es uno de los casos en los que el limite esta
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indefinido. Para definir la situacion procedemos con p(z) y ¢(x) como lo hicimos en
el ejemplo anterior. Lo ilustramos con un ejemplo:

_ 222 +x—1

r@= =313

Tenemos:
tiende a 1 cuando x—Fo00

1 1
—22° (1 + o5 — 72112) —2x? (1 T —2:62)
r(z) = =

3 (1+ %) x? <1+3>
—_———

En consecuencia:

. . =227 . =2
lim r(z) = lim = lim — =0
r—-+oo z—+oo 3 r—Foo I
En general si
p(z) = apz™ + monomios de grado menor
q(z) = bpz™ + monomios de grado menor
Entonces el limite:
. . apx"”
lim r(z)= lim
r—+oo x—»ioobmxm

Hay tres posibilidades:

1. m > m. La Gltima expresion es el monomio y=z"~™ que tiende a +-00 depe-

niendo del signo del coeficiente y de la paridad den —m.

2. n < m. La expresion es de la forma g—"z% que tiende a 0. En este caso la
recta y = 0 es una asintota horizontal de la grafica de r(z).

3. m = m. La expresion es de la forma ;= (constante) y por tanto ése es el limite.

m

En este caso la recta y = j™es una asintota horizontal de la grafica de r(z).

e NG (G (O
1. Expresen las condiciones anteriores en términos de los grados de los polinomios
p(z)yq(z).

2. Encuentren los siguientes limites:
2z 43

a mﬂlrﬂ?oo S5x+ 7
z+1
b. —_
. 1— 1222
. m ——7-=
z—+oodx? + 12
. T3
d. Il{rﬂrtloo 3 — 32
. 225 +3
e. lim

z—too —x2 4+ x
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1
f. lim 2z + —
r—+o0 €T
2
. xX
g xl{rinoo_l—’—xﬁ»?)

3. El mismo procedimiento que usamos para determinar el comportamiento en el
infinito de una funcidn racional, se puede aplicar también al caso de que las po-
tencias de « sean no enteras o negativas. Saquen factor comun la mayor potencia
de x del numerador y del denominador y determinen los siguientes limites:

I 2z + 7!

s—too 3T — 7

3/~ __ 5

b. lim M

IH*OO\?/E—"—\S/E
228 423 +7

c. lim /—m——
z=tooxs 4+ 3x + /T

a.

meeesssssmm 4.7 Estudio de una funcion racional

El estudio de una funcion es una actividad de cierta complejidad, que integra los distin-
tos conceptos que hemos visto en el capitulo. Ese estudio concluye con la realizacion
de una grafica que contenga los elementos determinados previamente. El estudio debe
incluir siempre los siguientes pasos:

1. Estudio del dominio. Describir, en lo posible, el dominio en términos de inter-
valos.

2. Estudio de la continuidad. Esto incluye:
e Puntos de discontinuidad.

e C(Clasificacion de discontinuidades en dichos puntos mediante el estudio de la
existencia del limite.

e Existencia de asintotas verticales en los puntos de discontinuidades inevita-
bles; esto surge del item anterior.

3. Comportamiento en el infinito. Existencia de asintotas horizontales.

4. Derivabilidad. Calculo de la derivada donde la misma existe e identificacion de
los puntos donde no existe.

5. Ceros de la derivada. Estudio del signo de la derivada y determinacion de los
intervalos de crecimiento y decrecimiento. Determinacion de extremos locales,
para lo cual se estudian todos los puntos criticos.

6. Cilculo de la segunda derivada y estudio de su signo. Intervalos de concavi-
dad. Puntos de inflexion.

7. Puntos notables. Interseccion con los ejes x € y.
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8. Construccion de un tabla de valores que incluya a los puntos criticos, puntos
de inflexion, etc.

9. Dibujo de la grafica en el cual se sefialen las caracteristicas principales y que
sea coherente con el estudio realizado. Un consejo: si la grafica no se ajusta a lo
que Uds. esperaban, seguramente hay un error en sus cuentas, REVISEN.

= Forma estandar de una funcion racional

Algunas funciones racionales pueden expresarse en una forma que facilita su estu-
dio, simplificando las cuentas y proporcionando una idea previa de como puede ser
su grafica. Describamos el método y después lo ilustramos con algunos ejemplos.
Supongamos que nuestra funcion es:

y ademas que el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador.
Podemos entonces dividir el polinomio p(z) por el polinomio s(z) obteniendo un
cociente ¢(x) y un resto r(x) que verifican lo siguiente:

p(z) = q(x)s(x) + r(z) conr(z) = 0o grado r(x) < grado de s(x)
Esto nos permite escribir a nuestra funcion racional de la siguiente manera, llamada
forma estandar:

L o) a@)s@) tr) _ g@)s@) | )
Mo = @ (@) @ s@)
RESTO
COCIENTE Pral
TS @
= q(r) +— i
s(x)
~—~
DENOMINADOR

ETEM P L O s

Escribamos en la forma estandar a la funcion racional
flay = T2
r) = ——
z—1
Vemos que el grado del numerador es mayor que el del denominador, y entonces
hacemos la division:

3 -2 -1 ] z—1
x> —a? x2 (COCIENTE)
0 0 -1

(RESTO)

Podemos en consecuencia escribir:

x?—a2? -1 9 -1
/(@) z—1 7m+$—1

esta es la forma estandar de f(x). En la misma identificamos dos términos: la parte
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PARTE FRACCIONARIA
=
—1
z—1

PARTE POLINOMIAL

=~
$2

FORMA ESTANDAR

La forma estandar tiene dos ventajas. La primera es que en muchos casos simplifica
los calculos, al bajar el grado del numerador en la parte fraccionaria; esto no es menor:
en el ejemplo anterior la derivada usando la forma estandar puede calcularse asi:
f(@) =20+ (- 1)
mientras que la version original hay que derivarla usando la regla del cociente, la cual

origina la expresion:
—2r)(x—1)— (23— 22 —-1)

f/($) (LL'— 1)2

que si bien es igual a la anterior, es mucho mas complicada para manipular.

(322

La segunda ventaja es que expone el comportamiento asintdtico de la funciéon. En

efecto tenemos:
e En el infinito el comportamiento de la funcion racional es el de la parte polinomial,

puesto que la parte fraccionaria tiende a 0.
e En las discontinuidades inevitables el comportamiento asintotico es el de la parte

fraccionaria (puesto que la parte polinomial es continua siempre).

Con referencia al ejemplo anterior, estos hechos los expresamos de la siguiente ma-

nera:
e Para z grande f(x) ~ 22 (Ileemos "efe se comporta como equis cuadrado").

~
~

. -1
e Para x proximo a 1 f(x) e (leemos: "efe se comporta como menos uno

sobre equis menos uno")

Si graficamos la parte polinomial (y = x2) y la parte fraccionaria (y = ;1) esas
T —
graficas nos diran como es la grafica de f(z) para = grandes (positivos y negativos) y

para x proximos a 1.
El estudio completo de la funcion deberia confirmar esas formas. De hecho la grafica

obtenida con una computadora es la figura al margen.

e NG (G (0N

Para las funciones racionales siguientes determinen la forma estandar. Estudien los
términos polinomial y fraccionario para determinar el comportamiento asintotico y

usen la informacion para proponer un posible grafico para la funcion.
202 + 2 — 1
x?—1

L f)
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2 g =T
s fe) =
4 f(x)_ﬁ;ix;zx
s fa) = !

= Estudio completo de una funcion racional

Estudio preliminar: graficas de la parte
polinomial y la parte fraccionaria.

EJEM P L O s

41

5
criptos en la pag.94 determinamos la forma estandar y el comportamiento asintotico.

Estudiemos la funcion racional f(z) = Previamente a los pasos 1 a 9 des-

. 1
Forma estindar. Estudio preliminar: Se tiene f(z) = z® + —;. Por lo tanto
x
para x grande tenemos f(z) ~ 2%y para z préximo a 0 (punto de discontinuidad)
se tiene f(z) = — - Graficamos la parte polinomial y la fraccionaria y sefialamos el
comportamiento de f tal como muetra la figura.

1. Dominio: son todos los reales distintos de 0.
Dom(f) = (—00,0) U (0, +00)

2. Continuidad: Una funcién racional es continua (y derivable) en todo su dominio.
En x = 0 existe una discontinuidad inevitable, como se vio en el estudio previo.

Hay una asintota vertical y los limites laterales para  — 0 son:
1

li = lima2*+— =+
xi,rgj(x) om0t 22 >
1
lim f(z) = lim 2%+ — = 400
r—0~ z—0~ Y

3. Comportamiento en el infinito: También queda claro a partir del estudio previo:
li — 2 _
RS (@) = L 7 = e
Si bien no hay asintota horizontal, establecimos que el comportamiento de f(z)
para x grande es como el de 2.

4. Derivabilidad: Ya lo hemos dicho, por ser racional f(x) es derivable en todo su
dominio. Usando la forma estandar:

f(z) =2z — %

5. Numeros criticos. Signo de la derivada: Veamos donde se anula f(x). Hay que
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resolver la ecuacion:
2

2e—— =0
23
2
2r = 3
x
2z 2
=1
cuyas Unicas raices reales sonz = lyz = —1

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Los intervalos a considerar son:
(—o00,—1);(—=1,0);(0,1) y (1,400) . En cada uno de ellos la derivada de f(x)
es continua y no se anula. Por lo tanto conserva su signo, y ese signo determina si
f(x) es creciente o decreciente en el intervalo. Consideramos un valor de prueba
en cada intervalo para conocer el signo de f{x), por ejemplo: -2, -1/2, 1/2, 2.
Evaluamos f’(z):

15

"-2) = —-=—=<0
1
1
15
"2) = —>0
re = >
6. Derivada segunda. Concavidad: La derivada segunda es:
2 6
[x) =2+ ey

que es siempre positiva, y por tanto no hay puntos de inflexion.

Resumimos la informacién obtenida en los pasos 5 y 6 en una tabla:
Intervalos (=00, —1) (—1,0) (0,1) (1,400)
signo de f'(z) - + - +
signo de f"(x) + + + +
crecimiento de f(x) | decreciente creciente decreciente | creciente
concavidad U U U U
extremos en —1 hay un minimo local | en 1 hay un minimo local

7. Puntos notables: Comprueben que no hay interseccion de la grafica con los ejes
coordenados

8. y 9.Tabla de valores y grafica.

x| f(x)
1] 2
1| 2

e A RIN G (G (0N

1. Para las funciones del ejercicio de la pagina 96 hagan un estudio similar al del
ejemplo anterior y grafiquenlas de acuerdo con el estudio realizado.
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2. Cada una de las siguientes graficas corresponde a la derivada de una funcioén
f (). Identifiquen los intervalos en los que f(x) es creciente o decreciente y los
extremos locales.

a.

3. Lasiguiente es la grafica de la derivada de una funcion f(x).

A

Respondan:

a. (En qué intervalos f(x) es creciente o decreciente?
b. (En qué valores tiene f(x) un maximo o un minimo locales?
c. (En qué intervalos es f(x) concava hacia arriba o hacia abajo?

d. ¢Cuales son los puntos de inflexion?

meesssssssm 4.8 Funciones inversas

= Laimagen de una funcion

Consideremos una funcién numérica f(z) con un dominio D. Al conjunto de valores
que la funcién f(z) efectivamente alcanza se lo llama imagen de f y se lo denota
Im(f) o bien f(D) cuando se quiere tener presente el dominio de la funcion. En la
notacion de conjuntos:

Im(f) = f(D) = {y/existeun z € D tal que f(z) = y}
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La imagen de f(z) puede verse como

la proyeccion de la grafica sobre el eje
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Graficamente, la imagen puede verse como la proyeccion sobre el eje y de la grafica
de la funcion f(z).

ETEM P O s

La cuestion de encontrar "a mano" la imagen de una funcién dada no es facil. Implica
determinar para qué valores de y la ecuacion f(x) = y tiene o no tiene solucion. Por
ejemplo, la funcion del dibujo es f(z) = 2% + 20; en este caso ;Cuando un valor y
pertenece a la imagen de f ? De acuerdo a la definicion, cuando exista un x tal que
f(x) = y. Es decir, debe existir un x tal que:

22420 = y
2 = y—-20
para que esta Gltima ecuacion admita solucion real, debe ser y—20 > 0, o sea: y > 20.

En tal caso tendremos como soluciones x = 0 para y = 20; o bien x = £4/y — 20
paray > 20.

e RN (G (0N
1. Muestren que si f(z) = ma + b es una funcion lineal entonces Im( f) es toda la
recta.

2. Muestren que si f(z) = ax® + bz + ¢ es una funcién cuadrética, entonces Im(f)
es una semirrecta del tipo (—o0, k] o bien del tipo [k, +00).

1
3. (Cual es laimagen de f(x) = =7
x

4. Encuentren el dominio y la imagen de las siguientes funciones. Interpreten gra-

ficamente.
a f(o) =2
b. f(z) =2?
¢ fla) =24~

d. f(z) :23:—!—%

1
5. Muestren que la imagen de la funcién f(z) = 22% + — es toda la recta. No traten

de resolver ninguna ecuacioén; en cambio usen el teorema del valor intermedio
después de determinar los limites lim f(z)y lim f(x).
r—0~ T =0
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= La inversa de una funcion continua y monotona

Supongamos ahora que f(x) es una funcién continua y creciente definida en un in-
tervalo I = [a,b]. Al ser f continua el teorema del valor intermedio nos asegura que

Im(f) = [f(a), f(b)] = K.

De manera que, para cada y en el intervalo K existe un x en el intervalo I tal que
f(x) = y. Ademas, el hecho de que f sea creciente nos dice que ese x es el unico que
por f se aplica en y.

f®

f@

Ahora bien, si a cada y en K le asociamos el tinico x que se aplica en él, obtendremos
una nueva funcioén cuyo dominio es el intervalo K y cuya imagen es el intervalo 1. A
Como la funcién continua f(z) es esa funcion la llamaremos funcién inversa de f, y la denotaremos f —1. Por la manera

creciente, la imagen del intervalo [a, b] es que hemos definido a f~! tenemos las siguientes propiedades:
el intervalo [f(a), f(b)].

e Para cualquier = € [a, b] se tiene que f~1(f(z)) ==

e Para cualquier y € [f(a), f(b)] se tiene que f(f~1(y)) =y

Todo lo que hemos dicho para una funcién continua y creciente vale para una funcion
f continua y decreciente teniendo en cuenta que en ese caso la imagen de f sera el

intervalo [f(b), f(a)].

Para ahorrar palabras diremos que una funcion es monédtona en un intervalo [ si es
creciente en I o es decreciente en I.

El haber considerado en la discusion anterior una funcién con dominio en un intervalo
cerrado tuvo por finalidad poder identificar claramente a la imagen de la funcion. Si
nuestra funcion es continua y monoétona en un intervalo I cualquiera (abierto o semia-
bierto; finito o infinito) la imagen f(I) es también un intervalo pero no necesariamente
del mismo tipo que I.

EEeEEEEEEEEEEEEEEEEeeeesssssssseeeesesssssss | JERCICIOS

1. (Cuales de las funciones del ejercicio anterior son mondtonas y continuas en su
dominio?

2. Para esas funciones comprueben que la imagen es un intervalo.

La aclaracion anterior nos permite enunciar el siguiente resultado para un intervalo 1
general:

| Teorema |

Sea f : I — f(I) una funcién continua y monétona. Existe una funcion que llamamos
funcion inversa de f y que denotamos f~!cuyo dominio es f(I) y cuya imagen es
I que verifica:

f~! es continua en f(I). Para cualquier x € I se tiene que f~!(f(z)) = =. Y
ademas, para cualquier y € f(I) se tiene que f(f~1(y)) = v.
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Consideremos la funcién del ejemplo anterior f(z) = 2%+ 20. Estudiando el signo de
la derivada f’(x) = 2x comprobamos que la funcion es decreciente en I = (—o0, 0]
y creciente en J = [0, +00) . Por lo tanto, no es posible en principio usar lo anterior
para asegurar la existencia de una funcion inversa en todo el dominio de f. Pero si
consideramos la restriccion de f al intervalo I, lo que no es otra cosa que mirar a la
misma funcién f(z) = 22 + 20 pero con dominio en el intervalo I. Esa restriccion,
que denotaremos f7 si admitird una funcion inversa f; 1

De la misma manera, la restriccion de f al intervalo K que denotaremos fx que es
creciente, también admitira una funcion inversa f5'. Determinemos los dominios e
imagenes de las funciones inversas.

1. El dominio de f, ! es la imagen por f del intervalo I o sea [20, +-00) . De modo
que f; ' 1 f(I) = [20,+00) — I = (—00,0]. No siempre es posible determi-
nar la expresion de la funcion inversa, pero en este caso si f, ! (y) = x entonces
y = f(x) con z perteneciente al intervalo I = (—o0, 0]. Esto es:

y = x2420
z? = y—20 con xen I = (—00,0]
r = —\/y—20
En consecuencia, f; Y(y) = —\/y — 20, o si queremos usar como variable inde-

pendiente a x sera f; ! (z) = —/x — 20

2. De la misma forma podemos trabajar con f 121. Su dominio es [20, +00) mientras
que su imagen es el intervalo K = [0, +00). Un célculo similar al anterior nos
da la expresion de f 1}1:

[ @) =V 20

= Propiedades de la funcion inversa

En lo que sigue sea f : I — J una funcion continua y monétona, donde J = f(I).
Por lo tanto existe una funcién inversa f =1 : J — I.

La grafica de la inversa.

Para que un punto (x, %) esté en la grafica de f ~* debe ser y = f~!(x). Pero entonces
f(y) = « lo cual nos dice que el punto (y, x) estd en la grafica de f.

Usen la Figura 1 para mostrar que un punto de coordenadas (a, b) es el simétrico del
punto de coordenadas (b, a) respecto de larecta y = x.

De lo anterior podemos concluir que las graficas de f y f~! son simétricas respecto
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de esa recta, como se ve en el dibujo del margen.

La derivada de la funcion inversa.

e NG NAYA 1)V

Supongamos ahora que f es derivable en z = a, y sea b = f(a).

1.

2.

Escriban la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f por el punto (a, b) .

Si en la ecuacidn anterior intercambiamos las variables queda la siguiente ecuacion:
x—b = fla)- (y—a) que es una recta, simétrica de la anterior respecto a la recta
y = x ;Cual es la pendiente de esa recta?

Comprueben graficamente que si la recta /; es tangente a la grafica de f por el
punto (a,b) entonces la recta simétrica de [ respecto a y = x es tangente a la
grafica de f~! por el punto (b, a) .

Por ejemplo, en el dibujo siguiente estan los siguientes elementos: la grafica de
f(x) = 2 + 5 restringida a la semirrecta positiva; la tangente a esa grafica por
el punto (1,6); la gréfica de f~1(x) = /z — 5y la tangente a esa gréfica por el
punto (6,1). También estd dibujada la recta y = x. Encuentren las ecuaciones
de ambas tangentes. ;Qué relacion hay entre las pendientes?

De los puntos anteriores podemos concluir que cuando f{a) # 0 larecta simétrica

1
fla)
si b= f(a) entonces la derivada de f~! en b es igual a )’

Comprobemos lo anterior "algebraicamente". Supongamos que y = f(x). Te-
nemos la identidad

a la tangente no es vertical, y su pendiente es igual a

. Lo cual nos dice que

[Ty =a
si la derivamos usando la regla de la cadena se obtiene:
17/ ,
1wy = 1
)

~

< | =
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y si ponemos todo en términos de x:

17" (7(a) = 55 siempre que f(z) # 0

Resumen

Resumimos lo visto hasta ahora sobre funciones inversas. Supongamos que f : I —
f(I) es una funcién continua y monétona. Entonces:
e Existe una funcién inversa f ! : f(I) — I que es continua

e Para cualquier x € I se tiene que f~!(f(z)) ==

e Para cualquier y € f(I) se tiene que f(f~1(y)) =y

e Lagraficade f~! es la simétrica de la grafica de f respecto de larectay = x

e Si f(a) = by existe f/(a) y es diferente de 0 entonces f ! es derivable en by se

tiene [f~1]" (b) = )

EJERCICIOS

1. La siguiente es la grafica de una funcion continua y creciente f(x). A partir de
la misma grafiquen a f~1(x)

2. Muestren que las siguientes funciones tienen inversa. Encuentren el dominio
y la imagen de esas inversas y determinen su expresion. En todos los casos
comprueben que f(f~1(x)) =z yque f1(f(x)) = 2.

a. f(z)=1-3z

b. f(z) =5 — 33
c. f(z)=1-2/2%paraz >0

3. Consideren la funcién f(r) = —2? + 2z + 3.

a. Muestren que tiene una inversa cuya imagen es el intervalo [1, +00) .

b. (Cual es el dominio de esa inversa?
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c. Encuentren [f~']"(3)

d. Determinen la expresion de la inversa y comprueben el resultado del punto
c. derivando y evaluando esa expresion.

e. Grafiquen la funcién y su inversa.

1
4. Consideren la funcién f(r) = — + 7.
T

a. Determinen en qué intervalos admite una funcion inversa.

b. Encuentren dominio e imagen de las inversas y sus expresiones. Grafiquen.
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Capitulo 5

Funciones trascendentes

e 5.1 Funciones circulares

LARGADA

El radio de la pista circular es de 30 metros.

ACTIVIDAD

En una pista de atletismo de forma circular la largada de las competencias se realiza
desde un lugar fijo, situado frente a la tribuna principal. La pista tiene 30 metros de
radio, y el centro de la circunferencia estd sefialado por una marca. Se quiere realizar
una carrera de 1000 metros.

1. (Qué distancia se recorre en una vuelta?
2. Al llegar a la meta, ;cuantas vueltas a la pista habra dado un atleta?
3. Ubique en el dibujo aproximadamente el punto de llegada.

4. Sisolamente pueden determinarse distancias en linea recta ;como puede hacerse
para ubicar con exactitud el punto de llegada?

En la actividad anterior hemos comenzado con un niimero real (1000) al cual le hemos
asociado un punto sobre la circunferencia de radio 30 y con un sistema de ejes con-
veniente encontramos las coordenadas del punto. Para hacerlo, hemos asociado al
nimero con un recorrido sobre la circunferencia y recurrimos a la trigonometria para
calcular las coordenadas.

En lo que sigue, daremos una vision de las funciones trigonométricas un tanto dife-
rente a la que ustedes han conocido, en la cual las funciones se definian sobre angulos.
Nuestro propodsito sera definir las funciones seno, coseno y tangente como funciones
numéricas, y estudiar algunas de sus propiedades con los métodos desarrollados en
las capitulos anteriores. Esta manera de ver a las funciones trigonométricas sera de
gran importancia en las materias que siguen, tanto de Matematica como de Fisica. Un
ejemplo de esto es la descripcion del movimiento circular, que estudiaremos un poco
mas adelante.

El camino que seguiremos es similar al de la actividad anterior.
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= La circunferencia unitaria

-
-

¥+y’=1

La circunferencia unitaria

P(x,y)

N,

by
N>O
/1 x

Figura 1
Un ¢ > 0 determina un punto terminal
P(x,y) sobre la circunferencia unitaria

4
\<0

Figura 2
El punto terminal P(z,y) determinado por
unt < 0

0,

P(x,)

El conjunto de puntos del plano situados a distancia 1 del origen es una circunfe-
rencia de radio 1, centrada en el origen. Hemos aprendido que la ecuacion de esta
circunferencia es 22 + y? = 1.

EJEMPLO

El punto P(@7 %) esta sobre la circunferencia unitaria, puesto que

\/32 \/52 3 2 346
<3> +<\/§) 93T 9 !

EJERCICIOS

1. Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro cuadrantes. Por ejemplo, el
primero puede describirse como el conjunto C'1 = {(z,y)/0<2y0<y}.
Describan a los cuadrantes restantes de la misma manera.

1 . L . .
2. El punto (5, y) esta en la circunferencia unitaria. Sabiendo que esta en el cuarto

cuadrante, encuentre su segunda coordenada.

Puntos terminales en la circunferencia unitaria.

Supongan que ¢ es un niamero real positivo. Marquemos una distancia igual a ¢ a
lo largo de la circunferencia unitaria de la siguiente manera: empezamos en el punto
(1,0) y nos movemos ¢ unidades sobre la circunferencia en el sentido opuesto al de
las agujas del reloj. De esta manera llegamos a un punto P(z,y) (ver Figura 1).

Para ¢ negativo, comenzando en el mismo punto recorremos |¢| unidades sobre la
circunferencia, pero en sentido contrario al anterior (ver Figura 2).

De esta manera, para cualquier nimero real ¢ obtenemos un punto P(z,y) sobre la
circunferencia unitaria. El punto P(z,y) asi obtenido se llama punto terminal deter-
minado por el niimero real ¢.

La longitud de la circunferencia unitaria es C' = 27.1 = 27. Entonces si un punto
empieza su recorrido en (1,0) y se mueve una distancia igual a 27 en sentido antiho-
rario, llegara nuevamente a (1,0). Si recorre una distancia igual a %.27r = 7 el punto
terminal sera en este caso el (—1,0). De la misma forma el punto terminal para 7
(que es la cuarta parte de la longitud total de la circunferencia) serd el (0, 1).
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PO, 1 1y
= /2 t=m

t=13n/2
ﬂ ‘

EJERCICIOS

1. Obtengan el punto terminal en la circunferencia unitaria determinado por cada
uno de los siguientes numeros:

a. t=3m
b t=—-7x
c.t=-3%

2. Respondan: ;pueden distintos valores de ¢ determinar el mismo punto terminal?
Si su respuesta es afirmativa, citen al menos dos ejemplos.

Puntos terminales de numeros reales particulares.

e NI AYA 1))

Ay t=n/d 1. Calculemos el punto terminal P(x,y) parat = §. Dicho punto esta a la misma
distancia desde (1,0) que de (0, 1) a lo largo de la circunferencia unitaria (ver
figura al margen).

a. Puesto que la circunferencia unitaria es simétrica respecto a la recta y = «x

(¢por qué?), deducimos que P(x,y) estd en la recta y = x. P sera el punto
de interseccion entre la circunferencia de ecuacion............ccceeveeveruennnn. y la
recta de ecuacion...........c.ce.e..... , en el primer cuadrante.
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b.

C.

Determinen las coordenadas (x, y) resolviendo las ecuaciones de la recta y
la circunferencia conjuntamente siguiendo el esquema siguiente:

Por lo tanto el punto terminal determinado por ¢ = 7 es P(....,....).

2. Para obtener los puntos terminales determinados por t = 7/6 y t = /3 pueden
utilizarse métodos similares.

(4, \3/2)

Puntos terminales para
valores notables de ¢

a.

b.

Completen la siguiente tabla:

Punto terminal
[t | determinado por ¢
0 G
s o)
* ——
* o)
* ——

Comprueben los resultados del inciso anterior comparando con la figura del
margen.

e NG (G (0N

Obtengan el punto terminal determinado por los siguientes valores de .

1.

2.

3.
4,

t:

—7/4

Sugerencia: Observar simetrias en una circunferencia unitaria, y tener en cuenta los
signos de las coordenadas de los puntos en cada cuadrante.

= Definicion de las funciones circulares

| Definicion |

Dado un numero real ¢ y su punto terminal P(z, y) sobre la circunferencia unitaria. A
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partir de las coordenadas de P definimos las funciones:

sent = vy
cost =
sent
tant = L4 = -
T cost

Dado que estas funciones "trigonométricas" pueden definirse en términos de la circun-
ferencia unitaria, las llamaremos funciones circulares.

p sen(t)

1

En la figura se sefalan los valores de sen ¢ y cos ¢ para un arco ¢ dado.

EeeeesesEEEEEEEEEEEeeeeeeesseseeeeeeeesessssmsmn . ACTIVIDAD

Completen la tabla siguiente (la segunda fila estd completada a modo de ejemplo):

’ \ sen t \ cost \ tant ‘
1 V3 V3
2 2

SEINEISEIYE R E=] R

e e A IN G (G (0N

1. Determinen los valores de las funciones circulares de cada uno de los siguientes
valores de t:

_ I
a. t= 3

_ _5
bt =3¢

2. Vemos que, mientras las funciones seno y coseno estan definidas para cualquier
valor de ¢, la funcién tangente requiere que la coordenada z del punto terminal
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determinado por ¢ sea diferente de 0.

a. (Para qué valores de ¢ ocurre que la coordenada x del punto terminal es 0?

b. ;Cual es el dominio de la funcidén tangente?

Valores de las funciones circulares

Para calcular valores de las funciones circulares, primero debemos tener en cuenta su
signo, que depende del cuadrante en el cual se encuentra el punto terminal determi-
nado por t.

Por ejemplo, si a ¢ le corresponde un punto P(z,y) en el tercer cuadrante, se tendra
(puesto que ambas coordenadas de P son negativas):

y = sent < 0
z = cost<O0

Y~ tant>0

T

e D S ) (G (O]

1. Completen el cuadro con + 6 con - :

1° cuadrante | 2° cuadrante | 3° cuadrante | 4° cuadrante

sent
cost
tan t

2. Determinen los valores de:
a. cos (2)
b. tan (—7%)

C. sen %71’

Hasta ahora hemos podido hallar los valores de las funciones circulares para ciertos
valores de ¢, pero (Coémo podriamos hacerlo para un ¢ cualquiera, por ejemplo ¢ =
1, 5? Bueno, para eso estan las calculadoras que suministran esos valores con bastante
precision (la unica precaucion es tener las calculadoras en modo RAD).

Cuando recurramos a la calculadora para hallar valores de las funciones circulares,
usaremos la notacion 7 ~ ” que indica que el nimero propuesto es un aproximacion
del valor buscado. Por ejemplo:

sen (2.2) ~ 0.808496...
cos(1.2) 0.36236...

12
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Observacion importante:
Veamos la relacion entre las funciones circulares de ¢ y de —¢. Usando la figura

vemos que:

sen (—t) = —y=—sent

cos (—t) = x=cost

tan(—t) = Y~ _tant
x

e NG (G (0N

Usen las propiedades anteriores de las funciones circulares para determinar cada uno
de los siguientes valores:

1. sen (—%)

2. cos (—7%)

La identidad fundamental

Las funciones circulares estan relacionadas segun la siguiente identidad fundamental
(recuerde que el seno y el coseno de un numero son las coordenadas de un punto sobre
la circunferencia unitaria):

sen’t + cos®t = 1

En la misma, dividiendo por cos? ¢ se obtiene una expresion del cuadrado de la tan-
gente en términos del cuadrado del coseno:

sen’t 1 = 1
cos2t cos2t
9 1
tan“t = 57—
cos“t

Estas relaciones permiten determinar unas funciones circulares en términos de otras.

ETEM P L O s

Sabiendo que tant = —2 y que el punto terminal de ¢ esta en el cuarto cuadrante, de-
termine el valor de sen ¢. Dividiendo la identidad fundamental por sen? ¢, se obtiene:
1 B 1
tan?t sen2t
tan?t + 1 _ 1
tan? ¢ - sen2t
tan®t 9
= sen’t

tan?t + 1
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Sitant = —2, tendremos:
2 (—2)* 4
t fr— —
sen T4 (=2 5
4
sent = 44/=
5

Puesto que se trata de un punto en el tercer cuadrante, el seno debe ser negativo. Por
lo tanto:

4 2 2v5

5 V5 5

sent = —

= Graficas de las funciones circulares

Esta seccion estara dedicada al estudio de las graficas de las funciones circulares. Las
primeras en ser estudiadas seran las graficas de las funciones seno y coseno.

e .\ B A 1D).ND]

1. (Qué longitud tiene la circunferencia unitaria?

2. Supongamos que el nimero real ¢ determina el punto P(x,y). {Qué punto deter-
mina el namero real ¢ + 27?

| Definicion |

Las funciones circulares tomaran sus valores en forma periodica

sen(t + 2nw) = sent
cos(t +2nmw) = cost

para cualquier n entero. Por lo tanto, se dice que estas funciones son funciones pe-
riédicas de periodo 27.

Asi, las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de longitud
27. Para trazar sus graficas primero esbozamos la grafica en un periodo (0 < t < 27).

e .\ B A 1D).ND]

Recuerden que sent es la coordenada y del punto terminal P(x,y)

1. (Cdémo varia la coordenada y del punto terminal conforme aumenta ¢?
2. (Cuadl es el valor médximo y minimo que toma la coordenada y?
3. Sisent es la coordenada y del punto terminal P(z,y), /cost qué representa?

4. Teniendo en cuenta sus respuestas anteriores completen la siguiente tabla:
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t sent | cost
/2 1

T -1
3r/2

2w 1

5. Hagan un bosquejo de las graficas de las funciones seno y coseno para 0 < ¢ <
2.

Para trazar las graficas con mayor precision, en la siguiente tabla se encuentran otros
valores de sent y cost, y con la ayuda de una calculadora podriamos obtener aun mas
valores.

i lol ® | ® | 2| b | Tm | 4m ) bro) 1w
6 3 3 6 6 3 3 6

. 1 V3 | V3 1 1 V3 V3 1

sint | 0 — -— | == Z _Z _Ye2 | Y2 _ =

2 2 2 2 2 2 2 2

V3|1 1| V3] V3 1 1 | V3

cost | 1| — — | X2 = _Z - v
2 2 2 2 2 2 2 2

Utilizando el hecho que las funciones sen ¢ y cos ¢t son periddicas con periodo 27, con-
tinuamos el mismo patrén tanto a la derecha como a la izquierda para todo intervalo
sucesivo de longitud 27.

15 -

sen(?) 1
0.5 +
o 5 4 - s 3\7
of L
Ll
1.5 —~

ACTIVIDAD

1. A partir de las graficas del sent y cos t, grafiquen las funciones —2sent, 2 cost,
sent  cost

2’ 2

2. ¢(Cual es el valor minimo y maximo que toman las funciones graficadas? ;Qué
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efecto produce en la grafica la multiplicacién por 2, —2,1/2y —1/2?
3. (Cuadles son los ceros o raices de estas funciones?
4. (En qué intervalos son positivas? ;Y negativas? ;Cudndo crecen y decrecen?
5. (Qué aspecto tendran las graficas de las funciones Asenty B cost?

6. (Y las funciones —Asenty —B cost?

| Definicion |

En general para las funciones

y = Asent

y = Acost
al namero |A| se lo llama amplitud y es el valor méas grande que toman estas fun-
ciones.

Nos dedicamos ahora a ver qué ocurre si multiplicamos por una constante w el ar-
gumento del seno y del coseno. Esto es, teniendo en cuenta que y = Asent e
y = Acost tienen un periodo 27 las funciones

y = Asenwt
y = Acoswt

(Qué periodo tendran?

Consideremos en primer lugar la funcion seno. Si la funcién sent se repite cuando
t =T = 27 (T un periodo), la funcion sen wt se repetird cuando cumpla un periodo
t = T es decir cuando w7’ = 27. De manera que el periodo de sen wt sera:
A
w
Observemos que 7' = T" paraw = 1.

Lo mismo vale para la funcion cos(wt), y para las funciones A sen(wt) y A cos(wt)

ETEM P L O s

(Cuanto debe valer w para que la funciéon sen wt tenga periodo 365?

De acuerdo a lo que vimos, debe cumplirse que
7= 2T
w

Queremos que 7”7 = 365. Por lo tanto:

2
365 = &
w
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O sea:
_ 2m
, 365
y nuestra funcién de periodo 365 resulta:
27 ¢
sen —
365

e D D N (G (O]

1. Determinen la amplitud y el periodo de las siguientes funciones
y = 4cos3z
9sen”
= —2sen—
Y 2
2. Dadas las funciones sen z, sen(xz — 7/3) y sen(z + 7/3)

a. (Cuales son los ceros o raices de estas funciones?
b. (En qué intervalos son positivas?
c. (Cuando son crecientes y decrecientes?

d. A partir de la grafica del sen x utilizando lo que conoce de traslacion de
curvas, grafiquen sen(z — 7/3) y sen(z + 7 /3). Comparen su resultado con
lo calculado en los puntos anteriores.

La funcion tangente

Hemos definido a la funcion tangente, para = € R:

tanx =

si cosx # 0
CoS T

EeeeeeeeEEEEEEEEEEEeeeeeeeeeesseeeeeeesesssmmsn . ACTIVIDAD

1. ;Cual es el dominio de f(x) = tan a?
2. (Cuadles son los ceros de la funcion?

3. Con los datos encontrados bosquejen un dibujo de la funcién en el intervalo
[—m, 7).

4. (Es una funcion periddica? En caso afirmativo bosquejen el dibujo de la funcion
para todo su dominio.

= Las derivadas de las funciones circulares

Admitiremos que las funciones circulares son continuas en todo su dominio. Para el
seno y el coseno, el dominio es toda la recta; mientras que para la tangente es necesario
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excluir los valores donde se anula el coseno (hemos visto que esos valores son todos
b , .
los x de la forma 3 + k7 donde k es un numero entero cualquiera).

EeEEEEEEEEEEEEEeeessssessssseseseesssssssss | JERCICIOS

1. Muestren que las discontinuidades de la funcién tangente son inevitables estu-
. i . . sen
diando los limites lim tanz = lim

x~>%+kﬂ' za%{»kw COS T

para k entero.

2. Muestren que la tangente tiene asintotas verticales en —7/2 y 7/2 y estudien el
comportamiento asintotico. Generalicen a todos los x de la forma 7 + k7 con k&
entero.

3. Comprueben lo anterior graficando con Maple a la funcion tan(z) (usen la op-
cion discont=true).

e NG BAYA 1D):ND)
Un limite importante

Tenemos el proposito de estudiar el siguiente limite:

sent

lim
t—0 ¢
Respondan:

1. ;Puede el limite anterior calcularse por evaluacion directa?;Por qué?

sent  sen(—t)

2. Notando que = discutan la validez de la siguiente afirmacion:
. sent . sent
lim = lim
t—0 ¢ t—0+ 1

. sent .
3. El cociente —— compara el seno del arco ¢ con la longitud de ese arco. Para

valores pequefios de la longitud del arco, ;como le parece que es el cociente?
Intente obtener una respuesta grafica y numéricamente.

o,y)

Consideremos ahora un arco de longitud ¢ que pensamos pequefia. Miremos el

sen(?) dibujo al margen.

4. Mirando los dos triangulos rectangulos apoyados sobre el ¢je de las abscisas (que
son semejantes) muestren que la segunda coordenada del punto ) es y = tant.

5. Comprueben (comparando las areas de los dos triangulos rectangulos y la del
sector circular determinado por el arco ¢ en el dibujo) que vale la desigualdad

sent.cost <t < tant

6. Como t es un numero positivo y pequefio tenemos que sen ¢ > 0, y por lo tanto
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la desigualdad anterior puede dividirse por sen ¢, obteniendo:

7. ¢Cual es el limite cuando ¢ — 0 del término de la izquierda en la desigualdad
anterior? /Y el limite cuando ¢ — 0 del término de la derecha?

. . . . t
8. Envista de lo anterior ;Cuénto vale lim ——?
z—0sent

. .. . . sent
9. (Qué propiedades de los limites aseguran, usando el punto anterior que thn% —~

=1?

Como conclusion de la Actividad anterior, enunciamos el Teorema siguiente:

I Teorema |

sent
m _
t—0 t

EJERCICIOS

Determinen los siguientes limites (pueden usar, si corresponde, que las funciones cir-
. . . senx
culares son continuas en sus dominios y que hr% — =1).
r— €T

1. lim 222
z—0 bx
3t
2. hmsen
t—0 t
tan
3. hn}r 1
ol A
tan
4. 1
z—0 4x
sen 8x
5.
z—0 9z
2
sen”
6. 1
x—0 x

La derivada de la funciones seno y coseno

Estamos ahora en condiciones de determinar las derivadas de las funciones seno y
coseno. Concretamente, se tiene el siguiente Teorema:
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I Teorema |

[senz] = cosz

[cos z]’ —senz

Demostracion.

Ya sabemos que la derivada de una funcion es el limite del cociente incremental
cuando el incremento tiende a 0. Construyamos el cociente incremental de la fun-
cion seno en un valor z y con un incremento h.
sen (x + h) —sen x
h
si usamos la formula (conocida para dngulos, y valida también para numeros) del seno
de una suma:

sen (x +h) =senx - cos h+sen h - cosz
y lo reemplazamos en el cociente incremental:

sen (r+h)—senz  senw-cos h+senh-cosx —senz
h N h N
(cos h—1) sen h
= ———senx+ CosST

h
en la expresion anterior, el segundo sumando tiende a cosz cuando » — 0. En el
primer sumando, necesitamos calcular
lim
h—0 h
que es - en principio- indeterminado. Si multiplicamos por (cos h+1) en el numerador
y el denominador obtenemos:

cos h—1

lim (cos h—1) — lim (cos h —1)(cos h+1) _
h—0 h h=0 h(cos h+1)
. cos?h—1
= lim———— =
h—0h(cos h+ 1)
. —sen?h
= m-——— =
h—0h(cos h+ 1)
tiende a 0
~
. sen h —sen h 0
= lim . =
h—0_ h (cos h+1)
——
tiende a 1 tiende a 2
En consecuencia:
[senz] = lim sen (¢ +h) —senz
h—0 h
. (cos h—1) . senh
= senzxlim-— 4+ cosxlim —— = cosz
h—0 h h—0 h
—_————
tiende a 0 tiende a 1

Hemos demostrado que la derivada de la funcion sen z es la funcion cos x.
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Para la derivada del coseno, la identidad:

cosx = sen(— —x)

senz = cos(= —x)

NNy

puede comprobarse facilmente a partir de observar las graficas conjuntas de ambas
funciones:

\
\\sen(t)

derivando obtendremos:

[cosz] = [sen(g - :c)}l = cos(g —z)-(=1)=—senxz

e D S N (G (O]

1. Usando las derivadas del seno y el coseno y la regla del cociente muestren que:
1

cos? x

[tanz] =
2. Calculen las derivadas de las funciones siguientes:
a. y =tan3zx
b. y =3tanx
c. y=tandz
3

d. y=tanx
e. y = sen(sen(z))
£ y=sens

x
g. f(u) = sen(u cos )
h. h(t) = tan?(#3)

i. y = y/cos(sen?(x))
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= Las funciones circulares inversas

En esta seccion trataremos el tema de en qué condiciones las funciones circulares
admiten una funcién inversa. Comencemos con la funcion sent. En primer lugar, y
como consecuencia de la definicion misma, tenemos que:

Imagen(sent) = [—1,1]

La cuestion de la funcién inversa se puede plantear entonces a partir de la siguiente
pregunta. Dado un y en el intervalo [—1,1] jexiste un ¢ tal que sent = y? Por

ejemplo, siy = —5 (Como encontramos un ¢ tal que sent = —5? Si pensamos en el
. . , . 1
proceso de construccion de la funcion seno, habria que mirar a —5 como la segunda

. L . 1
coordenada de un punto P sobre circunferencia unitaria. Esto es, si P(z, —5) debe

ser: )
1
2
—Z) =1
x +< 2)

3
-

como se ve claramente en el grafico al margen.

de donde:

En principio entonces existirian dos arcos digamos t; y to para los cuales se verifica

1 . . o
sent = — 5 Pero no debemos olvidar que el seno es una funcion periddica, de manera

que la misma ecuacion verificaran t1 + 2km y to + 2k7. Lo mismo ocurrira para
cualquier valor de y comprendido entre -1 y 1.

Volvamos a nuestra discusion en la pagina 101 sobre la existencia de inversas. La
condicion suficiente para que una funcién admita una inversa en un intervalo I es
que en ese intervalo no existan puntos distintos con la misma imagen. Y para eso
La funcién sen t es creciente en el basta que la funcidn sea creciente o decreciente en I. Para la funcion seno, entonces,

intervalo [—m/2, 7 /2] necesitamos un intervalo con esa caracteristica. Observando la grafica al margen,

. . m™ T
vemos que sen t es creciente en el intervalo {— 5 —} .

2
arcsen(?)
y 151 ; Podemos afirmar entonces que existe una funcion inversa para sen t, que llamaremos
L ,/ arco seno de y y denotaremos arcsen(y) que verifica lo siguiente:
/o~ sen(f) ® arcsen(y) estd definida en el intervalo [—1,1]
0.5 % . . T
ST e arcsen(y) es un valor perteneciente al intervalo [—5, 5}
; ; ; ; ; ; e Paratodo y € [—1,1] se tiene sen(arcsen(y)) = y
-5 -1 05 0.5 1 1.5 ™ T .
p e Paratodot € [—7, f} se tiene arcsen(sen(t)) = ¢
/057 2°2
7
a 14 La grafica de arcsen(y) es, por supuesto, la simétrica de la grafica de sen(t) respecto
/ de larectay = t.
I -1.5+

Una discusion similar permite definir a la funcion arco coseno. Los pasos se detallan

Las graficas de y = sent y de
y = arcsent



en la siguiente Actividad.

1.

La funcion cost es decreciente en [0, 7]

———————————————sn. ACTIVIDAD
a. Observando la grafica de la funcion coseno, comprueben que es decreciente
en el intervalo [0, 7]. Verifiquenlo derivando a la funcion cost¢ y mostrando
que la derivada es negativa en ese intervalo.
Se define la funcion arccos como la inversa del coseno en el intervalo [0, 7]

(Cuales son el dominio y la imagen de arccos?
se tiene cos(arccos(y)) =

. Completen:
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se tiene arccos(cos(t)) = ......
t) y arccos(t)

e Para todo y €
e Paratodo t €
Identifiquen en la grafica a las funciones cos(

3,

14

Identifiquen un intervalo donde la funcién tangente sea creciente. Definan a la

funcién arco tangente, sefialen el dominio, la imagen y las identidades que veri-
fica en forma andloga a lo que hicimos con el arcsen y el arccos. Grafiquen con

2.
Maple a la tangente y su inversa.

siempre que y = f(t) y que f'(t) # 0

Las derivadas de las funciones circulares inversas
1

Recordemos que si f : I — .J es una funcion inversible y derivabley f~!:.J — I es

su inversa, se tiene:
1

li
1w =5
Para la funcion arcsen tendremos, siy € [—1,1] ysent =y

1

!
arcsen = —
rcsen] (1) = s =

Esta ultima expresion no es del todo satisfactoria, pues nos da la derivada en y del

arcsen en términos de la variable t. Pero ¢ e y estan vinculados puesto que y = sen t.
cost = /1 —sen2t. = \/1— 12

Si notamos que
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entonces obtenemos la derivada de arcsen explicitamente:

1
/
arcsen| (y) = ——
frcsen] () = — =
EJERCICIOS
1. Supongan que cost = y. Razonando como en el caso de arcsen, muestren que:
1
!/
arccos| (y) = ———=
rceos] () = ———
2. Supongan que tant = y. Muestren que:
1
tan]’ (y) = —
aretan] () = 13

(sugerencia: usen la expresion del coseno en términos de la tangente).

mmmsmmsmmmm 5.2 Exponenciales y logaritmos

= Funciones exponenciales

Una gran cantidad de situaciones provenientes de las ciencias naturales se modelan
mediante las funciones exponenciales. Una funcion exponencial tiene la forma:

f(x) =a®

donde a es un numero real fijo y mayor que 0.

Aceptaremos el siguiente teorema, que asegura la existencia de las funciones expo-
nenciales y enuncia algunas de las propiedades de las mismas:

I Teorema |

Dado a > 0 existe una funcion continua y derivable cuyo dominio es toda la recta
real llamada funcién exponencial de base a, que denotamos como a” y que tiene las
siguientes propiedades:

1. a®tY =a® - a¥
2. (a-b)" =a® - b*

3. (a*)¥ = a®¥

e RN (G (0N
1. Supongan que n es un nimero natural. Completen:
a® = a-a-..-a
———

nveces



La grafica de y = 2
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p , . , .. D
2. Supongan ahora que — es un numero racional ;Cual es el significado de a < ?
q

3. Consideren a = 2. Tenemos entonces la funcidon exponencial de base 2:

flz) =27
a. Completen la tabla siguiente:
x 3/4 0[3|01]125|—-23|03]|1]10
2% por definicion 23/4

27 seglin el exponente | v/23

2% aproximado 1.68..
por calculadora

b. Ubiquen los valores anteriores en la grafica de 2” al margen.

Estudiaremos a continuacion algunas de las propiedades mas importantes de las fun-
ciones exponenciales y trataremos de describir la forma de sus gréficas.

En todo lo que sigue llamaremos f(x) = a” donde a serd un numero fijo, mayor que
0.y distinto de 1.

Positividad

e Cualquiera sea x se tiene que a® > 0.

En efecto, usando las leyes de los exponentes se tiene que a® - a~* = a’ = 1, y por
lo tanto a® es siempre distinto de 0. Por otro lado, a* = (a*/?)? > 0 por ser un
cuadrado.

Ecuacion fundamental

Si bien por el momento no podemos dar una expresion para la derivada de la funcion
exponencial f(x) = a” si escribimos el cociente incremental y usamos las leyes de
los exponentes encontraremos una importante relacion entre la funcion y su derivada.
Veamos, el cociente incremental en un x cualquiera es:

flx+h)—f(z) a*t"—a® Lat—al Lat—1
= =q =q
h h h h
Por lo tanto:
h h
/ T 2@ -1 _x1: a —1 o x el
fi(z) = lima = a lim —— = a*f'(0)

Esta ultima igualdad nos dice que el valor de la derivada de una funcién exponencial
es proporcional al valor de la funcidn, siendo el coeficiente de proporcionalidad la
derivada de la funciéon en z = 0.

Para que no se nos olvide, enunciaremos esta propiedad:

| Teorema |

Sea f(x) = a” una funcidn exponencial. Entonces la funcion satisface la siguiente
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A
o .
le
P >
0 1

Sia > 1 la funcion a” es creciente
A

Sia < 1 la funcion a” es decreciente

FUNCIONES TRASCENDENTES

ecuacion:

Si bien no conocemos el valor de f/(0) (que dependera de la base a y que calculare-
mos mas adelante), la propiedad anterior nos permitird obtener una gran cantidad de
informacion acerca de la funcién y sobre la forma de sus graficas.

Crecimiento y decrecimiento

Puesto que a” es positivo el signo de la derivada dependera del signo de f(0). Note-
mos que necesariamente f'(0) # 0, pues de lo contrario se tendria f/(x) = 0 para
todo x y f(x) seria constante.

Bien, hemos establecido que la derivada de a” es no nula, y siendo continua, conser-
vara su signo. Por lo tanto la exponencial serd o bien creciente o bien decreciente en
toda la recta. Aunque desconozcamos casi todo sobre los valores de la exponencial,
hay algo que siempre sabemos: su valor en 0 y su valor en 1. En efecto:

f(0)=a"=1 f)y=da'=a

Entonces si a > 1, resulta 1 = f(0) < f(1) = a, y f(z) es creciente. De la misma
manera, si @ < 1, f(x) resulta decreciente. Resumiendo:
e Sia>1, f(xr) = a” esuna funcidn creciente (estrictamente).

e Sia <1, f(x)=a” esuna funcidn decreciente (estrictamente).

Concavidad

Usando la ecuacion fundamental

y derivando:

(@) = [£'0) - f@)]) = ['(0).f"() = f'(0) - f(0)-f () = (f(0))" - f(x)

Lo cual nos muestra que la derivada segunda de la exponencial es siempre positiva.
Por lo tanto:
e La grafica de una funcion exponencial es siempre concava hacia arriba.

Comportamiento en el infinito

Vamos a estudiar primero el caso @ > 1. Vamos a probar que lim a* = +o0.
r— 400

Consideremos un = > 0 cualquiera, como la exponencial es una funcioén derivable

en toda la recta, podemos usar el teorema del valor medio en el intervalo [0, z] . De

acuerdo con ese teorema, existira un ¢ perteneciente al intervalo abierto (0, z) tal que:
a®—a® a® -1

= = f'(¢)

T x

A su vez, la derivada de la exponencial es creciente (puesto que f” > 0) y por lo tanto
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podemos afirmar que:
a® —1

— 1'(e) > £'(0)
y como = > 0 podemos multiplicar la desigualdad anterior por z :
a®—1 > f(0)x
a® > f(0)z+1

Por lo tanto, cuando @ > 1 la exponencial estd por encima de la funcién lineal de
pendiente positiva f’(0).z + 1, que tiende a +oo cuando  — +o0.

Sigamos con a¢ > 1, y veamos el comportamiento en —oo.

1
lim ¢* = lim ¢ = lim — =0
T— —00 x— 00 r—-+o00 qF
. 1
Veamos ahora el caso 0 < a < 1. Usemos que si a < 1, entonces a~! = — > 1. Por
a
lo tanto:
: / 1 | 1\ ° 1\*
lim ¢®* = lim (- = lim (-] =0
4 2 0 2 x 4 z—+00 r——+00 <a> T——00 <a>
—x xr
Para a > 1la graﬁca dela exPonen01al a lim a® = lim = — lim - = 400
esta por encima de la grafica de z——00 z——0c0 \ @ z—+oo \ @
y=f(0)z+1 _
Resumiendo:
e Sia > 1setiene: lim ¢ = 400
r——+00
lim «®* = 0
r— —00
e Sia < 1 setiene: lim o* = 0
r— 400
lim a® = +o0
Tr— — 00

En vista de los limites anteriores podemos afirmar que la imagen de una funcién expo-
nencial a” es el conjunto de los niimeros reales estrictamente positivos: {y € R,y > 0}
cualquiera sea la base a > 0.

Graficas

Podemos describir esquematicamente las graficas de las funciones exponenciales

=)
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= El namero e

y
4+ y=¢"
2 4+
-4 2 2 i 4

La graficade y = e”

e .\ B A4 1D):ND]

La ecuacion fundamental nos dice que, para una funcion exponencial f(z) = o la
derivada es un multiplo constante de la funciéon. Esa constante depende inicamente
de la base a. Lo expresamos asi:

[a‘”]' =k,a"

1. Sabemos que k, = f’(0). Para un a particular, podemos estimar numéricamente
el valor de k,. Por ejemplo, para a = 2

oh _ 1
h

Hagan una tabla con valores de i cada vez mas pequefios y den una aproximacion
para ko con dos decimales.

kg = lim
h—0

2. Hagan lo mismo para ¢ = 3, dando una aproximacion de k3, también con dos
decimales.

3. Lo hecho en los puntos 1 y 2 nos dice:
0.69 ~ ko < k3 ~1.09

4. Considerando que ésas son las pendientes de las tangentes a las graficas de 27 y
de 3% por el punto (0, 1) discutan la siguiente afirmacion: "debe existir una base
e comprendida entre 2 y 3 de manera que la pendiente de la tangente a la grafica
de e” por el punto (0, 1) sea exactamente 1". Estimen ese valor con 2 decimales
correctos.

Aceptaremos en vista de la actividad anterior, la existencia de un nimero que llamare-
mos e para el cual se verifica:
e -1
lim

=1
h—0 h

Por lo tanto la funcion exponencial de base e tiene la siguiente propiedad fundamental:

] =

En materias posteriores se mostrard cdmo se consiguen aproximaciones de e con la
precision que se quiera. Por ahora demos una aproximacion de e con cinco decimales:

e~ 2.71828

A la funcién exponencial de base e se la llama simplemente "funcion exponencial".

e NG (G (0N

1. Den la ecuacion de la recta tangente a f () = e® por el punto de abscisa 0.

2. Deriven:

a. y = 2xe”
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b. y=¢"
C. y — esena:
d. y = cos(e”)

= La funcion logaritmo natural

e e NI AYA 1))

En una experiencia de laboratorio, si se cultiva en un medio nutriente adecuado una
clase de bacterias, la poblacion de las mismas en el cultivo se triplica cada 2 horas. El
cultivo se inicia con 500 células.

1. Den una expresion para la cantidad de células en el cultivo al cabo de 2n horas,
donde n es un nimero natural.

2. Den una expresion de la cantidad de células en el cultivo al cabo de n horas, con
n natural.

3. En general, para t > 0 ;Cual sera la expresion del numero de células en el cul-
tivo? Por ejemplo cuantas células habra 20 minutos después de haber comenzado
la experiencia?

4. En determinado instante se observa el cultivo y se estima que en el mismo hay
6 x 105 células ;Como harian para estimar el tiempo transcurrido desde el inicio
de la experiencia?

5. En general ;qué ecuacion hay que resolver para determinar el instante en el que
la cantidad de células alcanza un nimero dado N > 500? Esa ecuacion ;siempre
tiene solucion? Justifiquen.

Ecuaciones como la de la actividad anterior, en las que la incdgnita esta dentro de
un exponente requieren, para ser resueltas, de una operacion que permita (en algun
sentido que precisaremos) "despejar" exponentes. Trabajaremos primero con la base
e pero las herramientas que desarrollaremos permitiran tratar con una base cualquiera.

El problema de resolver, para un valor y dado la ecuacion:
e’ =y
no es ni mas ni menos que el problema de la existencia de la funcién inversa que

hemos considerado en general en la pagina 101 y en particular (para las funciones
circulares inversas) en la pagina 122.

En este caso, conviene recordar lo que sabemos de la funcion exponencial f(z) = e:
e El dominio de f(z) = e” es toda la recta real.

e Laimagende f(x) = e” es la semirrecta (0, +00) .
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e Puesto que e > 1, f(z) = e” es una funcion creciente.

En vista de lo anterior, enunciamos el siguiente Teorema:

| Teorema |

La exponencial f(z) = e” admite una funcion inversa que llamaremos logaritmo
natural, y denotaremos In x. La funcion In x posee las siguientes propiedades:

1. El dominio de In x es la semirrecta (0, +00) .
2. La imagen de In x es toda la recta real.

3. Cualquieraseay > O setiene que Inz =y siysolosie? =z

Por ejemplo, como e” = 1 se tendra In 1 = 0. De la misma manera, puesto que ¢! = ¢
tendremos que Ine = 1.

La gréfica de In z se obtiene reflejando la grafica de la exponencial respecto a la recta
y=x:

y=¢"

EJERCICIOS
1. Simplifiquen las siguientes expresiones:

a. eln 7

b. e In0.3

c. In(ln(e))
d. ln(e*“’Z*yQ)
e ene—lny
f. In(e2n®)

2. Despejen y en las siguientes ecuaciones:

a. lny=2zx+4



EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 131

b.In(y—1)—In2=2z+Inx

3. Despejen k en las siguientes ecuaciones:

a. 2 =4

La derivada de In »

Puesto que el logaritmo natural y la exponencial son inversas una de la otra, tendremos
que para todo = > 0 vale la igualdad:

N _ o
que, bien mirada, es una igualdad entre dos funciones. Si las funciones son iguales,
iguales seran sus derivadas:

[61n w]/ _ [x]/
el miembro derecho es, obviamente, igual a la funcidon constante 1. Usamos la regla
de la cadena para derivar el miembro izquierdo:

[elnm]/ =" lnz]) =2 [Inz]

Obtenemos la siguiente igualdad:

z-[Inz] =1
ycomoz > 0:

1
Inz] = =
na] =~

e IO (G (0N

Deriven:

. y=In2x

2. y=Inz?

3. y=(lnz)?

4. y=zlhhz

5. y=In (6211”)

Propiedades de In z

Asi como la propiedad fundamental de la exponecial es transformar sumas en produc-
tos, la del logaritmo natural es la de transformar productos en sumas. Concretamente,
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Lagrificade y = Ilnx
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si £ y y son numeros positivos se tiene que:

In(z-y)=Inz+Iny

{Como demostrar esta igualdad? Bueno, alli se afirma que el In(z-y) es cierto nimero.
Por definicion tenemos:

In(zy) =Inz +Iny siysélosi eM*Hny = .y

Y, efectivamente:

6ln:erlny _ 6lnarelny =z-y

Otras propiedades de tipo "algebraico" se desarrollan en el ejercicio siguiente.

e D S N (G (O]

Demuestren las siguientes propiedades de In x

1.

2.

3.

1
In(=)=-1
n(x) nx

x
In(-)=Ilnz —Iny
)

In(a”) = zlna paratodo x y todo a > 0

Veamos ahora algunas propiedades funcionales del logaritmo natural:

Dominio: Hemos visto que Dom(Inz) = {x/xz > 0} = (0, +0c0)

Continuidad y derivabilidad: In x es continua y derivable en todo su dominio.

1 .
Crecimiento: Puesto que [Inz]' = = > 0 en su dominio, resulta que In  es una
funcion creciente en (0, +00)

17 1
Concavidad: [Inz]” = [} = —— < 0. Por lo tanto la grafica es concava
x x

hacia abajo siempre.
Signo: Inx = 0 solamente si x = 1. Como es creciente tendremos Inz < 0 en
(0,1)ylnz > 0en (1,+00).

Comportamiento en el infinito: Inx es creciente. Ademas toma valores tan
grandes como se quiera (si quiero, por ejemplo, que Inz = 10™ me basta tomar
x = e!%"), Podemos afirmar entonces que:

lim Inz = +oco
r——+00

Comportamiento en 07: Si bien In x no estd definida para x = 0, si lo estd a la
derecha de ese valor. Podemos preguntarnos entonces cual es el comportamiento
de la funcion cuando nos aproximamos a 0 por la derecha, esto es: ;Cuanto vale

lim Ina? Para verlo llamemos u = —. De esta forma, cuando z — 07 se tiene
r—0+ T

que v — +o00 . Entonces:

. . 1 .
Iim Inz= lim In—= lim —Inu=-
z—0+ u—+00 u u—+00

Grifica: ver al margen.
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La derivada de ¢”

Hemos visto que cualquier funcion exponencial f(z) = a* tiene como derivada a un
multiplo constante de la misma funcion; es mas, hemos determinado que:
[@®] = kq - a®
donde k, es la derivada de la exponencial en x = 0. Ha llegado el momento de saber
cuanto vale k,. De las propiedades del logaritmo tenemos que, cualquiera sea a > 0:
In(a®) =zlna

Si en ambos miembros tomamos exponencial:

eln(a ) — P Ina
y por lo tanto:
a® = e~ Ina
Si derivamos:
!
[*] =e*M% . Ina=Ina-a®

El misterioso k, resulta ser el logaritmo natural de la base a.

Por lo tanto tendremos:

[a*] =Ina-a®

ETEM P O s

La derivada de z*

Cuando en una funcién que incluye un exponente la variable esta solamente en la
base, se trata de una funcion potencia que se deriva asi:

[f(2)) =rf(2)"" flz)

Cuando la variable esta solamente en el exponente, se trata de una exponencial, que

se deriva asi: ,
[af(w)} = Ina-o/@ . f(z)

por lo que vimos en el punto anterior y la regla de la cadena.

Una situacion un poco mas complicada la presenta una funcion en la cual la variable
participa de la base y del exponente. Por ejemplo: z*. Para derivar estas funciones,
conviene tomar logaritmos y derivar:

In(z®) =2 -Inx

Por un lado tenemos:

Por el otro

1
[z~lnx]/:1nz+x~;:ln:r+l
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Juntando ambos resultados:

m}’

Inz+1

xwz

Y despejando [2%]’ que es la derivada que nos interesa:

1.

2.

3.

[2*] = 2"(Inz + 1)

EJERCICIOS
Calculen la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a. f(z)=a"®

b. g(u) = (vV5)

c.y=>5v"

d. r(t) = weos(®)

e. y=27

En el ejemplo anterior en el que derivamos a x® usamos un método que puede
ser util en general:

a. Supongan que f(z) es una funcidn positiva y derivable. Muestre que

I J'()

y que, por lo tanto
f'(@) = f(a) In f ()]

b. El item anterior indica una manera de encontrar la derivada de una funcion
como el producto entre la funcion y la derivada de su logaritmo natural. Por
ejemplo, Gsenla para encontrar /' en el siguiente ejemplo:

VPt
Y vzt +2z+1

Usando logaritmos, encuentren las derivadas de las siguientes funciones:

a. y=az*"!
b y= Vi

. v= (VB
d. y=(lnx)*

e. h(s) = cos(s)®
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El crecimiento de las funciones exponenciales y logaritmicas

Veremos en esta seccion que las funciones exponenciales crecen muy rapido, mientras
que las logaritmicas lo hacen muy lentamente. Como rapido y lento son conceptos
relativos, el crecimiento de estas funciones lo compararemos con el de las funciones
potencia de exponente positivo, esto es las funciones del tipo z® con o > 0. Se tienen
los siguientes resultados:

e Cualquiera sea o > 0 (en particular para valores grandes de «) se tiene:
ea:
lim — =400
r—+oo ™
esto nos dice que el crecimiento de la exponencial es mas rapido que el de cualquier
potencia de x.

e Cualquiera sea « > 0 (en particular para valores pequefios de «) se tiene:

]
lim —2 —

esto nos dice que el crecimiento del logaritmo es mas lento que el de cualquier
potencia de x.

Para una demostracion de estas propiedades véase el ejercicio opcional de la pagina
136

ETEM P L O s

1. Calculemos el limite:

. e
lim
z—toox? 4+ — 1
Tenemos:
x e’ 1
li 5 = lim — =400
z—+toogx? 4+ —1 az—toox 1 1
(I+—=—)
T x2
——
tiende a 1
2. Calculemos el limite
lim 2?2 Inz
x—0t

Aqui tenemos un producto donde una de las funciones tiende a 0, mientras que
la otra tiende a —oo . Para decidir quién gana usaremos lo que sabemos del cre-
cimiento de In z. Como ese conocimiento lo tenemos en +oo, cambiaremos la

. . . 1 .
expresion anterior haciendo v = —. De esta forma, cuando x — 07 se tiene que

x
u — +00. Asi nuestro limite queda:

. . 1.1 . 1 . Inu
lim 2?lnz = lim —In-= lim —(—Ilnu)= lim —— =0
z—0t uU—~+00 U U u—-+oou? u——+00 u?
tiende a 0

e RN (G (0N

1. Calculen los limites siguientes:
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G
a. lim —
r—+00 I
. 3x
b. lim —
z—+ooln
) e?z
c. lim —
xr——+00 1‘2
1
d.

im
z—0+xlnx

e. lim xe®

r——00

2. Estudien y grafiquen a las funciones

a. f(r)=zhz

Inx

b g(z) = —5
61

h(z) = —
¢ ha) =

3. (Opcional) Sea >0

iy e’ .
a. Muestren que la funcién f(x) = — es creciente en (v, +00)
x

xT
b. Muestren que la funcion f(x) = e—a es concava hacia arriba en (a, +00) .
x
Usen que la derivada segunda de f puede escribirse:
() :em(xQ —2ar + a? + ) zex(mfoz)2+oz
‘,L-a+2 xa+2

>0

c. Usen 1y 2 para concluir que

. € .
lim — = +o0 para cualquier a > 0
r—+oo ¥

. . Inz . .
d. Calculen el limite lim —— siguiendo los pasos:
r—+oo %
. ., Inz o
i En la expresion ——hagan la sustituciony = alnz.
x
ii Cuando x — 400 (, adonde tiende y ?
iii De a. y b. concluyan que:
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= Funciones hiperbolicas

Como una aplicacion de las funciones exponenciales mencionaremos a las funciones
hiperbdlicas. Las definimos:

| Definicion |

El coseno hiperbélico se denota cosh y se define como:

X —T
cosh(z) = €T
2
El seno hiperbélico se denota senh y se define como:
et —e ”
senh(z) = —

e A S N (G (O]

1.

Muestren que la derivada de cosh(z) es senh(x) y que la derivada de senh(x) es
cosh(x).

Hagan un estudio de las funciones senh y cosh y dibujen una grafica de las mis-
mas.

Comprueben su estudio graficando a las funciones con Maple

Prueben la siguiente identidad:
senh?(x) — cosh?(z) = —1

Usen 4. para mostrar que un punto de coordenadas (cosh(t), senh(t)) estd sobre
la curva de ecuacién y?> — 22 = —1. Esta tltima curva es una hipérbola. Usen
Maple para graficar esa hipérbola.

Muestren que senh(z) es una funcion inversible en toda larecta. A la inversa se la
llama "arco seno hiperbolico" y se la denota arcsenh(z). Determinen la derivada
de arcsenh.

Muestren que cosh(z) es una funcion inversible en el intervalo [0, +00). A la
inversa se la llama "arco coseno hiperbdlico" y se la denota arccosh(z). Deter-
minen la derivada de arccosh.
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Capitulo 6

Funciones vectoriales

s 6.1 Vectores en el plano y en el espacio

En este capitulo veremos de qué manera las ideas y conceptos que hemos desarrollado
hasta ahora — fundamentalmente el de la derivada como herramienta para tratar el
cambio de una magnitud — pueden extenderse a una clase mas amplia de funciones:
las funciones a valores vectoriales.

Para ello, estudiaremos unos objetos nuevos llamados vectores, cuya importancia se
debe a que permiten la descripcion matematica de algunos modelos fisicos fundamen-
tales. Las fuerzas, las velocidades, las aceleraciones son algunas de las magnitudes
cuya representacion matematica se expresa vectorialmente de manera natural y util.

= Vectores y desplazamientos

Los vectores, o mas precisamente el llamado calculo vectorial, constituyen el lenguaje
apropiado para tratar con magnitudes tales como velocidades, fuerzas, flujos y otras
de gran importancia para la Fisica y la Ingenieria. Por lo tanto, comprender co-
rrectamente la idea de vector y desarrollar las habilidades para expresarse y operar
vectorialmente es fundamental para los estudiantes de Ingenieria.

Entre las diversas nociones que pueden representarse vectorialmente, elegiremos para
comenzar nuestra discusion al desplazamiento. El desplazamiento, ya lo hemos visto,
es una idea asociada al movimiento de un objeto. Mds precisamente, si un objeto se
mueve en el tiempo su desplazamiento entre dos instantes dados es el cambio de su
posicién entre esos instantes.

Ahora bien, es sencillo describir un desplazamiento sobre una recta en la cual hemos
elegido una unidad y un sentido; en ese caso, un desplazamiento esta dado por un
numero. Por ejemplo un desplazamiento de —2 significa un movimiento de dos
unidades en el sentido contrario al elegido como positivo; mientras que un desplaza-
miento de 5.30 significa un movimiento de 5.30 unidades en el sentido elegido como
positivo. Notemos que podemos describir desplazamientos sin necesidad de establecer
un origen .

Pasemos ahora al plano. Dos puntos en el plano, digamos A y B definen un desplaza-
miento d ;Como? De la manera obvia: es el cambio en la posicion de un objeto que

' Sin embargo, para establecer la posicién de un objeto es necesario contar con un punto de referencia u
origen.
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B
d
A
El desplazamiento d —AB definido por A
y B

A

bra=d,

—_— —
Las flechas AB y C'E representan al
mismo vector d

FUNCIONES VECTORIALES

inicialmente se encontraba en A y finalmente se encuentra en B. A ese desplaza-
. . . - r

miento se lo indica d = AB y se lo representa graficamente como una flecha con

punto inicial en A y punto final en B.

e e NI BAYA 1D):ND)

1. En la situacion anterior, un objeto que se encuentra en un punto C' distinto de A
—
(Dénde fué a parar si su desplazamiento fue AB? Respondan graficamente.

—

2. Supongan que A(1,—1) y B(3,0) y consideren el desplazamiento d = AB.
Respondan a las siguientes cuestiones:

a. Un objeto se encuentra inicialmente en C(4,0) ;Dénde va a parar si se
—
desplaza en AB ? Dibujen.

— —
b. Si D(6,1) (Es correcto afirmar que AB = C'D ? Controlen su respuesta.

. - - .
c. (Como puede saberse si AB = CD a partir de las coordenadas de A, B, C'
yD?

3. De la pregunta anterior puede concluirse que distintos segmentos orientados (o
"flechas") pueden definir el mismo desplazamiento. Mas atin, dado un desplaza-
miento d y un punto A siempre es posible encontrar un punto B de manera que
d = AB. Por ejemplo sea A(0,—1) y sea d el desplazamiento: "moverse 3
unidades en la direccion que forma un angulo de 30° con la horizontal". Encuen-
tren un punto B tal que d = AB. Dibujen.

4. Sean A(2,-3); B(1,1);y O(0,0) ¢(Cudles seran las coordenadas del punto P

. - - . . .
que verifica AB = OP ? Antes de hacer ninguna cuenta, dibujen.

5. Engeneral si A(a1,as2); B(b1,b2);y O(0,0) ¢ Cudles seran las coordenadas del
—

punto P que verifica AB = OP ? Primero dibujen.

|

Supongamos que d es un desplazam_ignto ‘ﬂil plano. Por lo que hemos visto, d puede
ser representado como una flecha AB. Si C'E es otra flecha que representa a d, hemos
visto en la pregunta 2.c. que las relaciones entre las coordenadas de los cuatro puntos
deben ser:

by —ar = e —c

by —ax = ex—cy

Si llamamos dyy ds respectivamente a esas cantidades (ver dibujo), nuestro des-
plazamiento d queda completamente determinado por esos dos numeros. Esto se
indica escribiendo:

d =(dy,ds)

Los nimeros d;y ds se llaman las componentes de d; notemos que la primera compo-
nente es el desplazamiento horizontal, y la segunda componente es el desplazamiento
vertical. Notemos también que esas componentes pueden tener cualquier signo, o



B(a,tv,atv,)

A@,z) Y

El vector v = (v1,v2) reprentado con
origen en A.
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también ser nulas. Toda esta discusion nos lleva a definir un vector en la siguiente
forma:

| Definicion |

Un vector v en el plano es un par ordenado (v1, v2) de niimeros reales. A los niimeros
v1 ¥ v se los denomina, respectivamente, primera componente y segunda compo-
nente del vector v.

Un vector v = (v, v9) puede representarse por una flecha con origen en cualquier
punto A(aq,as) y extremo en B(a; + vy, as + v2) (ver figura al margen).

Reciprocamente, un par de puntos A y B del plano definen un vector que se denota
—
AB. Tal como hemos visto, ese vector escrito en componentes es:

—
AB = <b1 —al,bg —a2>

e RN (G (0N

. — — —

1. Aunvector v = (v, vs) loescribimos como AB, como CD y como OP, donde
0(0,0). Completen la siguiente tabla, en la que la primera fila ya estd completada
para ejemplificar.

<U1, 1)2) A B C D P

(I,=2) [ (0,3) | (1,1) | (4,=2) | (5,—4) | (1,—2) | DIBUJE
<57 0> (_1’ 1) ( ) ) (47 _2) ( ) ) ( ) ) DIBUJE

< ’ > ( 72) (*274) ( ’ ) (1»1) ( ’ ) DIBUJE

C, )1 C, )yl LYy, )| (0,2 (—1,1) | DIBUJE
(7, ) 2,2) |, )|, )| (32 | ( ,2) | DIBUE

2. Dado un punto P en el plano, al vector determinado por la flecha con origen en
—
0(0,0) y final en P (esto es: el vector OP ) se lo llama vector de posicion del
punto P.

a. Para cada punto A en la tabla anterior, representen el vector de posicion de
A.

b. Si un punto P tiene coordenadas (x,y) ¢ Cudles son las componentes de
—
OP?

3. Lalongitud o méduloe de un vector v = (v1, v2) se define como el namero |v| =
\/v? + v3 . Interpreten graficamente la definicion y calculen el médulo de todos
los vectores de la tabla de arriba.

4. Muestren que ‘E ‘ es igual a la distancia entre el punto A y el punto B.

5. Al vector cuyas componentes son ambas nulas se lo llama vector nulo y se lo
. — . .
representa como 0 o bien como 0. Muestren que v = 0 si y solamente si
—
|v| = 0. (Cudles son las componentes del vector AA ?




142 CAPITULO 6
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= Operaciones entre vectores

A

La suma de vectores interpretada como
desplazamientos sucesivos.

La suma de vectores segun la regla del
paralelogramo.

e .\ B A 1D).ND]

Un objeto se encuentra situado en un punto P(2, —3). Sise desplazaend; = (4,2) y
luego se desplazaendy = (1,7)

1. (Cual es la posicion final del objeto?
2. ;Como puede describirse el desplazamiento total?

3. (Qué pasa si el objeto se desplaza primero en ds y después en d;?

Suma de vectores

La primera operacion importante que estudiaremos es la suma de dos vectores. Con-
sideremos dos vectores v = (v1,v3) y W = (w1, wy) . Mostraremos tres formas de
pensar (y definir) la suma de los vectores vy wr:

| Definicion |

Algebraicamente. La suma se define componente a componente: el vector suma de

vy w es el vector:
v+ w = (v] +wy,vs + wa)

—
Como desplazamiento. Pensamos a v como un desplazamiento AB y a w como un
— -
desplazamiento BC'. La suma de los vectores sera el desplazamiento AC' .

Mediante la regla del paralelogramﬁensamo& v y w como desplazamientos con
el mismo punto inicial, digamos v = AByw =AC. Entonc.es) la suma v +w sera la
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los segmentos AB 'y AC.

Las tres formas son equivalentes, en el sentido de que la suma resulta la misma en los
tres casos. Cada una de ellas tendra ventajas sobre las otras segun el contexto en el
que estemos trabajando. Noten que la regla del paralelogramo no puede usarse en el
caso de vectores paralelos.

ETEM P L O s

Sean v = (1, —3) y w = (5, —4) entonces tendremos:
v+w= (145 -3+ (—4)) =(6,-T7)

graficamente:



/

El vector v y su opuesto -v.
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Propiedades de la suma

e Lasuma de vectores es conmutativa, lo cual dice que sin importar el orden en que
dos vectores se sumen, el resultado sera el mismo vector. Esto es evidente usando,
por ejemplo, la definicion algebraica de la suma. Simbodlicamente:

V+W=W-+V
e También la suma es asociativa; esta propiedad nos dice que podemos hacer la
suma de tres o mas vectores, a partir de ir sumandolos de a dos, sin importar
como agrupemos para hacerlo; también es facilmente deducible de la definicion
algebraica de la suma.

(Vv+w)+r=v+(w+r)
e El vector nulo 0 = (0, 0) es el elemento neutro de la suma por cuanto:
v+0=v
e Todo vector v tiene un inverso aditivo que indicamos con —v. Algebraicamente si
v = (v1,v2) definimos —v = (—vy, —v). En términos de desplazamientos si v =
AB entonces —v = BA . En la representacion de "flechas con el mismo origen"

el inverso aditivo de v esta representado por la flecha opuesta. En cualquiera de
las dos formas es claro que:

v+ (-v)=0

Producto por un escalar

| Definiciéon |
Si t es un niimero real cualquieray v = (v1, v2) es un vector, se define el producto del

numero ¢ por el vector v de la siguiente manera:
tv = (tvy, tvs)

ETEM P L O s

1. 2.(=2,3) = (2.(=2),2.3) = (—4,6)

2. Consideremos dos puntos A(a1,az2) y B(b1,b2). Dado un vector AB si escribi-
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— . . — —
mos al vector tAB con origen en A, digamos tAB = AP, entonces el punto P
esta en la recta que pasa por Ay B.

t A_B) P Puede verse como ejercicio que para cualquier punto P en la recta que pasa por
A'y B puede encontrarse un niimero ¢ de manera que
— —
B tAB = AP
A
— —
AP = tAB .
Propiedades del producto por un escalar
El producto de un niimero por un vector tiene las siguientes propiedades, que se
pueden demostrar en forma sencilla a partir de la definicion:
o lv=v
o (—l)v=-v
o {(v+w)=tv+iw
o (t+s)v=tv+sv
o (st)v =s(tv)
—eeeee—————————————————eeen. L JER CICIOS
1. Interpreten graficamente las propiedades del producto de un vector por un escalar.
C 2. Escriban las siguientes combinaciones de vectores como un solo vector:
— —
B a. AB+ BC
— —
b. CD+ DA
—_—s =
c. BC'—DC
d. BC+CD+ DA
4 D . + +

3. A partir de los vectores del dibujo, grafiquen a los siguientes vectores:

a v+w

d 2v+w
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1
e. —-V
2

f. w—3v

4. Encuentren |v|; v+ w; v —w ;2v+3w en los siguientes casos:

a. v=(2,—-1)yw=(4,5)

b. v=(6,3)yw =(0,-2)

| Definicion |

Una combinacién lineal de los vectores v y w es cualquier vector de la forma sv+tw
donde s y t son nimeros cualesquiera.

EJEMPLO

Siv=(1,-2) y w = (0,3) entonces los siguientes vectores son combinaciones
lincalesdev y w:

1.

(—1)v + 5w = (—1) (1,—2) +5(0,3) = (—1,2) + (0,15) = (—1,17)

2. 0v+2w =0(1,—2) +2(0,3) = (0,0) + (0,6) = (0, 6)

3.

(Es el vector (4, —1) una combinacion linealde v 'y w ?

e NG (G (0N

1.

Llamaremos vectores candénicos del plano (o versores en el plano) a los vec-
tores: i = (1,0) y j = (0,1). Muestren que todo vector del plano v = (vy, va)
puede escribirse como combinacion lineal de los versores i y j. Interpreten
graficamente.

Consideren los vectores v =1+ jy w =i— j. Muestren que todo vector del
plano puede escribirse como combinacion lineal de vy w.

Consideremos la situacion siguiente: Se disponen de dos tipos de mezcla de
albaiileria, la mezcla A se compone de 3 partes de arena, 1 parte de cal y 2
partes de cemento. La mezcla B se compone de 1 parte de arena, 1 parte de cal y
2 partes de cemento.

a. Sirepresentamos las proporciones en la primera mezcla con el vector va=
(3,1,2) y en la segunda con el vector vg= (1, 1, 2) (Como se interpretara
un vector que sea combinacion lineal de va y v?

b. ¢Es posible conseguir una mezcla de tipo (7/2,5/2,5) a partir de las mez-
clas disponibles? Y una del tipo (4,2, 5)?
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| Definicion |

Dos vectores vy w no nulos se dicen paralelos o colineales si uno es multiplo del
otro, esto es: si existe un nimero real o (necesariamente distinto de 0) tal que v =aw.
Si vy w son paralelos lo indicaremos v || w

EJERCICIOS
1. Determinen en los siguientes casos si los vectores v y w son paralelos:
a. v=(1,4) y w=(—2,-8)

b.v=(3,-2) y w=(6,4)
c. v=(—4,12) y w=(1,-3)
2. Los vectores v = (6,—2) y w = (1,a) son paralelos ;Cual es el valor de a?

Recordemos que el modulo o longitud de un vector v = {a,b) es el niimero

[v| = Va? + b2

3. Usando las definiciones muestren que dado un niumero « y un vector w se tiene
que |aw| = || |w|. Interpreten graficamente.

4. Un vector w se dice unitario si |w| = 1.

a. (Cuales de los siguientes vectores son unitarios?: (1,0) ; (0,1) ; (1,1) ;
<ﬁ ﬁ> (1,0 (3, 1)
2 9 9 P ) > \21 2

—
b. Muestren que si el vector AP es unitario, entonces el punto P esta sobre la
circunferencia de radio 1 y centroen A .

. w I
c. Muestren que si w es un vector no nulo entonces Tl es unitario.
W
Observaciéon: Si w es un vector no nulo entonces puede escribirse como w =

w
|w| Tl y por lo tanto todo vector w es de la forma w = |w|udonde u es
w

unitario. Al vector u lo llamamos la direccion determinada por w.

5. Encuentren las direcciones determinadas por los vectores v = (1, 1) ; w = (2,0) ;
r=(-2,0);s=(—2,-2).

6. Encuentren un vector que tenga la misma direccion y sentido que v =(1,1) y
cuya longitud sea igual a:

a. 1 b. 3 c. V5
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= Vectores en coordenadas polares

dahy

cog(t) 1

Las componentes de un vector unitario u
son de la forma (cos ¢, sent)

SEA(E)|-- o)

~

i

cog(t) 1

Todo vector no nulo v puede escribirse en
coordenadas polares: v = |v| (cost,sent)

Consideremos a un vector unitario u = (uy, u2). Se tendré |u| = \/u? +u3 = 1, de
manera que el punto P (uq,u2) es un punto de la circunferencia unitaria. Por lo tanto
(recordar funciones circulares) existira un unico numero ¢ comprendido entre 0 y 27
tal que:

u; = cost

U9 sent

De manera que un vector unitario es siempre de la forma u = (cos ¢, sen t) para algin
valorde ¢, 0 < t < 2m. Si consideramos ahora un vector cualquiera v hemos visto
en la observacion de la pagina 146, que v = |v| u donde u es unitario; en definitiva
tendremos que cualquier vector v puede escribirse en la forma

v =|v| (cost,sent) con 0 < ¢ < 27
cuando hacemos esto diremos que hemos escrito a v en coordenadas polares. Al
numero ¢ se lo suele llamar el argumento del vector v.

EJEMPLO

Escribamos al vector v = (1, 1) en coordenadas polares. Tenemos que |v| = v/12 + 12 =

V2. Por lo tanto:

1 1 2
oo 2<> _ (V2 V2
V2 V2 272
Entonces el argumento ¢ verifica:

cost =

sent =

SR

El tnico arco ¢ entre 0 y 27 que cumple con lo anterior es ¢ = /4. En consecuencia:
v =V/2 (cos /4, sen 7 /4)

EJERCICIOS

Escriban en coordenadas polares a los siguientes vectores: (2,0) ; <1, \/§> i (=1,1)

Las coordenadas polares permiten la traduccion entre distintas descripciones de un
vector. Veamos su utilidad en el siguiente ejemplo.

ETEM P L O s

1. En cierto lugar la velocidad del viento es de 30 km/h desde la direccion sudeste.
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S

Ubicamos los puntos cardinales en un
sistema de ejes cartesianos.

Por accién del viento, la avioneta se desvia
levemente hacia el Oeste y aumenta su
rapidez.

FUNCIONES VECTORIALES

Si pensamos la direccion del viento como un vector ;Cuéles seran sus compo-
nentes?

Para responder, instalamos un sistema de ejes cartesianos en el cual situamos los
puntos cardinales en la manera usual (ver al margen).

Si v es el vector que representa la velocidad del viento, por el enunciado ten-
dremos que |v| = 30. Ademas, la direccion de v es la de la bisectriz del
cuadrante I, de manera que el argumento de v serd 7/2 + /4 = 3n/4. En
consecuencia:

v = 30 (cos 3w /4,sen 3w /4) = 30 <—\2@, \éi> = <—15\@, 15\/§>

2. Supongamos ahora que una avioneta viaja rumbo al Norte a 140 km/h. ;Cual
serd el rumbo real de la avioneta y la rapidez de su movimiento, teniendo en
cuenta la accion del viento? (Con rapidez nos referimos al modulo del vector
velocidad). Si el avion tiene direccion norte y su rapidez es de 140 km/h entonces
su velocidad, pensada vectorialmente, sera:

w = 140 (cos 7/2,sen/2) = 140 (0, 1) = (0, 140)

La velocidad real del avion estara dada por la suma de la velocidad del viento v
y la velocidad del avion w:

v w = (=15V2,15v2) + (0,140) = {~15v/2,15V3 + 140)
La rapidez es el modulo de ese vector:

v+ wl =\/(—15¢§)2 + (15\/5 + 140)2 ~ 162.6 km/h

Nos falta el argumento ¢ de v + w que nos dara la direccion. Tenemos

—15v/2

cost = 1626 ~ —0.13046 =t =1.7016 6 t = 4.581 7
15v2 + 14
sent = % ~ 099147 =1t =1.44016t=1.7016

El argumento de v 4+ w es por lo tanto el arco de longitud 1.7016, que corres-
ponde a un angulo de aproximadamente 97°30’. La repuesta es coherente, el
viento hace que el avion aumente su rapidez y se desvie levemente hacia el Oeste,
como se ve en el grafico.

e NG (G (0N

Los motores de un avidon producen un empuje que da como resultado una velocidad
de 360 km/h en aire tranquilo. En un vuelo, la velocidad del viento esta dada por el
vector (20, 30)En qué direccion debera orientarse el avion para volar hacia el Norte?
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= Vectores en el espacio. Coordenadas en *

Figura 1. La representacion en el espacio
del punto de coordenadas (a, b, c).

Los planos coordenados.

ZA
'1, """""""""""" o
| A
x f
O SCALALLAIRIII I *(-1,5,-3)
_3.::: .........................
2 4
'g/ plano yz
7
ﬁ =y

De manera analoga a lo que hemos hecho para definir (y comenzar a entender) los
vectores en el plano, podemos definir el concepto de vector en el espacio tridimen-
sional. Formalmente, un vector en el espacio es una 3-upla de nimeros reales, lo que
significa una lista ordenada de tres nimeros cualesquiera:

v = <'()1,'UQ, U3>

Dada la estrecha relacion entre un vector definido por sus componentes y las coorde-
nadas de los puntos en el espacio, es conveniente repasar un poco este tltimo tema.

Un punto en el espacio puede representarse por una terna (a, b, ¢) de nimeros reales.
Graficamente esos nimeros indican las coordenadas del punto, de manera que lo pode-
mos ubicar en un sistema de tres ejes cartesianos en la forma que muestra la Figura 1
al margen.

Encuentren y anoten en la Figura 1 las coordenadas de los demas vértices de la caja
punteada.

ETEM P L O s

Si queremos ubicar el punto (—1, 5, —3) podemos, por ejemplo, proceder de esta ma-
nera: desde el origen llegamos a z = —1 sobre el eje x; desde alli movemos 5 unidades
en el sentido paralelo al eje y; por tltimo, vamos 3 unidades en la direccion paralela
al eje z, por supuesto en el sentido negativo.

Cada par de ejes: xy, xz e yz determina un plano, llamado plano coordenado. Los
mostramos en el grafico al margen.

EeesEEEEEEEEEEEEEEEEeeesesssssssssseseesssssssss | JERCICIOS

1. Ubiquen en el espacio coordenado los siguientes puntos: (3, —5,2); (8,6, —3);
(1,0,7).

2. El plano coordenado xz tiene por ecuacion y = 0 ;cual es la ecuacion del plano
xy? ¢y la del plano yz?

3. (Cual es la ecuacion de un plano paralelo al plano zy? Encuentren la ecuacion
de los planos paralelos al plano zz y de los planos paralelos al plano yz?

4. Dibujen en un sistema de ejes a los planos siguientes:

a. z=-—1
b.y=3

c.x=5H
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......................

(xU yl’ Zl) ;

d es la distancia entre P(z1,y1,21) Yy

Q(x2,y2, 22)

\

FUNCIONES VECTORIALES

5. La distancia entre dos puntos P(x1,y1,21) Y Q(x2, Y2, 22) es:
d(P,Q) = /(z2 — 21)2 + (y2 —1)> + (22 — 21)?

verifiquen la definicion anterior a partir del dibujo del margen.

6. Calculen la distancia entre Py Q:
a. P(-1,0,2); Q(1,2,-3)
b. P(5, 57 2)’ Q(lv 37 _4)

7. Una esfera de radio » > 0 que tiene centro en el punto de coordenadas (a, b, ¢)
esta integrada por todos los puntos del espacio cuya distancia al centro es igual a
r.

a. Encuentren la ecuacion cartesiana de esa esfera.
b. (Cudl es la ecuacion de la esfera de centro (—2, 0, 3) y radio 3? Dibujen.

c. (Cuales son el centro y el radio de la esfera definida por la ecuacién (z —
1?2 +y? +4y + 22 =07

s 6.2 El producto punto

= El angulo entre dos vectores

b

Segun el Teorema del Coseno:
a? =b% + % — 2bccos A

A
Recordemos el llamado Teorema del coseno. Si se tiene un triangulo ABC en el cual

las longitudes de los lados son a, b, ¢ (ver dibujo al margen) entonces:

a2 =+ - 2bc cos A

En la Actividad siguiente reinterpretaremos el teorema anterior en un contexto vecto-
rial.

e NG BAYA 1))

Consideremos dos vectores v y w no nulos y no paralelos.

1. Dibujen a esos vectores como flechas con el mismo origen.

2. Dibujen al vector diferencia w — v como una flecha con origen en el punto final
dev.

3. Si dibujaron bien ha quedado dibujado un tridngulo ;Cuales son las longitudes
de los lados de ese triangulo?

4. Considerando como angulo A al formado por los vectores v y w (Cual es la
relacion que provee el Teorema del coseno?




Dos vectores determinan, en general, dos
angulos.

w

El angulo entre los vectores
v=(1,3)yw=(2-1)
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Si a la relacion obtenida en la actividad anterior:

w = v[* = |v[* + |w|* = 2|v|[w]| cos A (1)
la escribimos en términos de las componentes de v = (v1,v2) y de w = (w1, ws)
obtenemos:

(Wi —v1)? 4 (w2 —v2)? = V2402 +w? +w —2|v||w|cos A
w? — 2wy + v + v = 2wave +ws = VP 40+ wi +wi-2|v| ‘W|COSA\
—2wivy — 2wavy = —2|v||w|cos A
wivy +wavy =  |v||w|cos A

De manera que si A es el angulo formado por los vectores tenemos:

cos A = WiV T w2z
vl |wl

EJEMPLO

Determinemos el angulo que forman los vectores v =(1,3) y w = (2, —1). Por lo
que hemos visto:
1.2 +3.(—1)
V12 +32.,/22 + (—1)2
-1 1
VATV

Las flechas que representan a dos vectores determinan, en general, dos angulos (ver al
margen). Si los vectores tienen direcciones opuestas ambos dngulos miden 7. Sino es
el caso, uno sélo de los angulos estara entre 0 y 7. A ése angulo lo llamaremos el an-
gulo entre los vectores. Por otro lado, la funcion arccos devuelve valores justamente
entre 0 y 7. De manera que:

cosA =

cos A

~ 1
A = arccos | ———=— | ~ arccos(—0.14142) ~ 1.7127 ~ 0.5457
(%) ( )

= El producto punto

Lo visto en la seccion anterior motiva la siguiente definicion

| Definicion |

Dados dos vectores v = (v1, v2) y W = (w1, wa) se denomina producto punto de v
y w al numero:

VW =01W1 + Ua2Ws

Observacién: Si bien lo hemos definido para vectores en el plano, el producto punto
estd definido de igual manera para dos vectores en el espacio (o en cualquier numero
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de dimensiones). Por ejemplo, para v = (v1,v9,v3) y W = {(wq, wa, v3) :

V- W =01W1 + V2ws + v3Wws

Todas las propiedades que se enunciaran en lo que sigue para vectores en dos di-
mensiones, seran validas (salvo indicacion expresa en contrario) para vectores en el
espacio.

De la cuenta hecha en el punto anterior cuando discutimos el angulo entre dos vec-
tores, se obtiene la siguiente caracterizacion geométrica del producto punto:

v-w = |v||w|cos A (2)

donde A es el angulo formado por vy w.

De la relacion establecida en la igualdad (1) y la caracterizacion geométrica del pro-
ducto punto de la ecuacion (2) obtenemos:

w—vPi=v+|w?-2 v-w

lo cual sugiere, por analogia con el cuadrado de un binomio, el nombre de "producto
punto" para esta operacion entre vectores.

e D S ) (G (O]

Determinen el angulo formado por los vectores v =(1,—1,0) y w =(5,3,7) . Ex-
presen el resultado en radianes y en grados.

Observemos que dos vectores no nulos v y w son perpendiculares si y solo si A=
7/2. Puesto que el dngulo A estd comprendido entre 0 y 7, la condicion A = 7/2 se
cumple si y solamente si cos A = 0. Por lo tanto tenemos la siguiente propiedad:

I Teorema |

Dos vectores no nulos v y w son perpendiculares siy sélosi v - w = 0.

Demostraciéon: Por la discusion anterior v es perpendicular a w siy solo sicos A = 0.

Como v.w
cosA = ——
] [w]

se tiene que cos A = 0siysoélosiv-w = 0.

Si los vectores v y w son perpendiculares, también diremos que son ortogonales o
normales entre si. Lo indicamos v 1 w.

Propiedades del producto punto

Supongamos que v, w y r son vectores cualesquiera y o es un niimero real. Entonces:

. vw=w-v
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2. vi(wHr)=v-wHv-r
3. a(v-w)=av-w=v. -aw
4. 0-v=0
5. vov=lv|

e NG (G (0N
1. Calculen v - w en los siguientes casos:
a. v={(l,-1);w=(-2,2)

b. v=(52);w=(-37)

c. v={(1,-1,4);w=(5,4,-3)

d v=(1,-1);w=(-2,-2)

e. v=(4,-6,—1); w=(-8,-5,-2)

2. Indiquen cuales de las parejas de vectores del punto anterior son perpendiculares.

3. Sabiendo que u es unitario, calculen v - uy w - u en cada caso (el tridangulo es
equilatero y la otra figura es un cuadrado):

W

\J

a) b)

a. v=(1,-3)
b v={(1,-1,9)
c. v=1(5-26)
d. v=(-2,8)

5. (Para qué valores de b los vectores (—6,b,2) y <b, b2, b> son ortogonales?

6. Seav = (2,—3). Consideren el conjunto de puntos del plano siguiente L =
{P :OP L v}. Gréficamente ;qué es el conjunto L? Si P(z,y) (qué condicion
deben cumplir z e y paraque P € L ?

7. Si L eslarecta que pasa por A(—1,3)y B(4,5) y Ly es la recta que pasa por A
y por C'(—3, 3) (Como harian para saber si ambas rectas son perpendiculares?
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memmmmmmmm 6.3 Ecuaciones de las rectas y los planos

= Ecuacion vectorial de una recta

ACTIVIDAD

1. Consideren el vector v = (—1,3,—2) ;Coémo describirian al conjunto de los
—
puntos P(z,y, z) del espacio tales que OP es un miltiplo de v ? Dibujen..

2. Consideremos ahora dos puntos, digamos A(2, 3, —5) y B(0, 1,2). Describan
—
por medio de una expresion al conjunto de los puntos P(x,y, z) tales que AP

—
sea un multiplo de AB ;Coémo se ve ese conjunto en el espacio? (El punto A
pertenece al conjunto? ;Y el punto B ? Dibujen.

Observacion: En relacion al punto 2 de la actividad anterior, supongamos que A 'y
B son dos puntos distintos (de R? o de R?). Si L es la recta que pasa por Ay B,
entonces un punto P estard en L si y solamente si

— —
AP =tAB
para algun valor de ¢t € R.. En particular, para ¢ = 0 se obtiene:
— — —
0.AB= 0 = AA

es decir que A estd en L. De la misma forma, parat =1 :

—_— —_—
1.AB = AB
se obtiene el punto B.
P
B
A
| Definicion |
A la ecuacion
— —
AP =tAB

se la llama ecuacion vectorial de la recta que pasa por Ay B.

Veamos qué queda si escribimos la ecuacion anterior usando coordenadas. Para ello,
supongamos que A(ay, az,as), B (b1,ba,b3) y P(x,y, z). Entonces:

AP = (x — a1,y —as,z — as)

AB = (b1 —a1,b2 —as, b3 —as)
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y nuestra ecuacion vectorial queda:
(x — a1,y —az,z—az) =t (b1 —ai,bx — az,bs — as)

igualando componente a componente:

x—ar = tb—aq)

y—ay = t(ba—ag)

x—as = t(bs—as)
y reordenando:

x = tb—a1)+a

y = t(bs —as)+ao

z = t(bs—a3)+as

éstas son las ecuaciones paramétricas de L.

ETEM P O s

La recta que pasa por A (1,—2,3) y B (5,7, —1) tiene ecuacion vectorial

— —

AP =tAB *)
donde P (z,y, z) es un punto en la recta. Si escribimos lo anterior usando coorde-
nadas:

(x—1y+2,z—3)=t(4,9,—4)
y las ecuaciones paramétricas para L quedan:

r = 4t+1
y = 9t—-2
z = —4t+3

Al vector AB = (4,9, —4) se lo llama vector director de L.

. - .
Si en general, en lugar del vector AB consideramos un vector no nulo v y un punto A
también queda determinada una recta L y la ecuacion (*) quedara:

— —
OP =tv+OA

La ecuacion anterior debe interpretarse en el sentido siguiente: un punto P esta sobre
larecta siy solamente si existe un valor de ¢ para el cual se verifica la igualdad anterior.
Al vector v se lo denomina vector director de la recta. Interpretamos graficamente la
situacion en la figura del margen.

(Como se vera la ecuacion vectorial si la escribimos en coordenadas? Para saberlo,
supongamos que v = {v1,v2,v3) , A(a1,as,a3)y P(z,y, z). Entonces tendremos:
—
OP = (x,y,2)
—
OA = <a/1’ a2, a3>

Y en coordenadas la ecuacion queda:
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<.T, Y, Z> =t <U17 V2, U3> + <a'17 asz, CL3>
Igualando componentes en la ecuacion vectorial obtenemos:

r=tvy +a;

Yy = tvg + as

z =tvg + as
El conjunto de cuaciones anterior se denomina sistema de ecuaciones paramétricas
de la recta. Para cada valor de ¢, reemplazando en las ecuaciones, se obtendran las
coordenadas de un punto sobre la recta. En particular, haciendo ¢ = 0 se obtienen las
coordenadas de A.

EEeEEEEEEEEEEEEEEEeeeeessssssssssesessssssssss | JERCICIOS

1. Encuentren la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta di-
rigida por el vector v que pasa por el punto A en los siguientes casos:

a v=(203);A(1,1,1)
b. v = (1,0,0); A(0,0,0)
c. v=(1,-2);A(-8,-5)

2. Encuentren la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta que
pasa por los puntos A y B en los siguientes casos:

a. A(1,1,1); B(2,0,3)

b. A(1,0,—4); B(—6,—1,4)
c. A(1,7);B(2,—6)

d. A(=2,5); B(1/2,7)

3. En las rectas anteriores determinen tres puntos sobre cada recta, diferentes a los
dados.

4. (Coémo harian para saber si los puntos (2,4, 7), (4,2,9) y (0,6, 5) estan alinea-
dos?
5. Rectas paralelas.
. — —
a. (Qué hay que observar para saber si las rectas L : AP =tvy Ly : BP =

tw son paralelas?

b. Determinen si las siguientes rectas son paralelas: Ly : x = 1+ 2t ; y =
T+4t ; 2=9—8t;y Lo es larecta que pasa por (—1,3,4) y esta dirigida
por el vector v = (-3, —6,12) .

c. Encuentren una recta paralela a L, que pase por el punto (1,0, —2).

6. Rectas perpendiculares

. — —
a. (Qué hay que observar para saber si las rectas L : AP =tvy Ly : BP =
tw son perpendiculares?

b. Encuentren una recta que sea perpendicular a larecta Ly : © = 1 + 2t ;
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y="T+4t ; z=9 — 8ty pase por el punto (0,—2,8).

Observacién: Para una recta dada, la ecuacion vectorial no es unica. Cualquier vec-
tor paralelo al dado y cualquier otro punto de la recta daran origen a una ecuacion
vectorial distinta, pero que define a la misma recta como conjunto de puntos en el
plano.

e NI A 1))

Lo anterior puede aprovecharse de la siguiente manera: la ecuacion vectorial, o equi-
valentemente las ecuaciones paramétricas, no solamente permiten describir a la recta
como conjunto de puntos (del plano o del espacio) sino que suministra también una
manera de recorrerla. Veamos:

Una mosca vuela en linea recta. Su posicion en el instante ¢ viene dada por la ecuacion
vectorial:

—

OP =t(-1,2,1)+(0,3,1)

1. ;Doénde se encontraba lamoscaent =07 ;Yent =17
2. (Cual fue su desplazamiento entre t =1yt =47
3. (Como definiria la velocidad media de lamoscaentret =1yt =47

4. Si consideramos el intervalo [t1, o] de longitud At = t5 — ¢, (Cuadl sera el
desplazamiento de la mosca en ése intervalo? ;Coémo definiria la velocidad media
de la mosca en ese intervalo?

—

5. Supongan ahora que la posicion esta dada por OP = t(—2,4,2) 4+ (—1,5,2).
Muestren que la mosca se mueve sobre la misma recta. ;qué diferencias pueden
establecer entre el movimiento de la mosca en ambos casos?

= Ecuacion implicita de un plano en el espacio

Consideremos el siguiente problema:

Dados dos vectores no paralelos en el espacio encontrar un vector no nulo que sea
normal (es decir: perpendicular) a ambos.

Geométricamente, vemos que el problema tiene infinitas soluciones, en el sentido que
si encontramos un vector v que resuelva nuestro problema, cualquier multiplo no nulo
de ¢l también serd solucion.

EJEM P L O s

Consideremos los vectores v =(1,—1,2) y w =(—2,3,1) y tratemos de encontrar
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un vector perpendicular a ambos. Supongamos que (z,y, z) son las componentes
del vector buscado. Las condiciones de perpendicularidad, en términos del producto
punto, son:

<1’7y, Z> : <727 37 1

{ <x,y,z> . <1,—1,2> =0
) =0

Es decir:
r—y+2z=0
—2x4+3y+2=0

que es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. Vamos a resolverlo orde-
nadamente, siguiendo los siguientes pasos?:

1. Eliminamos una variable en una de las ecuaciones. Esto lo hacemos multipli-
cando, por ejemplo, a la primera ecuacion por 2 y sumando ambas ecuaciones:

2r—2y+42z = 0
+

—2z+3y+z = 0
y+52z = 0

2. Reemplazamos la segunda ecuacion del sistema por esta ultima (en la que elimi-
namos la incognita x). Nos queda el sistema:

r—y+22=0
y+5z2=0

3. Usando la segunda ecuacién podemos poner a y en funcién de z:
y=—95z

4. Hecho ésto, usamos la primera ecuacion para escribir a  también en funcion de
2
r=y—2z=-5z2—2z=-Tzx

5. De lo anterior concluimos que cualquier solucion de nuestro problema debe tener
la forma:

(—7z,—5z,2) = 2 (=7,—5,1) donde z es cualquier nimero # 0

Por lo tanto, cualquier solucién de nuestro sistema serd un multiplo del vector
r = (=7,-5,1), esto es de la forma tr = ¢ (—7,—5,1).

Comprueben directamente que un vector con la forma anterior es efectivamente
perpendicular a los vectores dados.

El caso general lo enunciaremos en el siguiente Teorema. La demostracion (que no
haremos) sigue en lineas generales el procedimiento empleado en el ejemplo anterior.3

2
3

Este método de resolucion de un sistema lineal se llama de eliminacion gaussiana.
El tema de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales se vera con toda generalidad en
Matematica C.
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I Teorema |

Sean v y w dos vectores no paralelos en R?. Entonces las soluciones del sistema
de dos ecuaciones lineales con tres incognitas
{ (x,y,2z) - v=0
(x,y,2) - w=0
son de la forma ¢r donde r es un vector fijo no nulo y ¢ es cualquier niimero real.

ETEM P L O s
Maple permite obtener imagenes de vectores en el espacio mediante el comando ar-

row que se utiliza como en el siguiente ejemplo:

>with (plots):

>al := arrow(<0,0,1>, shape=harpoon):

>a2 arrow(<0,1,0>, shape=arrow) :

> a3 := arrow(<1,0,0>, shape=double arrow) :

> a4 := arrow(<1l,1,1>, shape=cylindrical arrow):

> display(al, a2, a3, a4, scaling=CONSTRAINED, axes=FRAMED);

e NG (G (0N

En los casos siguientes encuentren un vector no nulo r que sea normal a los vectores
v y w. Dibujen los tres vectores en todos los casos, usando Maple.

. v={(1,1,1);w=(1,1,0)

2. v=(1,0,0); w=(0,1,0)

(
(

4. v=1{(0,3,-1); w=(-2,1,-2)
(

5. v=1(2,2,-1);w=(0,1,1)

Ecuacion de un plano en el espacio

e NG A 1D):ND]

1. Consideren el vector v = (—1, 1, —3). Describan por medio de una expresion al
conjunto de los puntos P(z,y, z) tales que OP es normal a v. ;Como se ve ese
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—_—
Los puntos P tales que AP es

. —_—
perpendicular a AB forman un plano que
pasa por A.
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. . L= .
conjunto en el espacio? (El origen 0 pertence al conjunto?

2. Consideremos ahora dos puntos, digamos A (2,3, —5) y B (0, 1,2) . Describan
—
por medio de una expresion al conjunto de los puntos P(z, y, z) tales que AP es

—
normal a AB ;Como se ve ese conjunto en el espacio? (El punto A pertenece al
conjunto?

La actividad anterior nos hace suponer algo importante (y verdadero): el conjunto de
—

todos los puntos P tales que el vector AP es normal a AB es un plano que pasa por

el punto A.

Lo interesante es que todo plano en el espacio puede describirse de esta manera. En
efecto, si ® es un plano en el espacio, podremos encontrar en ¢ él tﬁ puntos no ali-
neados, digamos que son los puntos A, By C. Los vectores AB y AC no son, por lo
tanto, colineales. De manera que basados en el Teorema de la pagina 159 podremos
encontrar un vector r no nulo y normal a ambos. El plano ® puede caracte%rse
de la siguiente manera: un punto P pertenece a ¢ si y solamente si el vector AP es
perpendicular a r:

) B

La condicion de perpendicularidad se expresa:
r- ﬁ =0

Escribamos lo anterior en componentes. | Para ello supongamos que P(z,y,z), A
(a1,a2,a3)yr =(ry,ro,r3). Entonces AP = (x — a1,y — as, 2z — a3) y la ecuacion
queda:

ri(x—a1)+re(y—az)+r3(z—a3)=0
que se denomina ecuacién implicita del plano ®. También, distribuyendo y reagru-
pando, podemos escribirla asi:

xry + yra + 2r3 = a1ry + agre + asrs

lo que, interpretado vectorialmente, no es mas que:
— —
r-OP=r-0A

Esta ultima forma hace evidente que puede conseguirse una ecuacion implicita del
plano conociendo un vector normal (en este caso r) y un punto (en este caso A).
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Resumiendo, hemos visto que un plano en el espacio puede describirse por medio de
un vector normal no nulo y un punto en el plano. Y que esos datos permiten construir
una ecuacion implicita para el plano. Por ejemplo:

ETEM P L O s

1.

Dar la ecuacion del plano perpendicular al vector r = (2,2, —1) que pasa por el
punto A (0,1, —2). Segun lo anterior, un punto P (z,y, z) pertenece al plano si
y solamente si:

— —
r-OP=r-0A
que escrito en coordenadas es:
<2727_1> : <(L’,y,Z> = <2727_1> : <0717_2>
2r+2y—2z = 4

Al revés, si tenemos la ecuacion implicita del plano ;Cémo describirlo por medio
de un vector normal y un punto? Por ejemplo:

Sea el plano de ecuacion:

T—2y+3z=9
Un punto en el plano se consigue facilmente, por ejemplo haciendo x = 0 e
y = O resulta z = 3, con lo que obtenemos el punto A(0, 0, 3). Ahora bien, para

el vector r = (1, —2, 3) (cuyas componentes son los coeficientes de la ecuacion)
y un punto P(z,y, z) en el plano podemos escribir:

(1,=2,3) - (z,9,2) = |

<17 _273> : <£L'7y,Z> - <17_2 > <0 0 3> 0
<177273> ’ (<"Eﬂy7 > <0 0, 3>) =0
<17_2’3> <Jj Y,z — > 0

1,-2,3)-(0,0,3)

de donde resulta que:
—
r-AP =0

Por ultimo, dados tres puntos no alineados ;Como se encuentra la ecuacion del
plano que los contiene? Por ejemplo:

Sean A (1,2,3),B(—1,4,—5)y C (2,2, —1). Para determinar una ecuacion del
plano que contiene a los tres puntos, elegimos uno como origen, por ejemplo A,
—_— —

y consideramos los vectores ABy AC':

AB = (-2,2,-8)

—

AC = (1,0,-4)
y buscamos un vector no nulo que sea normal a ambos. Para ello resolvemos el
sistema (ver ejemplo de la pagina 157):

{ —2x+4+2y—8z=0

r—4z=0
r = 4z
2x + 8z
Y 5 =82

Las soluciones son por lo tanto multiplos del vector v = (4, 8, 1) a quien tomare-



162 CAPiTULO 6 FUNCIONES VECTORIALES

mos como normal al plano. La ecuacion implicita sera:

v AP =
<4,8,1>~<x—1,y—2,z—3)
4z—1)+8y—2)+(z2-3) = 0

P NG (G (0N

)
Figura 1
P, ©
[ ]
L]
P, °p,
. 2.
Figura 2
)
L
P, 3
Figura 3
4.
S.

1.

a. Es sabido, a partir de los postulados de la geometria del espacio, que dos
rectas que se cortan, determinan un tnico plano. ;Qué vector normal puede
darse para el plano? ;Qué punto puede elegirse como punto fijo? (ref.:Figura

1.

b. También es sabido que tres puntos no alineados, determinan un unico plano
que los contiene. ;Qué vector normal al plano puede darse? (ref.:Figura 2).

c. Dos rectas paralelas también determinan un tnico plano que las contiene.
(Como decide si dos rectas dadas son o no son paralelas? ;Qué debe tener en
cuenta como primera apreciacion? Habiendo decidido el paralelismo ;cémo
puede obtener la direccion normal al plano que las contiene? (ref.:Figura 3).

r=2t—1 z=s+1
s
a. Muestren que las rectas Ly : y=t y Lo : Y= 5—1—1 se
z=0 z=5—2

cortan.
b. Encuentren la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

Encuentren la ecuacién del plano que contiene a los puntos (1,—1,0), (1,2, 3),
(4,0,1).

r=>5t—1 r=-10s+1
a. Muestren que las rectas Ly : y=—-t ylLsy: y=2s+1
z=1t+2 z=—25—2

son paralelas.
b. Encuentren la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

(Qué condiciones pueden darse para decidir si dos planos son paralelos o per-
pendiculares? Interpreten graficamente la posicion de los vectores normales en
el siguiente dibujo y decidan:




10.

11.

12.
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®; es el plano normal al vector (4, —1/2,1/4) que pasa por A (0,0,3) y O3 es
el plano de ecuacion —16x + 2y — z = 6

a. (Es @ paralelo a ®5?
b. El punto (1,2, —9) ;pertenece a ®17 jy a Do?
c. Determinen tres puntos pertenecientes a cada plano.

Encuentren un plano perpendiculara @ : z — y — 2z = 4.

r=t—-1
Encuentren un plano paraleloalarecta L { y = —2t+3
z =50t —2

Consideren la recta L dirigida por el vector v = (v1,v9,v3) ¥ que pasa por el
punto A (a1, az,a3) .

a. Escriban las ecuaciones paramétricas de L.

b. Despejen el parametro ¢ en las tres ecuaciones (supongan que ninguna de
las componentes de v es 0).

c¢. Siigualamos quedan las ecuaciones:
Tr — ap Yy — as Z — as

U1 V2 U3
llamadas ecuaciones simétricas de la recta L. ;Cuantas ecuaciones son
realmente?

d. Usando las ecuaciones simétricas puede verse a L como interseccion de dos
planos ;Cuales?

e. Sipor ejemplo v; = 0 {Qué ecuaciones propondrian para L?

f. Encuentren las ecuaciones simétricas de todas las rectas del ejercicio 1 de la
pagina 156.

En R? dos planos distintos son paralelos o bien se cortan en una recta. Determi-
nen cudl es el caso para los siguientes pares de planos:

arz—z=1; y+z=1
b. z+4y—32=1;, 6x—3y+2z=5
c. bx —3y+122=24; —8r+4y—16z=>5

d. En los casos en que los planos no sean paralelos, encuentren las ecuaciones
paramétricas de la recta en que se cortan. En caso de cortarse, encuentren el
angulo formado por los dos planos.

Sean A y B dos puntos en el espacio. Muestren que el punto P tal que
— 1 — —
OP = §(OA +OB)

es el punto medio del segmento AB.

Encuentren la ecuacion del plano formado por todos los puntos cuya distancia al
punto (1,1, 0) es igual a su distancia al punto (0, 1, 1).
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13. Encuentren las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (0, 1, 2)
es paralela al plano x + y + z = 2 y perpendicular alarectaz = 1 + ¢,y =

1—1t,z=2t.
14. Determinen si la recta x = t;y = 2t — 1;2 = —t — 1 corta al plano ¢ :
T—y—2z=4.

6.4 Funciones a valores vectoriales

= Curvas parametrizadas

Recordemos el recorrido que hicimos cuando definimos a las funciones circulares. En
ese momento, nuestro proposito fue asignar a cada niimero real ¢ un punto sobre la
circunferencia unitaria, obtenido recorriendo un arco de longitud |¢| en sentido anti-
horario para ¢ positivo, y en sentido horario para ¢ negativo. En definitiva para un ¢
dado pudimos describir las coordenadas del punto terminal como (cost,sent). Pen-
sandolo en términos de funciones, lo que hicimos fue definir una funcién que a cada
numero ¢ le hizo corresponder un punto del plano, mas precisamente un punto sobre
la circunferencia unidad:
t — (cost,sent)

Mas aun, si pensamos al cambio en la variable independiente ¢ como un cambio en
el tiempo, los valores de la funcién anterior nos daran la posicion del punto termi-
nal, al que podemos imaginar como una particula moviéndose sobre la circunferencia
unitaria.

| Definicion |

En general, una curva parametrizada en el plano es una funcion cuyo dominio es

algun intervalo de la recta real, y sus valores son puntos en el plano. Esto es, una
funcién de la forma:

t— (x(t),y(t)) contel
donde z(t) e y(¢) son funciones numéricas definidas en el intervalo I.

Una curva parametrizada siempre se describe por las ecuaciones de sus coordenadas,
y el dominio de las mismas:
T =x(t
{ ®) tel

Veamos algunos ejemplos:



La graficade lacurvaxz = t% — 1 ;
y = t + 2. Las flechas indican el sentido
creciente del parametro ¢.

Laimagendelacurvaz =2t ; y=t—1
eslarectay = z/2—1

=2t
{y:t_ltemJ]
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ETEM P O s

1. Las ecuaciones: )
r=t"—-1
{ y=1t+2 teR
describen una curva parametrizada. Su imagen es un subconjunto del plano; para
saber qué forma tiene esa imagen podemos construir una tabla de valores y luego
graficar en el plano los puntos obtenidos:

t 5] —4]-3]—=2]-1]0(1][2][3[4]5
w(t) [24 | 5 | 8 | 3 | 0 | -1]0|3|8]15]24
y@) | 3| =2 —-1] 0] 1] 2 [3[4]5]6]7

Si graficamos esos puntos en un sistema de ejes cartesianos obtenemos la figura
del margen. Las flechas indican el sentido creciente del pardmetro ¢.

2. Las ecuaciones:

x =2t
teR 3

{ y=t—1 < (3)
definen una curva parametrizada. Una forma de ver cudl es la imagen (esto es: el
recorrido de la curva en el plano) es "eliminar el parametro" en las ecuaciones.
En este caso, despejando ¢ en ambas ecuaciones e igualando:

Ty
=
y+1l=t
X
e 1
2 v+
X
- T g
Y 2

que es la ecuacion de una recta. La imagen de la curva parametrizada es entonces
la recta de ecuacion y = — — 1. Notemos ademas que cuando ¢ cambia en forma

creciente, el punto definido por la parametrizacion recorre la recta en el sentido
indicado por las flechas.

3. Puede, en ciertos casos, interesarnos solo una parte de una curva parametrizada.
En general esa parte la obtendremos restringiendo el dominio de las funciones
coordenadas de la curva. Por ejemplo si a las ecuaciones del ejemplo anterior las
consideramos con dominio en el intervalo [0, 1], es decir:

T =2t
{ y=t—1 te€[0,1]
obtendremos como imagen el segmento que une al punto (0, —1) conel (2,0).

Observacién 1: No es bueno confundir una curva parametrizada (que es una funcion
con variable real y valores en el plano o en el espacio) con su imagen (que es un
subconjunto del plano). Si pensamos en la curva parametrizada como la posicion de
un particula que se esta moviendo, la imagen puede pensarse como el recorrido o
la trayectoria de esa particula, mientras que la curva parametrizada nos dice como
se mueve. Distintas curvas parametrizadas pueden tener las mismas imagenes; esto
simplemente nos esta diciendo que la misma trayectoria puede recorrerse de maneras
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diferentes. Como un ejemplo sencillo de lo dicho obtengan la imagen de las siguientes
curvas: Cp : a(t) =t2 = 1;y(t) = =t +2y Cy: a(t) = 482 — 1; y(t) = 2t + 2.
(Como se recorre esa imagen en cada caso? Comprueben que, ademas dicha imagen
es la misma que la del Ejemplo 1 de la pagina 165.

Observacion 2: Si bien nuestros ejemplos se han referido a curvas en el plano, todo
lo dicho vale para curvas en el espacio. Estas curvas estan definidas por tres funciones
coordenadas. Por ejemplo:

x(t) = cost
y(t) =sent 0<t<2rw
z(t) =t

es una curva parametrizada cuya imagen es un trozo de hélice (como un resorte esti-
rado).

EJERCICIOS

1. Eliminen el parametro para hallar una ecuacion cartesiana para cada una de las
siguientes curvas y dibujen la imagen indicando el sentido creciente del parametro.

a rx=2t+4,y=t—-1

b.x=1-2t,y=t>+40<t<3
c.x=\Vty=1—t

d. x =sent,y =cost,0<t<m
1
e. x =2cost,y = §sent,0§t§27r

f.x=Int,y=+t1<t
g x =cost,y = cos2t

2. Referidas a las curvas del ejercicio anterior verifiquen en cada caso si la trayec-
toria pasa por los siguientes puntos: (2,0); (0,1); (—1,1), justificando y encon-
trando, en caso afirmativo, el valor del parametro correspondiente.

3. Describan el movimiento de una particula en el plano cuya posicion es (z,y) en
los siguientes casos:

a. x =cosmt,y =sennt, 1 <t <2
b. x =24 cost,y=3+sent,0 <t < 2rx

c. z=2sent,y =3cost,0 <t < 2w

2 2
4. La ecuacién cartesiana — + % =
eje mayor de longitud 8 y eje menor de longitud 4. Dibujenla. Obtengan una
parametrizacion de la elipse, modificando las ecuaciones paramétricas de una

circunferencia de manera conveniente.

1 define una elipse con centro en (0,0),

5. Un particula se mueve en el plano seglin las ecuaciones paramétricas x = 3 sen(t);
y = 2cos(t) , 0 < t < 2x. Una segunda particula se mueve segin © =
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—3+4cos(t);y=1+sen(t),0 <t < 2m.
a. Grafiquen las trayectorias de ambas particulas. Segln lo que muestra la

gréfica jcuantos puntos de interseccion tienen las trayectorias?

b. ¢Las particulas chocan en algin instante? En caso afirmativo, determinen
los instantes y los puntos de colision.

c. Repitan los incisos anteriores suponiendo que la segunda particula tiene la
trayectoria © = 3 + cos(t); y = 1 +sen(t), 0 <t < 2m.

6. Hagan corresponder las ecuaciones paramétricas siguientes con las graficas ade-
cuadas; expliquen las razones de sus elecciones.

a. z(t) = sen(%) ; y(t) = cos(%) 0<t<m

b. xz(t) = cos(2t) ; y(t) =sen(2t) 0<t<m7
c. z(t) = 2cos(t) ; y(t) =2sen(t) 0<t<m
d. z(t) = %sen(t) ; y(t) = %cos(t) 0<t<mw

—

O |y m |y (1) ﬁ\ awvy |y
X X X X
7. Hallen las ecuaciones paramétricas para la trayectoria de una particula que se

mueve sobre la circunferencia 22 + (y — 1) = 4, en cada uno de los siguientes
casos:

a. Comenzando en (2, 1), recorriendo la circunferencia una vez en el sentido
horario.

b. Comenzando en (2, 1) tres veces en el sentido antihorario.
c. Media vuelta en el sentido antihorario comenzando en (0, 3).

8. En Maple las curvas paramétricas en el plano pueden graficarse con el comando
plot, de la siguiente manera: >plot ([x(t),y(t),t=a..b]). Usenlo para
graficar las siguientes curvas:

ac=t3—-2ty=t2—1t
b.z=t3-1y=2-1

c. z=sendt,y =sen4dt

d. x=t+sen2t,y=1t+sendt

e. x =sen(t+tsent),y = cos(t + cost)

f. o = cost,y = sen(t + sen 5t)
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= Movimiento en el espacio. Funciones a valores vectoriales

(0]

Para cada punto P sobre la curva, el vector
—
de posicion es OP

Avanzaremos ahora en el estudio del movimiento de una particula en el espacio cuya
posicion esta dada por las funciones coordenadas:

x = x(t)
y=y(t)
z = z(t)

Para cada valor del parametro ¢ definimos un vector r cuyas componentes son las coor-
denadas x(t), y(t), z(t) al que llamaremos vector de posicién de la curva parametriza-
da. Esto es:

| Definicion |

En general, llamaremos funcién vectorial a una funcién cuyo dominio es un inter-
valo de la recta real y sus valores son vectores. Toda funcidén vectorial estd definida
entonces por sus funciones componentes:

r(t) = (2(t),y(t),2(t)) tel

Veamos ahora como estas ideas pueden sernos ttiles en el estudio del movimiento.

Movimiento rectilineo uniforme

Como un primer ejemplo consideremos dos puntos en el espacio A(1,0—3) y
B(2,—-1,6) y sea L la recta que pasa por esos puntos. Podemos escribir la ecuacion
vectorial de L:

— —_— =

OP =tAB+ OA (4)

Para diferentes valores de ¢ obtenemos diferentes puntos P sobre la recta.

e e NI A4 1))

1. (Qué punto P sobre la recta se obtiene parat =07? ;Y parat = 17

2. (Cbémo harian para saber si el punto C (1,0, 1) esta en la recta?

Pensemos ahora que una particula se estda moviendo sobre la recta L y supongamos
que la ecuacion (4) nos informa en qué punto de L se encuentra la particula en el
instante t. El vector de posicion es:

—_— =
r(t) = tAB + OA

De manera que, si ¢t = 0 la particula se encuentra en A y Edremos r(0) = OA y si
t = 1 la particula se encuentra en B y tendremos r(1) = OB:



r(1)=OB

r(0)=04

(o]

- )
AB es el vector desplazamiento entre
t=0yt=1
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El desplazamiento de la particula entre £ = 0 y ¢ = 1 es claramente el vector AB.
Pero también podemos pensar que el desplazamiento es la diferencia entre los vectores
de posicion correspondientes at =0yt =1:
. — —_—  — —
desplazamiento = Ar = r(1) —r(0) = OB - OA = AB

(Cuanto tardo la particula en llegar desde A hasta B ? Una unidad de tiempo. Pode-
mos decir,.erztonces que la velocidad media de la particulaentre t = 0y ¢t = 1 es igual
al vector AB.

Consideremos ahora dos instantes cualesquiera, digamos tg y 1. La posicion de la
particula en cada uno de ellos es:

— —
I'(to) = toAB + OA

— —
I‘(tl) = tlAB + OA

Siguiendo la misma idea de antes, el desplazamiento entre los dos instantes sera:
—_— — —_— — —
I‘(tl) — I‘(to) = tlAB + OA — (toAB + OA) = (tl — tQ)AB

O sea que el desplazamiento entre dos instantes es, en este caso, el vector que se
—

obtiene multiplicando al vector AB por el escalar At = ¢ —t(. Si estamos interesados

en la velocidad media, tenemos que "dividir" al vector desplazamiento por la longitud

del intervalo de tiempo, esto es:
—
Ar 1
velocidad media = — = (t1 — to).é — AB
At~ t —to

Por lo tanto la velocidad media es independiente del intervalo de tiempo considerado.

Expresemos lo anterior teniendo en cuenta las coordenadas. Recordemos que A
(1,0—3)y B(2,—1,6), y porlo tanto, AB = (1, —1,9) . Las ecuaciones paramétri-
cas de L son:

r=t+1
y=—t
z2=9t-3

y ésas son precisamente las componentes del vector de posicion:
OP =r(t) = (t+1,—t,9t — 3)

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEssesssssssseseesesssssss ACTIVIDAD

El movimiento anterior es un ejemplo de movimiento rectilineo uniforme. Es rectili-
neo porque la trayectoria (es decir el conjunto de los puntos del espacio por los cuales
la particula pasa) es una recta. Y es uniforme porque el vector velocidad media es
siempre el mismo, independientemente del intervalo de tiempo que se considere.

1. Muestren que si en un intervalo de tiempo I = [tg,¢1] una particula se mueve

de tal manera que su vector velocidad media es constante e igual al vector v,
entonces en ese intervalo de tiempo la funcion de posicion es del tipo:

r(t) = (t —to)v +r(to)

Esto nos dice que un movimiento a velocidad (vectorial) constante es necesaria-
mente rectilineo.
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2. Cuando se deja caer un objeto en forma vertical ;el movimiento del objeto es
rectilineo? ;es uniforme? Relacione con el punto anterior.

3. Den un ejemplo de una funcion de posicion de una particula que se mueve en el
espacio de manera que lo haga en forma rectilinea pero no uniforme.

4. Una particula se desplaza en el espacio con movimiento rectilineo uniforme. En
el instante ¢ = 2 se encuentra en el punto (—3,0,2) y en el instante ¢t = 5 se
encuentra en el punto (5,4, —2).

a. Determine la funcién de posicion de la particula.

b. ¢{Choca la particula con el plano de ecuacion x+y+z = 47;en qué instante?
,en qué punto?

= La derivada de una funcion vectorial

Ar

r(t,) r(t)

0

El desplazamiento entre ¢o y ¢1 es el vector
—
Ar = r(t1) —r(to)

Nos proponemos ahora obtener una definicion de velocidad instantanea de una particula
que se mueve en el plano o en el espacio. Lo haremos, en forma similar a la que em-
pleamos para funciones numéricas, a partir de la nocion de velocidad media.

Supongamos que nuestra particula tiene una funcién de posicién dada por la funcion
vectorial

El desplazamiento entre dos instantes t( y ¢; es el vector:
—
Ar = r(t1) — r(to)

y la velocidad media entre ¢y y t; es el vector:
Ar  r(t) — r(to)
Vi = —— = ———————
At t1 —to

Notemos que el vector velocidad media y el vector desplazamiento son colineales.

(Cémo hacer para obtener la velocidad instantanea en, por ejemplo, ¢y ? Si tomamos
un incremento h (que pensamos pequeiio) podemos obtener la velocidad media entre
toyto+ h:

N

Ar  r(to+h) —r(to)

Vm = — =
A
para luego pasar al limite cuando el incremento h tiende a 0:
r(to +h) —r(to)
h
Veamos ahora como interpretar el limite del miembro derecho. Si miramos nueva-

mente la definicion de velocidad media vemos que alli se realizan dos operaciones:
una diferencia de vectores y una multiplicacion del vector diferencia por un nimero.

v(to) = lim
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Ambas operaciones se llevan a cabo componente a componente. Explicitamente:
Ar _r(to+h)—r(to)
At h -
_ <x(t0 +h) —x(to) y(to+h) —y(to) z(to+h) — Z(t0)>
h ’ h ’ h
tiene sentido entonces interpretar el limite componente a componente:
I'(to + h) — I'(to)

Vi =

— im x(to +h) — x(t0)7 lim y(to +h) — y(t0)7 lim z(to + h) — z(to)
h—0 h h—0 h h—0 h

Y si las funciones numéricas x(t), y(t) y z(t) son derivables en to tendremos:
v(to) = (2'(t0),y' (o), #' (o))

Observen que las componentes del vector velocidad son las derivadas de las funciones
componentes del vector de posicion.

| Definicion |

Para una funcion vectorial cualquiera r(t) = (x(t),y(t), z(¢)) se define su derivada
como el vector:

r'(t) = (2'(t),y'(t), (1))

siempre que las componentes sean funciones derivables.

Interpretacion geométrica

Recordemos que si A y B son puntos del plano, entonces OB — OA = AB. Esto
nos permite interpretar el vector desplazamiento como el vector diferencia entre las
posiciones. Supongamos como en la seccion anterior, que r(t) = (x(t), y(t), z(t)) es
una funcion vectorial y que consideramos un instante ¢y y un incremento h. Tenemos
la siguiente interpretacion grafica del desplazamiento entre tg y to + h:

r(t0+h)—r(t0)

r(t,) r(t,+h)

cuando dividimos por el incremento h al desplazamiento, obtenemos un vector coli-
neal con el anterior:
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r(t,th)-r(z,) 4
vV =— —7
m h
A./Kﬁvq B

r(z,) r(t;th)

Por ultimo, cuando el incremento h tiende a 0, el punto B se aproxima al punto A
mientras que el vector velocidad media tiende al vector velocidad, que resulta tangente
a la trayectoria en el punto A:

‘1 U‘) /V

La derivada de una funcion vectorial r(¢) es un vector tangente a la trayectoria
definida por las componentes de r(t), siempre que r’(t) # 0.

Si para un valor t( se verifica que r'(tg) # O entonces la recta dirigida por r'(¢g) es
tangente a la curva por el punto r(¢p). La ecuacion vectorial de tal recta sera:

O—_)P =1 I‘/(t()) + I‘(t(])

ETEM P L O s

Encontrar ecuaciones paramétricas para la recta tangente al helicoide x = cost ;
y =sent ; z =t por el punto (0, —1,37/2).

Como tenemos un punto sobre la recta, lo que necesitamos es un vector que determine
la direccion de la misma; esto es, un vector tangente. Si consideramos la funcion
vectorial r(t) = {(cost,sent,t) su derivada r'(t) = (—sent, cost, 1) nos provee de
un vector tangente por el punto de coordenadas (cost, sent,t).

Notando que para ¢t = 37 /2 estamos en el punto requerido de la trayectoria, un vector
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tangente en el mismo sera:

r'(37/2) = (—sen3w/2,cos 37 /2,1) = (1,0, 1)

Las ecuaciones paramétricas para la recta tangente seran:

r=t
y=-1
z=1t+3n/2

ETEM P L O s

Hemos visto en la seccion "Funciones circulares" que las ecuaciones paramétricas:

T = cost
y =sent

1

~ describen el movimiento de una particula que se mueve sobre la circunferencia unitaria
r' (D en sentido antihorario. La funcion de posicion asociada es, naturalmente:
1

r(t) = (cost,sent)

r(1) Por lo tanto, el vector velocidad sera:
1 0 1 r'(t) = (—sent,cost)
Por ejemplo en el dibujo del margen se representan, para ¢t = 1, el vector de posicion
/ y el vector velocidad.

Lo que muestra el dibujo es que recorriendo la circunferencia de esta manera, el vector
de posicion y el vector velocidad son ortogonales. Ademads esto es asi en cualquier
otro punto. Para verlo, calculemos el producto punto entre ambos vectores:

Los vectores de posicion y velocidad para
t=1

r(t) -1'(t) = (cost,sent) - (—sent,cost) = —costsent + sentcost = 0

1

r'(1) El vector derivada del vector velocidad es la aceleracién de la particula. En nuestro

caso:

-/,

r'’(t) = (—cost, —sent)

.

r’(l) que es el opuesto al vector de posicion. Dibujado con origen en el punto correspondi-
1 ente de la curva, apunta al centro de la circunferencia.

\

La rapidez, tal como ya hemos dicho, es el mdodulo del vector velocidad. En nuestro

/ caso:

| ['(8)] = /(= sent)? + (cost)? = 1

El vector aceleracion r’ (1) apunta al
centro de la circunferencia
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Consideren las siguientes ecuaciones paramétricas:

Yy = Ssen 2t
(,Qué tipo de movimiento describen en el plano?

{ T = 5cos2t

2. (Cudl es la funcion de posicion?
3. Calculen la velocidad y la aceleracion.
4. (Son ortogonales la posicion y la velocidad? ;La aceleracion apunta hacia el
centro de la circunferencia? ;Cémo dependen ambas del coeficiente 5? ;Y del
2?
Resumen

Una funcién vectorial es una funcion que a cada numero real de su dominio le
asocia un vector (del plano o del espacio)

Las funciones componentes de una funcioén vectorial pueden verse como las fun-
ciones coordenadas de una curva parametrizada. De la misma forma dada una
curva parametrizada sus coordenadas dan origen a una funcién vectorial.

La "mirada vectorial" es adecuada para estudiar el movimiento de un objeto en el
plano o en el espacio.

Una funcidén vectorial r(¢) puede derivarse componente a componente; al hacerlo
se obtiene una nueva funcion vectorial r'(¢). Este ultimo vector -si es diferente de
0- es tangente a la curva que es imagen de r(t), para cada valor de ¢.

Si pensamos en una funcidn vectorial r(¢) como el vector de posicion de una
particula que se mueve en el plano o en el espacio, r'(¢) es la velocidad de la
particula en el instante ¢. La derivada segunda r”/(¢) se interpreta como la ace-
leracion de la particula en el instante ¢.

Observacion: La notacion de Leibniz para la derivada de una funcion de una variable
es la siguiente:

ru=2

que se lee "derivada de efe respecto de te". La notacion de Leibniz es adecuada en
muchos casos, evitando el uso de paréntesis y tildes. También queda claro cuél es la
variable que estamos considerando para derivar, cuestion titil cuando nuestra expresion

incluye algiin parametro, por ejemplo:

d (zt?)
—— =2zt
dt v
mientras que:
d(zt?) .2

dxr
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También usaremos la notacién de Leibniz para la derivada de una funcién vectorial,
de manera que:

dr ,

— =r'(t

=T
Propiedades de la derivada de una funcion vectorial

Las siguientes propiedades de la derivacion de funciones vectoriales, se deducen con
un poco de trabajo a partir de las propiedades andlogas de la derivada de funciones de
una variable usadas componente a componente.

Sean r(t) y s(t) funciones vectoriales derivables, o un nimero real y f(¢) una funcion
numérica derivable. Entonces:

d(r(t)+s(0) _ dr(t) | ds()

1.

dt at " dt
) da;t(t) _ adzl(tt)

5 YOO 0, ) gyl

g dE®)-sO] dl;l(;) -s(t) + r(t) dz(tt) inotablemente similar a la derivada

de un producto!

e NG (G (0N

1. Encuentren los valores de las funciones vectoriales siguientes, para los valores
del parametro que se indican:

a. r(t)=(3t,t32t—1);t=0,t =1,t =2
b. r(t)=2tite! j-3k;t=1;t=-1;1t=0

2. Grafiquen las curvas que definen las siguientes funciones vectoriales. Para los
valores indicados del parametro, calculen y grafiquen los vectores de posicion y
tangente y represéntenlos en el dibujo:

a. r(t)=(tt?—1) ;t=0,t=1,t=2
b. r(t) = (cost,t,sent); t =0,t =7w/2,t =7
c.r(t)=(t,t,t*—1);t=0,t=1,t =2

3. Dada la curva parametrizada z(t) = t ;y(t) = 2t —t>,t € R

a. Encuentren la ecuacion cartesiana de la trayectoria.

b. Grafiquen la curva parametrizada. Indiquen el sentido de recorrido de la
misma, expliquen cémo lo deducen.

c. Encuentren ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva por el
punto (2, 0), interpreten graficamente.

d. (Hay algin valor de ¢ para el cual el vector velocidad sea horizontal? ;Y
vertical?
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e. ;(Pueden dar otra curva parametrizada que origine la misma trayectoria?

4. Encuentren los valores de ¢ tales que los vectores r(t) y r'(¢) sean ortogonales.
Interprete graficamente.

a. r(t) = (2cost,sent)
b. r(t) = (¢,t* — 1)
5. Hallen los valores de ¢ de manera que el vector r’(¢) sea paralelo al pano z = 0,

en los siguientes casos:
a. r(t) = (t,t,t3—1)

b. r(t) = (cost,sent,sen 2t)

6. Supongan que r(t)es una funcion vectorial derivable en todo su dominio. Muestren
que r(t) y r'(t) son ortogonales si y solamente si |r(¢)| es constante. Sugeren-
cia usen que: |r(¢)| 2 = r(t) - r(t) y deriven esta Gltima expresién usando la

propiedad 4 de la derivacion.




La curva 3zy — y> = 2 graficada con
Maple.

Capitulo 7
Funciones de varias variables

En este capitulo trataremos con funciones que dependen de mas de una variable. Para
ello debemos familiarizarnos con algunos subconjuntos especiales del plano y del
espacio.

Una ecuacion con dos incognitas del tipo F'(z,y) = 0 define, en general, una curva
en el plano. La ecuacidn anterior se dice la ecuacion implicita de la curva.

ETEM P LO
1. Laecuacién 2 + y2 — 1 = 0 define una circunferencia de radio 1 centrada en el
origen.
2. Laecuaciéon y — 22 = 0 define una parabola con vértice en (0,0) .

3. Si f(z) es una funcion numérica, la ecuacion y — f(z) = 0 define a la grafica de

f(x)

4. La ecuacion 2 + y? = 0 no define una curva puesto que sus soluciones se
reducen a un tnico punto: (0, 0).

Algunas veces es complicado dibujar una curva en el plano. Es de gran ayuda disponer
de un programa de computadora que permita graficar estos objetos; por ejemplo con
Maple para graficar una curva definida implicitamente por F(z,y) = 0 se usan los
comandos:

>with(plots); (carga el paquete plots)

>implicitplot (F(x,y)=0,x=a..b,y=c..d); (dibujalacurvaen elrango
dado).

ETEM P L O s

Grafiquemos usando Maple la curva definida por 3zy — 3> = 2
>with (plots):

> implicitplot (3*x*y-y”~3=2,x=-10..10,y=-6..6);
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meemmmmmmmm /.1 Secciones conicas

Las llamadas secciones conicas, o simplemente conicas, son ciertas curvas particulares
cuyas propiedades son conocidas desde la antigiiedad clasica. Se trata de la parabola,
la elipse y la hipérbola. Daremos una descripcion esquematica de sus ecuaciones y de
sus principales elementos.

= Parabola

Es la curva formada por todos los puntos del plano que estan a igual distancia de una
recta d dada (llamada directriz) y de un punto F' dado (llamado foco).

Puede mostrarse que la ecuacion de una curva es de la forma 2 = 4py si y solamente
si es una parabola con vértice en el origen, con foco en (0, p) y directriz y = —p.

EJEMPLO

La siguiente grafica es la de una parabola, y se sefialan su foco y su directriz. Encuen-
tre su ecuacion.

-8 6 4 2

4

En este caso se tiene p = 2, y por lo tanto la ecuacion es z2 = 8y.

e D S NG (G (O]

1. Muestren que un punto P (x,%) satisface la ecuaciéon 2 = 4py entonces la dis-
tancia desde P hasta el punto (0, p) es igual a la distancia desde P hasta la recta

y=-—D
2. ;Qué ecuacion tendra una parabola cuyo vértice estd en (0,0) y su foco estd en

(p,0)?

3. En los siguientes casos, localicen el vértice y el foco. Deduzcan la ecuacion de
la directriz y grafiquen la parabola:

a. x = 2y?
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b. 422 = —y
c. dy+22=0
d z—1=(y+5)°

4. La figura del margen representa un reflector parabolico. La lampara se coloca

D en el foco, donde la cuerda AB mide 10 cm. Deduzcan una ecuacion para la
parabola y calculen el diametro de la abertura C'D.
= Elipse
Es la curva formada por el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a dos
C puntos F} y F5 dados (llamados focos) es constante.

Una elipse con focos sobre el eje x, situados en los puntos de coordenadas (—c,0) y

(¢, 0) tiene una ecuacion de la forma:
2 2
Z Y
—+=5=1 con0<b<a
a2 b -
En este caso, las intersecciones con el eje « se llaman vértices, y se sitian en los
puntos (—a,0) y (a,0). El segmento que une esos puntos se llama eje mayor. Las

intersecciones con el eje y son los puntos (0, —b) y (0,b).

A

b

s | JERCICIOS
1. Muestren que la elipse definida por la ecuacion 22 /a? + y? /b*> = 1 es simétrica
respecto de ambos ejes coordenados.

2. Muestren que a? — b? = c2. Para hacerlo muestren primero que la distancia entre
los puntos (0,b) y (¢, 0) es igual a .

3. Muestren que la curva de ecuacion 922 + 16y? = 144 es una elipse. Grafiquenla
y determinen sus focos.
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4. ;Cbébmo es la elipse cuandoa = b ?

5. ¢Cémo es la curva de ecuacion 22 /a® + y*/b*> = 1 cuando a < b ? ;Cuéles son
los focos?

6. Determinen los focos y vértices de las siguientes elipses. Bosquejen sus graficas

a.22/16 +y?/4=1 b. 922 — 18z +4y> =27 c. 4a® +25y> =25

= Hipérbola

Es la curva formada por el conjunto de puntos cuyas diferencias de distancias a dos
puntos fijos (llamados focos) son constantes.

Cuando los focos se sitian sobre el eje x en los puntos (—c,0) y (c,0), la hipérbola

tiene una ecuacion de la forma
2 2
v
a2 . b2 . .
donde a? 4 b? = 2. En este caso, las intersecciones con el eje x, llamadas vértices,

nuevamente se encuentran en (—a,0) y (a,0).

Para graficar una hipérbola, es conveniente graficar en primer lugar sus asintotas, que

son las rectas:

vy _
b_O

————— —— —— —— EEAIRINGGON
1. Determinen los focos y las asintotas de la hipérbola 922 — 16y2? = 144
2. ¢Cual seria la ecuacion de una hipérbola cuyos vértices estan sobre el eje y?

3. Localicen los focos y deduzcan la ecuacion de la hipérbola cuyos vértices estan
en (0,£1) y tiene una asintota de ecuacion y = 2.
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7.2 Superficies en el espacio

Una ecuacion del tipo F'(z,y, z) = 0 define, en general, una superficie en el espacio
tridimensional. La ecuacioén anterior se llama ecuacion implicita de la superficie.

EJEMPLO

1. Laecuacion 2 + y? + 22 = 1 define una esfera de centro en (0,0, 0) y radio 1.
2. Laecuacion z = 0 define el plano yz.

3. En general una ecuacion lineal en tres variables de la forma ax + by + cz = d
donde a, b, c y d son nimeros cualesquiera define un plano en el espacio cuando
al menos uno de los coeficientes a, b, ¢ es no nulo.

Para graficar una superficie dada por una ecuacion implicita F'(x,y,z) = 0 con
Maple, usamos los comandos:

>with(plots); (carga el paquete plots)

>implicitplot3d(F(x,vy,z)=0,x=a..b,y=c..d,z=e..f); (dibujala
superficie en el rango dado).

ETEM P L O s

Grafiquemos con Maple la superficie definida por la ecuacion

2= y? — 22

> with (plots) :

> implicitplot3d(z=y~2-x~2,x=-10..10,y=-10..10,2z=-90..120);
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= Cilindros

Un ejemplo sencillo de una clase de superficies en el espacio es el de las superficies
cilindricas o cilindros. Estan definidos, en general, por una ecuacion implicita en la
que una de las variables no interviene. Veamos algunos ejemplos.

ETEM P L O s

4
z 3 ==i 1. La superficie en el espacio definida por la ecuaciéon 22 + 32 = 1 se compone de
2 ==’: todos los puntos (z, vy, z) tales que (x,y) pertenece a la circunferencia de radio
1 ====‘ 1 en el plano zy, y la coordenada z es cualquier numero. Vemos su grafica al
|”|} margen.
0~ == ’l
g 2. La ecuacién z — y2 = 0 define en el espacio una superficie cilindrica que se
0 compone de todos los puntos (x,y, z) tales que (y, z) pertenece a la parédbola

0
1 : Y 2z —y? = 0 en el plano yz, y la coordenada z es cualquier nimero. Vemos su
grafica al margen.

Podemos ver a una superficie cilindrica como formada por todas las rectas paralelas a
una recta dada que pasan por una curva plana dada.

EEEEEEEEEEEEEEEsseeeessssssssssesesssssss | JERCICIOS

Describan las siguientes superficies y hagan una grafica:

Loy>+22=9
2. z2—42=0
Elcilindro z — y? = 0 3. z=4—2?
4. 2?2 —y?=1

= Superficies cuadraticas

Se denomina superficie cuadratica a cualquier superficie en el espacio definida por una
ecuacion de segundo grado en las variables x, y, z. La forma general de tal ecuacion
es:
Az + B> + C2> + Day+ Exz+ Fyz+Ge + Hy+Iz+ J =0
donde A,B,C,D, E,G,H,1,J son constantes. Por medio de traslaciones y rota-
ciones, toda ecuacion del tipo anterior puede llevarse a una de las dos formas si-
guientes:
A2 + By  +C22+J=0 6 Az + By* +12=0

Para tener idea de qué tipo de grafica define una ecuacion implicita dada muchas



Las trazas de 22 /25 + 42 /16 4+ 22 /4 = 1
paralelas al plano yz

2 2 2
. Y z
Elel — 4+ =+ —=1
elipsoide % T 16T 12
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veces es util considerar las trazas, que son las curvas planas que se obtienen de la
interseccion de la superficie con los planos paralelos a los planos coordenados. Esto

es, si la superficie estd definida por una ecuacién implicita F'(x,y, z) = 0 las trazas
seran de tres tipos:

e Las trazas paralelas al plano yz son las curvas definidas por:
{ F( kxy:zl; _o Ppara los distintos valores de la constante k.

e Las trazas paralelas al plano xz son las curvas definidas por:

y=k -
{ Flz,k,2) =0 para los distintos valores de la constante k.

e Las trazas paralelas al plano xy son las curvas definidas por:

Z = k . .
{ F(z,y,k) =0 para los distintos valores de la constante k.

EJEM P L O s

1. Identifiquemos mediante sus trazas a la superficie cuadratica 22 /25 + 3 /16 +
22/4 = 1.

Trazas paralelas al plano yz: consideramos un valor constante k. Las trazas
seran:
x=k
{ k?/25 + 4?2 /16 + 22 /4 =1
La segunda ecuacion es:
Y2 /16 + 22 /4 =1 —k?/25

Cuando 1 — k%/25 > 0 la ecuacién anterior define una elipse en el plano = = k.
Esto sucede cuando k? < 25 o sea cuando |k| < 5.

Cuando 1—k2/25 = 0, esto es cuando k = =45 la ecuacion queda y? /16+22 /4 =
0 y las trazas se reducen a los puntos (5,0,0) y (=5, 0,0) respectivamente.

Por ultimo las trazas para 1 — k?/25 < 0 son vacias.

Un andlisis totalmente similar arroja que las trazas paralelas a los planos zz (y =
k) y zy (z = k) son, respectivamente:

2 2 2 elipse en el plano y = k cuando |k| < 4
— 4+ =—=1-—— < lospuntos (0,4,0) y (0, —4,0) cuando y = +4
25 4 16 p

vacias cuando |k| > 4

2 2 2 elipse en el plano y = k cuando |k| < 2
% + 31!—6 =1-— los puntos (0,0,2) y (0,0, —2) cuando y = £2
vacias cuando |k| > 2

Nuestra superficie resulta en un elipsoide, que graficamos al margen.

2. Identifiquemos mediante sus trazas a la superficie cuadratica z = 9x2 + 43?
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
Si hacemos z = k nuestra ecuacion queda:
z = 9k? + 4y°
que es una familia de parabolas en los planos « = k (ver figura al margen).

Las trazas para y = k también son parabolas. Para z = k, la ecuacion queda:
k=922 + 4>

que define elipses para k > 0 (ver al margen).

Nuestra superficie es el llamado paraboloide eliptico:

Ui

A continuacion se muestran las diferentes superficies cuadraticas. Se ha elegido al eje
z de manera que las superficies resulten simétricas respecto de ¢l. Cuando la superficie
sea simétrica respecto de otro eje, la ecuacién cambia en consecuencia.

2 2 2
Elipsoide: 5 + 2 4+ — =1
a C

Todas las trazas significativas son elipses. Cuando a = b = c se trata de una esfera de
radio |a] .
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22 2 2
Hiperboloide de una hoja —+=—-—==1
a? b 2

Las trazas horizontales son elipses. Las trazas verticales son en general hipérbolas.
La variable con signo negativo indica el eje de simetria.

22 2 2
Hiperboloide de dos hojas -+ - =-1
a? b 2

Las trazas horizontales son elipses si k > c 6 k < —c.

2 2 2
T Y z
Cono —+5——=0
a? b 2
Las trazas horizontales son elipses (salvo para £ = 0, que se reducen a un punto).
Las trazas verticales son hipérbolas si k # 0, pero son pares de rectas si k = 0. La

variable con signo negativo indica el eje de simetria.
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SRLL]

z
Paraboloide eliptico: -= =+ =
c ar b

Las trazas horizontales significativas son elipses. Las trazas verticales son parabolas.
La variable elevada a la primera potencia indica el eje del paraboloide.

Paraboloide hiperbolico: oY

Las trazas horizontales son hipérbolas. Las trazas verticales son parabolas abiertas en
sentido opuesto segun sean paralelas al eje = o al eje y.

\\\\&\

W\

O

Y
0
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e A S NG (G (O]

1. Encuentren las trazas de las superficies siguientes en los planos z = k,x = ke
y = k. Identifiquen cada superficie y dibtijenla.

a. 2?2 —y?4+22=1
b. y? =22 — 22
c. z=x?—y?

d. 42?2 —9y? + 22 —25=0

2. Lleven cada ecuacién a una de las formas estdndar y clasifiquenla. Hagan un
dibujo.
a. dr? —y?+22 =1
b 22+ 492+ 22 -2 =0

c. dx =y? — 222

s 7.3 Funciones de varias variables

= Funciones de dos variables

Hasta aqui hemos estudiado a las funciones numéricas de una variable, y a las fun-
ciones vectoriales (o sea, funciones cuyo dominio es un subconjunto de los niimeros
reales y sus valores son vectores). Ahora estudiaremos a las funciones que dependen
de varias variables y toman valores numéricos. Estas funciones tienen sus dominios en
subconjuntos del plano (cuando dependen de dos variables) o en subconjuntos del es-

A
(]
—
‘// pacio (cuando dependen de tres variables). Daremos a continuacion algunos ejemplos
/ de funciones de dos variables.
=

ETEM P L O s

1. El volumen V de un cilindro circular recto depende del radio r de su base y de
El dominio de V(,h) su altura h. De manera que podemos pensar al volumen como una funcién de
’ las variables r y h, y escribir V (r,h) = 7r?h. El dominio de esta funcién (es

decir el conjunto de los pares (r, k) para los cuales la funcion esta definida) es un

y subconjunto del plano, concretamente el conjunto { (r, h) € R?/r > 0y h > 0}

= : cuya representacion grafica es la del margen.

_— 2. Laexpresion f(z,y) = " define una funcién de dos variables cuyo dominio es
.............. == Yy
E—= ~x el subconjunto del plano {(z,y) /y # 0}

—

El dominio de f(x,y)
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A partir de lo dicho y de los ejemplos, podemos dar la siguiente definicion:

| Definicion |

Una funcion de dos variables es una regla que asigna a cada par ordenado de niimeros
reales (z,y) pertenecientes a un subconjunto D del plano, un nimero real Ginico que
llamamos f(x,y). Al conjunto D se lo llama dominio de la funcion f y la imagen de
la funcion es el conjunto de valores que toma, es decir, {f(z,y) /(z,y) € D}.

e D S N (G (O]

Muestren que la imagen de la funcion V' (r, h) del ejemplo 1 es {z/z > 0} y que la
imagen de la funcion del ejemplo 2 es toda la recta.

= Graficas

Las intersecciones del plano
z = —2x — y + 1 con los ejes ayudan a
dibujarlo

i

El paraboloide eliptico z = 32 + 9y

La grafica de una funcion de dos variables f(x, y) es una superficie en el espacio. Esta
formada por todos los puntos de R? de la forma (z,y, f(x,)), y por lo tanto tiene la
ecuacion implicita z = f(x,y).

ETEM P L O s

1. Una funcién lineal de dos variables es de la forma f(z,y) = Az + By + C
donde A, B, C son constantes. Su grafica es la superficie z = Ax + By + C'la
cual, como hemos visto en el capitulo 6, es la ecuacion de un plano. Por ejemplo
si f(z,y) = —2x — y + 1 su grafica es el plano z = —2x — y + 1. Una forma
util de graficar un plano es encontrar sus intersecciones con los ejes coordenados,
haciendo 0 a dos de las variables y calculando el valor de la restante. En nuestro
caso: (0,0,1);(0,1,0);(1/2,0,0).

2. Consideremos la funcion f(x,y) = 322 + 9y2. Un estudio de las trazas de la
superficie z = 322 + 9y nos indica que la grafica es un paraboloide eliptico con
el vértice apoyado en el origen y abierto hacia semieje positivo de z.

Observamos que en este caso la imagen de la funcion es la semirrecta [0, +00) .

Como caso particular de superficies, las graficas de funciones de dos variables no son
sencillas de visualizar a partir de la expresion de la funcion. Maple (u otro programa
adecuado) puede graficar funciones de dos variables mediante el comando plot3d
que se usa con el siguiente formato:

> plot3d (x"2+y,x=-5..5,y=-5..5);



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 189

= Curvas de nivel

Para una funcion de dos variables, las curvas de nivel permiten imaginar la grafica de
la funcién a partir de un dibujo en dos dimensiones. Concretamente, dado un valor
numérico k, la curva de nivel &k de la funciéon f(z,y) es el conjunto de puntos del
plano en los cuales la funcion toma el valor k. Obviamente, es la curva del plano
cuya ecuacion implicita es f(x,y) = k. Si graficamos las curvas de nivel para una
cantidad de valores de k tendremos una idea de como puede ser la grafica de f(z,y).
Por ejemplo, las curvas de niveles 1,3,5,7 y 9 de la funcion del ejemplo 2 son:

=N

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

EJERCICIOS

1. Sea f(z,y) =In(x+y—1).
a. Evaluen f(1,1)

b. Evalten f(e, 1)

c. Encuentren el dominio y la imagen de la funcion.

2. Seag(x,y) = /36 — 922 — 4y?

a. Evaluen ¢(1,2)

b. Encuentren el dominio y dibtijenlo en el plano.
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c. Encuentren la imagen de g.

3. Determinen el dominio de las siguientes funciones y dibujenlo:

a. f(z,y) = ﬁ#’ﬂ

3z + 9y
b. f(x,y)zm
2z —y
c. f(x,y)=2x+y

4. Hagan una grafica esquematica de cada una de las funciones siguientes:

a f(z,y)=1l—-az+y

b f(z,y) =2

c. flz,y)=1—22

d f(z,y) = /25 — 2% — 252
e. f(z,y) = sen(y)

£ f(zy) = Va2 +y?

5. Hagan un mapa de contorno de las funciones siguientes, dibujando en el plano
varias curvas de nivel para valores representativos de k:

a. f(z,y) =y
b. f(z,y) =z/y
c flop) = EE0

d. f(z,y) =z —y?

6. Para una funcion de tres variables f(x,y, z) se define la superficie de nivel k
como el conjunto de puntos (x,y, z) para los cuales f(z,y,z) = k. Describan
algunas superficies de nivel para las funciones siguientes:

a. f(z,y,2) = 2%+ 3y* + 522
b. f(xvyaz) :x2 —y2+Z2

4

1+ 22 4 y?
a. (Cual es la ecuacién de la curva de nivel que pasa por (1,/2)?

7. Consideren la funcion f(z,y) =

b. Grafiquen varias curvas de nivel e infieran la forma de la grafica de f(x,y).




LIMITES Y CONTINUIDAD 191

Capitulo 8

Diferenciacion de funciones
de varias variables

s 8.1 Limites y continuidad

El concepto de limite para funciones de dos o mas variables es similar al que es-
tablecimos para funciones de una variable, pero a su vez tiene algunas diferencias
importantes a la hora de estudiar la existencia o inexistencia de un limite.

Comencemos con las cuestiones compartidas. En primer lugar, la idea intuitiva es
la misma: el limite de la funcion f(z,y) cuando (z,y) — (a,b) serd un nimero L
si los valores de f(z,y) estan tan proximos a L como se quiera, para puntos (z,y)
suficientemente proximos a (a, b). En tal caso, escribimos:

lim z,y) =1L
(ﬂ?-,y)ﬂ(aqb)f( 2

Continuando con las similitudes con el caso de una variable, digamos que las propiedades
de los limites son las mismas que en aquel caso, adaptando las cuestiones obvias. Las
repasamos:

El limite de una funcion constante

Si f(z,y) = k, entonces:

lim x,y) =k
(w,y)—>(a7b)f( )

ETEM P L O s

lim 2=2
(z,y)—(a;b)

Los limites de las funciones coordenadas

Cuando (z,y) — (a,b) los limites de las funciones coordenadas x e y son respecti-
vamente a y b, es decir:

lim z=a lim y=0b
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a:b)

ETEM P L O s

lim x=1 lim y=2
(z,y)—(1,2) (z,y)—(1,2)
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El limite de la suma

Si las funciones f(z,y) y g¢(z,y) tienen limite cuando (z,y) — (a,b), entonces la
funcion suma (f +¢g)(x, y) tiene limite cuando (z,y) — (a,b), y ese limite es la suma
de los limites de f y g:

lim +9)(r,y) = lim z,y)+ lim z,
(ryy)*(avb)(f 9)(@:) (Ivy)ﬂ(a,b)f( 2 (z,y)*(ayb)g( v)

ETEM P L O s

lim x4+y+3= lim =+ 3=-2404+3=1

lim  y+ lim
(z,y)—(=2,0) (z,y)—(=2,0)  (2,y)—(=2,0) (2,9)—(-2,0)

El limite del producto

Si las funciones f(z,y) y g(x,y) tienen limite cuando (z,y) — (a,b), entonces la
funcion producto (f - g)(x,y) tiene limite cuando (z,y) — (a,b), y ese limite es el
producto de los limites de f y g:

lim -g)(xz,y) = lim z,y)- lim x,
(x’y)ﬂ(a’b)(f 9)(z,y) (m’y)a(a’b)f( y) (I’y)a(a,b)g( y)

ETEM P L O s
lim 2%y +4r = lim  2?- lim y+ lim 4. limzx
(z,y)—(2,-1) (z,y)—(2,-1) (z,y)—(2,-1) (z,y)—(2,-1)  (z,y)—(2,-1)

= 22 (-1)+4-2=4

Observemos que de lo anterior puede deducirse que si ( %Hn( . f(z,y) = L en-
T,y)—(a,
tonces ( %Hn( b f(z,y) = —L y por lo tanto que el limite de una diferencia es la
z,y)—\a,
diferencia de los limites.

El limite del cociente

Siempre que el limite del denominador sea distinto de 0, el limite del cociente es el
cociente de los limites:

lim  f(z,y)
lim <f> (z,y) = M siempre que  lim  g(z,y) #0
(z,y)—(ab) \ g " yl)Lm(a b)g(x, Y) (2.y)—(a,b)

EJEMP L O s

2%y —3y+1  9/2-3/2+1 4 8

li =
(x,y)_lf(%,uz) T—y 3—-1/2 5/2 5




LiMITES Y CONTINUIDAD 193

De las propiedades anteriores podemos concluir, andlogamente a lo que sucedia con
los limites en una variable, que el limite cuando (z,y) — (a,b) de cualquier fun-
cion obtenida a partir de operaciones de suma, producto (y por lo tanto potencias)
y cocientes realizadas a partir de las funciones coordenadas x e y y las constantes,
se puede calcular por evaluacion siempre que (a, b) esté en el dominio natural de la
funcion.

El hecho de que un limite pueda calcularse por simple evaluacion, esto es que:
lim z,y) = f(a,b
i f@y) = fla,b)

nos lleva, al igual que en el caso de una variable, a la nociéon de continuidad.

| Definicion |

Diremos que f(z,y) es continua en (a,b) si se cumplen las tres condiciones si-
guientes:

1. El punto (a, b) y todos los puntos cercanos a ¢l estan en el dominio de f(z,y).

2. Ellimite  lim  f(z,y) existe.
(z,y)—(a,b)

3. El limite es igual al valor de la funcion en (a, b) : ( %un( b)f(x, y) = f(a,b).
T,y)—a,

Enunciamos una propiedad importante, que nos permitira asegurar la continuidad de
ciertas funciones:

| Teorema |

Supongamos que f(x,y) es una funcion de dos variables que es continua en un punto
(a, b) de su dominio, y que g(z) es una funcion numérica que es continua en el valor
¢ = f(a,b). Entonces la funcién compuesta g(f(z, y)) es continua en (a, b).

EJEMPLO

1. La funcién 2(z,y) = In(2? + y?) es continua en todo su dominio, puesto que
f(z,y) = 22 + y? y g(z) = In(z) son continuas.

2. La funcion z(z,y) = \/zy es continua en todo su dominio, puesto que z(z,y) =
zy 'y g(z) = 4/z son continuas.

3. La funcion cos(e*/¥) es continua en todo su dominio puesto que z(z,%y) = z/y
y g(z) = cos(e®) son continuas.

= Existencia de los limites

Recordemos que para funciones de una variable, la existencia del limite era equiva-



194 CAPITULO 8 DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

lente a la existencia e igualdad de los limites laterales. Lamentablente, en el caso de
una funcién de dos variables la cosa no es tan sencilla: para un punto del plano existen
infinidad de formas de llegar a €1, lo cual hace que el método de acercarse de alguna
determinada manera sea impracticable a la hora de asegurar la existencia de un limite.

Sin embargo, si el limite existe, tendra que ser el mismo para cualquier manera de
acercarse al punto que uno elija. Esta observacion provee una herramienta util para
dos tareas:

1. Distintas maneras de acercarse, pueden proporcionar informacion acerca del valor
posible del limite.

2. Si con dos maneras diferentes de acercarse al punto se obtienen valores distintos
del limite, entonces el limite no existe.

Veamos algunos ejemplos:

ETEM P L O s

Estudiar la existencia del limite
2xy

lim ———
(z,9)—=(0,0) L7 + ¥
Como numerador y denominador se anulan en (0,0) no es posible decidir la exis-
tencia o no del limite inmediatamente. Si el limite existiera, deberia obtenerse ese
valor cualquiera sea la forma en la que nos aproximemos al punto (0,0). Por ejem-
y=mx plo, podriamos aproximarnos por una recta que pase por el origen; tal recta tiene una
-— ecuacion de la forma y = max.

\J

Un punto de la recta tendra coordenadas (z,mzx), y para que se aproxime a (0,0)

= bastara hacer z — 0. Reemplazando y = ma en la funcion:
2ma?
Nos acercamos al (0, 0) por la recta
y=mz de manera que si tomamos el limite cuando  — 0 de f(z, mz):
. 2xy . 2ma? . 2m 2m
hm = llm = 11m =
(z,y)—(0,0) 1132 + y2 z—0 .’1,‘2 + m2x2 z—01 + m2 1+ m2

y=mz

que toma distintos valores segiin m. Por ejemplo, para m = 1 vale 1, mientras que
para m = 2 vale 4/5. Hemos comprobado que para diferentes valores de la pendiente
m (que representan distintos caminos para acercarse a (0,0)) el limite:
. 2xy
lim )
z—0 1% 4+ y2

y=mx

= lin%)f(a:, mx)

existe, pero toma distintos valores. Podemos concluir que el limite original no existe.

Una forma sencilla de comenzar a estudiar la existencia de un limite en dos variables
es tomar los limites iterados. Pongamos, por caso, que estamos interesados en el
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limite:

lim T,
(xﬁy)ﬂ(a,b)f( )

lo que hacemos es calcular los limites en una variable:
lim (lim f(=z, y))
y—b \z—a

lim (hm (z, y))
r—a \ y—b
Si estos limites son distintos, el limite original no existira.

ETEM P L O s

Estudiar la existencia de limite:
. ye® 4+ xe®
lim *———
(z,9)—(0,0) T+ 2y

Tomando los limites iterados:

. . yet + ze” U |
lim ( lim =———— = limZ— = lim — = —
y—0 \z—0 T+ 2y y—0 2y  y—02 2

x T 0

lim (Hmye—i—xe> = lim re _ lime =1

z—0 \y—0 x + 2y x—0 T z—0

obtenemos diferentes valores; en consecuencia, el limite original no existe.

e NG (G (0N

1. En el ejemplo anterior, los limites iterados pueden interpretarse como distintas
formas de aproximarse a (0, 0). Interpreten graficamente cuéles son esas formas
de llegar a (0,0) en cada caso.

2. Si los limites iterados son iguales ;Puede afirmarse algo respecto del limite ori-
ginal?

Enunciaremos el siguiente criterio:

Si una funcién f(z, y) tiene distintos limites a lo largo de dos trayectorias diferentes
cuando (z,y) — (a,b) entonces el limite no existe.

ETEM P O s

Consideremos ahora el limite:
3
. x
lim ———
(z,y)—=(0,0)T° + ¥
que también estd indeterminado en principio. Si hacemos la sustitucion y = mx,
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p
0

\

Coordenadas polares: © = pcos@,
y = psenf

DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

obtenemos:
. 23 . 3
hr%i2 5 = 11%72 1 N =
=022 + (mx) v=022(1 +m?)
= lim —— = 0, cualquiera sea el valor de m.
z—01 4+ m2

(Sera 0 el limite? No es viable probar con todas las trayectorias posibles para decidir.
Un método que da resultado algunas veces es el uso de coordenadas polares. Se trata,
tal como lo hicimos con vectores, de describir a un punto (z, y) del plano distinto del
origen, a partir de su médulo y del angulo que forma su vector de posicion con el eje
positivo de las z.

Las relaciones entre ambos sistemas de coordenadas son las que ya conocemos:

x = pcosb

y = psenf
Si reemplazamos en f(x,y) las relaciones anteriores obtendremos una expresion en p
y 6. Notamos que (z,y) — (0,0) es equivalente a pedir que p — 0 . Por lo tanto:

3 3 o3
cos” 0
lim ——0p = 11rnp72 = limpcos®0 =0
(z,9)—(0,0) = + Y p=0  p =0

puesto que |cos d] < 1.

.\ B 1D):ND]

Respondan a las siguientes preguntas (para responder pueden consultar alguno de los
libros que estan en el aula):

1. ;Cuando se dice que una funcion es continua en (a, b)?

2. ¢Cual es el significado intuitivo de la continuidad?

3. ¢Cudando se dice que f(x,y) es continua en todo su dominio?

4. (Cual es la expresion general de un polinomio en dos variables?

5. ¢Los polinomios son funciones continuas?

6. (Cudl es la expresion general de una funcidn racional en dos variables?

7. ¢(Las funciones racionales son continuas?

e NG (G (0N

1. Encuentren el limite si existe o muestren que el limite no existe:
e”y
a. hIIl 5 9
(z,9)—(=3,00T° + Yy
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cos TY
lim 5
(zy)—(r1)y? +1

332
(z,9)—(0,0) = + Y

) 8$2y2
hm e
(z,y)—(0,0)x* + y*
. 3 + zy?
c. hm —_—
(x,y)—(0,0) 2 + 2

$2+y2

lim
(@y)—=(0,0) /22 +y2 +1 -1

ysenzw
lim 5 5
(z,9)— (0,002 + ¥y

. 272
1m D a——
(2,y)—(0,0) 222 — y?
(ﬂzy

i lim —7
(x,y)—(0,0) x4 + 12

2. Encuentren el conjunto donde cada funcién es continua:

a. f(z,y) = 4zy + sen 323y

b. f(z,y) = /9 — 22+ ¢2

c. f(z,y)=mB—22+y)

%y .
d flry)={ sz S@U7F
1 si (z,y) = (0,

Supongamos que f(z,y) es una funcion de dos variables, definida en un dominio D.
Consideremos un punto (a,b) en D y supongamos que los puntos cercanos también
estan en D. La grafica de la funcion es, como sabemos, la superficie z = f(z,y).
Queremos estudiar como estéa variando f(x,y) cuando nos paramos en el punto (a, b).
Veamos como hacerlo mediante un ejemplo:

ETEM P L O s

Sea f(z,y) = 8 — 22 — y? y consideremos el punto (2, 1). Ver Figura 1.

Haciendo y = 1 obtenemos la funcién de una variable f(z,1) = 8 — 22 — 1 =
7 — 22, Geométricamente podemos imaginar (en el espacio) la grafica z = f(x,v)
que cortamos con el plano y = 1. La curva interseccion de la grafica y el plano es la

Figura 1
La grafica de f(x,y) = 8 — 2 — ¢°
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Figura 2
La graficade f(z,y) =8 — 2° — 32
cortada por el plano y = 1

Figura 3
La grafica de f(x,y) = 8 — 2% — ¢°
cortada por el plano y = 1y larecta
tangente.

Figura 4
La grafica de f(x,y) = 8 — 2% — ¢/°
cortada por el plano z = 2.

DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

2

grafica de la funcion z(x) = 7 — 2* en el plano y = 1. Ver figura 2.

La funcién de una variable 2(x) = 7 — 22 es derivable, y su derivada es 2/(z) = —2u.
En particular, para z = 2 se tiene que z'(2) = —4. Geométricamente la pendiente
representa la pendiente de la recta tangente a la grafica por el punto x = 2; 2 = 3. La
ecuacion de esa recta en el plano y = 1, es:

z—3=—4(x —2)
Incluimos esa recta en nuestro dibujo de la Figura 3.

De la misma forma, podemos ahora considerar x = 2 y obtener la funcién de una
variable z(y) = f(2,y) = 4 — y? cuya gréafica en el plano x = 2 se ve en la Figura 4.

Si derivamos a z(y) respecto de la variable y :

Z'(y) = —2y

En particular paray =1 :
Z'(1) = -2

que es la pendiente de la recta tangente a la curva z = z(y) porel puntoy = 1;2 = 3
en el plano x = 2, que tiene ecuacion:

z—3=-2(y—-1)

Ver Figura 5.

A modo de conclusion para este ejemplo, dada la funcion f(z,y) = 8 — 22 — y?

podemos estudiar su variacion en el punto (2, 1) de dos maneras:

e Considerando a y constante igual a 1, derivando a la funcién f(z, 1) respecto a la
variable x y evaluando en x = 2. A este numero se lo llama derivada parcial de
f(z,y) respecto de x en el punto (2, 1). Lo indicaremos:

f2(2,1)=—4
o bien (en la notacion de Leibniz):

of

—(2,1)=—-4

8.T( ? )

e Considerando a = constante igual a 2, derivando a la funcion f(2, y) respecto a la
variable y y evaluando en y = 1. A este numero se lo llama derivada parcial de
f(z,y) respecto de y en el punto (2,1). Lo indicaremos:

fy(2,1) = =2
o bien (en la notacion de Leibniz):

of

—(2,1) = -2

ay( ? )

Pongamos por caso que nuestra funcion esta dando la temperatura en °C' de una lamina
metalica en el punto de coordenadas (z,y). Las derivadas parciales nos dicen que si
estamos en el punto (2, 1) la temperatura esta disminuyendo a razén de 4°C'/unidad
de longitud en el sentido de las z crecientes y a razon de 2°C'/unidad de longitud en



AN
{ih |

NN

'\
J

Figura 5
La graficade f(z,y) =8 — 2% — 32
cortada por el plano x = 2y la recta
tangente.
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el sentido de las y crecientes.
e D D N (G (O]

Con relacion al ejemplo anterior muestren que las rectas tangentes obtenidas tienen
como vectores directores a (1,0, —4) ya (0, 1, —2). Escriban las ecuaciones paramétri-
cas de ambas rectas.

Daremos una definiciéon mas formal de las derivadas parciales:

| Definicion |

Supongamos que f(z,y) es una funcion de dos variables, definida en un dominio D.
Consideremos un punto (a,b) en D y supongamos que los puntos cercanos también
estan en D. Se definen:

- La derivada parcial de f(x, y) respecto de x en el punto (a, b) como el limite:

llmf(al+h7b) _f(avb)
h—0 h

siempre que este limite exista. La indicaremos:

fxz(a,b) obien g—i(a, b)

La derivada parcial de f(z,y) respecto de y en el punto (a,b) como el limite:

b+h)— b

i b )~ f(ah)
h—0 h

siempre que este limite exista. La indicaremos:

fy(a,b) obien g—;(a, b)

En la practica, la derivada respecto de = de f(x,y) se obtiene considerando a y como
constante, y derivando a f como una funcién de z. Analogamente se calcula la
derivada respecto de y.

ETEMP L O s

Célculo de derivadas parciales:

of

1. Si f(z,y) = 2zy?, entonces g—i(aﬁ,y) =2y y @(xa y) = 4wy
. 3z of 3 of 62
2. Sl f($7y) = yﬁ, entonces %(Qi,y) = ? y aiy(aay) = _E

~ _ of _y  9f _
3. Si f(z,y) = yIn(ay), entonces 7 (@,y) = Ty 5o (v,y) = In(ay) +1
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4. Si f(x,y) = cos(x + y?), entonces g(x,y) = —sen(z +y?) y g—f(a:,y) =
€T Y

—sen(z + y?)2y

e e R ING (G (0N
1. Encuentren las derivadas parciales de las siguientes funciones:

a. f(z,y) = 2> — 3wy? + ¢*
b. f(z,y) = z%e¥

c. f(z,y) = cos(xy?)

d. fla.y) = "= +asen(y)

e. f(u,v)=In(uv?)

f. flz,y) =aY

g f(z,y) =sen(2z +y)
s

h. f(s,t) = o

i f(u,t) = e *“sen(t)
j f@y) = Ve +2y

2. Elplano y = 2 corta al elipsoide 422 + 2y% + 22 = 16 en una elipse. Encuentren
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a esa elipse por el punto (1, 2, 2).

Sugerencia: considere la grafica de la funcion f(z,y) = /16 — 422 — 22, la
pendiente de la recta sobre el plano y = 2 es una de las derivadas parciales de

f(z,y).

meessmsmms 8.3 Plano Tangente. Diferenciabilidad

F@) -

La aproximacion lineal centrada en a es

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

= Aproximaciones lineales

| Definicion |

Supongamos que f(z) es una funcion de una variable que es derivable en = a. La
funcion lineal

L(z) = f'(a)(z — a) + f(a)

se denomina aproximacion lineal de f(x) centrada en a.
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Es claro que la grafica de L(x) es la recta tangente a la grafica de f(z) por el punto

(a, f(a)).

Para valores de x proximos a a la funcién lineal L(x) es una buena aproximacion
para f(x); mas aun, para valores de = suficientemente proximos a a ambas graficas
son practicamente indistinguibles. Veremos esto con mas detalle en la discusion de la
pagina 204.

ETEM P L O s

Consideremos f(x) = e* y x = 0. La aproximacion lineal de f(x) centrada en 0 es
la funcion lineal:

L(z) = f'(0)(x = 0) + f(0) =2 +1

Si dibujamos ambas funciones en intervalos cada vez mas pequefios alrededor de x =
0 obtenemos:

1.1 1

1.05 -

0.1

Notemos que para —0.1 < = < 0.1 la diferencia entre e* y « + 1 es muy pequeiia:

T -0.1 -0.09 -0.05 | 0| 0.05 0.09 0.1
e’ 0.9048 | 09139 | 09512 | 1 | 1.0513 | 1.0942 | 1.1052
z+1 0.9 0.91 0.95 1 1.05 1.09 1.1

Veamos como estas ideas pueden ser Utiles en una situacion real:

ETEM P L O s

Un automovil transita por una carretera recta. A las 10:42 pasa frente a un control
policial que registra su velocidad por medio de un radar: la lectura obtenida fue de 92
km/h ;A cuantos kildmetros del control estara el auto a las 10:51?

Obviamente no es posible responder a la pregunta, porque ignoramos si el auto prosi-
gui6 a la misma velocidad, de todas maneras podemos recurrir a la aproximacion
lineal para dar una estimacion de la posicion del automévil. Si llamamos f(t) a la
posicion del auto medida en kildmetros desde el control policial y medimos el tiempo
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en minutos (t = 0 es el instante en que pasa por el control) tendremos:

f0) =0
2
) = %km/min
la aproximacion lineal sera:
92
L(t) = —t
(1) =45

y parat = 9 (que corresponde a las 10:51) se tendra:

92
L(9) = 55 x 9 =13.8km

= Diferenciales

A
Supongamos que f(z) es derivable. Si incrementamos al valor x en un cantidad Az,

esto es: nos movemos al valor  + Ax la funcién f tendra una variacion total:

A Af = f(z+ Az) — f(z)

JEAAL) - i

daf si desconocemos el valor f(z 4+ Ax) no podremos calcular A f. Pero si el incremento
J@) oo : Az es pequefio, podremos estimar a A f usando la aproximacion lineal de f centrada
= en x:
).c x+Ax g Af L(z + Azx) — f(z)
!
Para incrementos pequefos A f ~ df Af = fla)@+ Ar =)+ f(z) - f(2)
Af ~ fl(z)Az

| Definicion |

A la expresion f/(z) Az se la llama diferencial de la funcion f y se la indica con df .
La expresion anterior puede escribirse entonces:

Af ~df = f'(z)Az

La diferencia entre Af y df es que para conocer el valor del primero tenemos que
conocer los valores de f en x y en x + Az mientras que para conocer df nos basta
con el valor de f y el de su derivada en z. Esto, a veces, es algo muy util. Veamos un
ejemplo:

ETEM P L O s

Se mide el radio de una esfera y el resultado fue de 21 cm; se sabe que el error de
medicion cometido fue cuando mucho, de 0.05 cm ¢ Cual sera el error maximo que se
puede cometer al usar ese valor para obtener el volumen de la esfera?

Bien, supongamos que 7 es el valor obtenido en la medicion y que Ar es el error
cometido en esa medicion. Por supuesto que no conocemos cuanto vale exactamente
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Ar (de lo contrario conoceriamos el valor exacto del radio). Si con V' (z) denotamos
el volumen de la esfera de radio x entonces V() sera el volumen obtenido usando la
medicion, y V(r + Ar) el volumen correspondiente al verdadero valor del radio. Nos
interesa estimar:

AV ] = |V (r+ Ar) = V(r)|

esto no lo podemos calcular porque desconocemos Ar. Pero lo podemos estimar por
medio de:
AV ~dV

4 .
Como para la esfera se tiene V(1) = §7r7"3, entonces dV = 4rr?Ar.

Para r = 21 y |Ar| < 0.05 tendremos que:

|dV| = 4m(21)? |Ar| < 47(21)? x 0.05 ~ 277.089 cm®

nos da una estimacion para el error cometido.

Observacién: Si g(x) = x entonces dg = dz = ¢’(x) Az = Az, y por ello se escribe
usualmente el diferencial de una funcién cualquiera como:

df = f'(z)dx

EJERCICIOS

1. Consideren la funcion f(z) = V1 + x

a. Determinen la aproximacion lineal de f centrada en 0.
b. Utilicen esa aproximacion para estimar v/1.2;1/1.05; 1/1.005

c. Si nos alejamos de su centro, la aproximacion lineal generalmente pierde
precision. La aproximacion del inciso a probablemente sea poco util cerca
de z = 3. Para ello serd necesario aproximar a f con centro en 3. Haganlo.

d. Usen la aproximacion lineal con centro en 3 para estimar v/4.2. Comparen
con lo que se obtiene por calculadora.

e. Hagan lo mismo para /5.2

2. Determinen las aproximaciones lineales de las funciones seno, coseno y tangente
para valores de x cercanos a 0.

3. Consideren la funcién f(z) = x2. Nos situamos en z = 1 y nos movemos
axz = 1.5. Calculen Af y df. Grafiquen interpretando todos los elementos
anteriores.

4. Encuentren los diferenciales de las siguientes funciones:
a. f(r)=2° b. f(z)=+Vad -1
1
c. flz)= x—&; d. f(z)=sen2z
x
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5. Empleen diferenciales para encontrar un valor aproximado del nimero que se
pide:

1
.V 36.1 . ——
a. v 36 b 101

c. sen 56° d. cos31.5°

Derivabilidad y diferenciabilidad

Para funciones de una variable, la sola existencia de la derivada en un valor asegura
que la aproximacioén lineal es una buena aproximacion a la funcion cerca del punto.
Dicho de otra manera, la existencia de la derivada asegura que la recta tangente y la
grafica de la funcion seran indistinguibles cuando el intervalo considerado sea sufi-
cientemente pequeflo. Vamos a precisar ésto.

Supongamos que f(x) es una funcién derivable en 2z = a y consideremos su aproxi-
macion lineal centrada en a:
L(z) = f'(a)(z — a) + f(a)

La diferencia, entre la funcion y su aproximacion lineal es:

f@)—Lx) = f(z)- f(a)(@—a)—f(a)

fl@)=L(z) = f(z)—f(a) = f(a)(x —a)
Es claro que el limite cuando z — a del miembro izquierdo es 0, lo cual habla de
que L(z) y f(z) estdn proximos cuando = y a lo estdn. Ahora bien, esto mismo
sucede para cualquier funcién lineal que en a valga f(a), por un simple argumento de
continuidad. Pero la aproximacion lineal cumple con algo mas, que es lo que distingue
a la recta tangente de cualquier otra que pase por (a, f(a)). En efecto si en la ltima
ecuacion dividimos ambos miembros por z — a tenemos:

flz) = L(z) _ f(x) = f(a)

!
T —a T—a fia)
Y si tomamos limite paraz — a :
. _
g 1) L) P f)
r—a Tr—a r—a Tr—a TrT—a
————
tiende a f/(a) es f’(a)

Por consiguiente:
. z) — L(z
o J@) —L@)
r—a Tr—a
Es decir: la diferencia entre la funcion y la aproximacion lineal dividida por z — a
aun tiende a 0. Esta es la caracteristica que distingue a la recta tangente de cualquier
otra recta que pase por (a, f(a)) (ver ejercicio siguiente). En este caso diremos que
f(z) es diferenciable en x = a.

e NG (G (0N

(Derivabilidad y diferenciabilidad) Sea f(z) una funcidn que estd definida en un in-
tervalo alrededor de = = a.
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1. Supongan que L(z) = m(z — a) + f(a) es una funcion lineal que verifica la

condicion I

@) L)

T—a T —a
muestren que entonces f(x) es derivable en x = a 'y que f'(a) = m. Concluyan
que L(x) es la aproximacion lineal de f(x) centrada en a.

2. Usando el punto 1 y la discusion anterior muestren que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

- f(z) es derivableen z = a

- Existe una tinica funcion lineal L(x) tal que L(a) = f(a) y tal que:
@)~ L)

r—a xr—a o

Lo anterior nos dice que, para una funcion de una variable, los conceptos de derivabi-
lidad y de diferenciabilidad son lo mismo.

Veremos en la seccion siguiente que para funciones de mas de una variable la situacion
no es tan clara, puesto que la sola existencia de las derivadas parciales no asegura que
la funcién posea una buena aproximacion lineal.
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= Diferenciabilidad de funciones de varias variables

Lamentablemente, para una funcion de dos variables, la sola existencia de las derivadas
parciales en un punto (a,b) no asegura que la grafica de f(x,y) tenga un plano
tangente que la aproxime bien para los (z,y) proximos a (a,b). Estudiemos esta
situacion:

| Definicion |

Supongamos que f(z,y) estd definida alrededor de un punto (a, b), y que existen las
derivadas parciales f;(a,b)y fy(a,b). A la funcién lineal

L(a:,y):f(a,b)—&—f,;(a,b)(m—a)—|—fy(a,b)(y—b) (*)
se la denomina aproximacién lineal de f(x,y) centrada en (a,b).

Notemos lo siguiente:
e Sobre el plano = = a la ecuacion (*) queda:
L(a7 y) = f(a‘7 b) + fy(a= b)(y - b)
que es la ecuacion de la recta tangente a la curva z = f(a,y) (siempre en ese
plano).
e Sobre el plano y = b la ecuacion (*) queda:
L(z,b) = f(a,b) + fa(a,b)(x — a)
que es la ecuacion de la recta tangente a la curva z = f(x,b) (siempre en ese
plano).

De manera que, de haber un plano tangente a la grafica de z = f(z,y), ése seria el
plano definido por la ecuacion:

z = f(a,b) + fz(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — D)
puesto que éste es el plano que contiene a ambas rectas tangentes.

Es claro que ese plano aproxima bien a f(z,y) sobre los planos = a e y = b, pero
no necesariamente lo hace en las direcciones restantes, como lo muestra el siguiente
ejemplo, en el que se muestra una funcion con derivadas parciales que no se aproxima
linealmente.

EJEM P L O s

Consideremos la funcion
Ty .
— si(x, 0,0
fay) =4 P+ (z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)
Se puede ver (hacerlo) que la funcién f tiene derivadas parciales en (0, 0) y de hecho
que:
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La aproximacion lineal L(z,y) de f centrada en (0, 0) es entonces:
L(z,y) =0
y por lo tanto el "plano tangente" resulta ser el plano xy :

Sin embargo, sobre la recta z = y (salvo en (0, 0)) la funcion vale:
x? 1
@) =57 =3
de manera que L(z,y) no resulta una buena aproximacion para f(z,y). Los dibujos
siguientes ilustran este ejemplo:

El camino y=x

Todo esto nos lleva a dar la siguiente definicion:

| Definicion |

Sea f(x,y) una funcion definida en (a,b) y en todos los puntos cercanos. Diremos
que f es diferenciable en (a, b) si existe una funcion lineal L(x, y) tal que:

f(xay) - L(.’Zl,y) = 81($,y)($ - a) +52(:r,y)(y - b)
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donde £1(z,y) y e2(x, y) son dos funciones tales que:

lim &q(z, = 0
L AIC )

lim  eo(x, = 0
i, 2@ Y)

En primer lugar notemos que, con unas cuentas similares a las del Ejercicio de la
pagina 204 puede mostrarse que si f es diferenciable en (a, b) entonces tiene derivadas
parciales en (a,b) y la funcion lineal L(x,y) es la aproximacion lineal de f centrada
en (a,b), estoes: L(z,y) = f(a,b) + fz(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b).

La complicada definicion anterior admite entonces estas sencillas interpretaciones:

e f(x,y) es diferenciable en (a,b) si y solamente si la aproximacion lineal de f
centrada en (a, b) es una "buena" aproximacion para los valores de f(z,y) para
(z,y) cercanos a (a, b).

e f(x,y) es diferenciable en (a, b) si y solamente si el plano definido por la aproxi-
macion lineal es tangente a la grafica de f(x,y) por el punto (a, b, f(a,b)).

e f(z,y) es diferenciable en (a, b) si'y solamente si la grafica de f(x, y) se confunde
con un plano, sobre un entorno suficientemente pequefio alrededor de (a, b).

Para mostrar que una funcién es diferenciable en un punto es necesario poder escribir
a la funcion en la forma de la definicion, lo cual es complicado en general. Para
nuestros objetivos bastara con el sencillo criterio que da el siguiente teorema, cuya
demostracion se omitira en este curso.

I Teorema |

Supongamos que las derivadas parciales de f(z, y) existen y son continuas en (a, b) y
en todos los puntos proximos a (a, b). Entonces f(z,y) es diferenciable en (a, b).

Es decir, la diferenciabilidad queda asegurada por la continuidad de las derivadas par-
ciales?*.

Analogamente a lo que hicimos en una variable, si f es diferenciable, definimos el
diferencial de f como la expresion:

df = fedz + fydy
la cual puede verse como una forma util de aproximar a A f para valores pequefios de
los incrementos Az = dx 'y Ay = dy.

e NG (G (0N
1. Consideren la funcién f(x,y) = zy? + 2%y
a. (En qué puntos es diferenciable?;Por qué?

b. Situense en el punto P(2,-3). Encuentren la aproximacion lineal de f(z,y)
centrada en Py la ecuacion del plano tangente a la grafica de f(x,y) sobre

4 El criterio funciona en un solo sentido. No es cierto en general que una funcion diferenciable deba

tener derivadas parciales continuas.
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ese punto.

c. Usen el punto anterior para calcular aproximadamente 2.01-(—2.99)% +
(2.01)% - (—2.99).

Encuentren la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto que se
indica:

a. z=2% -2y en(-2,1,6)

b. z=In(2z +y)en(—1,3,0)

c. z=¢€%In(y) en (3,1,0)

Dibujen con Maple la grafica de la funcion y la de su plano tangente en el punto
dado. Amplien el dibujo hasta que la grafica de la funcion y el plano tangente
sean indistinguibles.

a. fla,y) = 45 en (1,2,2)

b. f(xay) =% - Ty en (_2?37 _2)

c. f(z,y) =sen(x)cos(y) en (0,7,0)

Encuentren la aproximacion lineal de las funciones de los ejercicios anteriores,
centrada en los mismos puntos.

Encuentren el diferencial de las siguientes funciones:

a. f(z,y) =2xy +vy°
b. f(z,y) = Vo +y?
c. f(x,y) =ye" +sen(x)

La longitud y el ancho de un rectangulo son de 30 cm y 24 cm respectivamente,
con un margen de error de medicion de 0.1 en cada dimension. Usen diferenciales
para estimar el maximo error en el area calculada del rectangulo.

Usen diferenciales para estimar la cantidad de metal en una lata cerrada con
diametro de 8 cm y altura de 12 cm, si el material tiene un espesor de 0.04 cm.

Encuentren la aproximacion lineal de la funcion f(z,y) = /20 — 22 — 7Ty?
centrada en (2, 1) y Gsenla para aproximar f(1.95,1.08). ;Cémo aseguran que
la aproximacién es buena?

Encuentren un valor aproximado para los siguientes niimeros:

a. 2.01-¢7001

b. In(1.1)v/35.98
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memmmsmmmsm 8.4 La regla de la cadena

Supongamos que r(t) = (x(t),y(t)) es una funcion vectorial definida en un intervalo
I C R cuyas componentes son derivables y que f(x,y) es una funcion diferencia-
ble en un dominio D que contiene a la imagen de r(t). Consideremos la funcion

compuesta for:(for)(t) = f(z(t),y(t))

Esta funcién tiene dominio I y sus valores son numeros:

I//—\\\/\R

FG(®), y(@)

Veamos un ejemplo.

EJEMPLO

En cierta region del plano, la temperatura en un punto (z, y) medida en °C esta dada
por T'(z,y) = /x + y?. Una hormiga camina por la region, y su posicion en el
tiempo viene dada por r(t) = <2t,t2 — 1>. Nos interesa saber como cambia la
temperatura para la hormiga en un instante ¢t. En el instante ¢ la hormiga esta en
x = 2t;y = t? — 1, y la temperatura en ese punto es

(Tor)(t)=T(2t,t* — 1) = /2t + (12 — 1)2

El cambio vendra dado por la derivada:

d d
(T -=./9 2 _1)2
G (Lor) = v2t+ (82 —1)

la cual se puede calcular seglin las reglas de derivacion:
d 1+2t(t> -1
— V24 (2 —1)2 = L
dt 2t + (2 —1)2

Otra manera de resolver la derivada anterior, es por medio de la regla de la cadena,
que en la situacion planteada dice:

(Tor)' =T, 2’ + T,y

Para nuestro ejemplo:

1 2
(Tor) = 24 Y o

2y/x +y? 2y/x +y?

1 n 2yt
Ve+y? Vo +y?
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1+ 2yt
= ———==—= y reemplazando:

Ve
)

1+2t(t2 -1
V2t + (12 —1)2

lo mismo que obtuvimos antes.

| Definicion |

El vector gradiente de una funcion de dos variables T'(z, y) es el vector cuyas com-
ponentes son las derivadas parciales de la funcion 7', se lo indica VT (se lee "nabla
te"). Esto es:

VT(.CE, y) = <T$(ZI?, y)’ Ty(l‘, y)>

Recordemos que el vector derivado de una funcion vectorial r(t) = (x(t), y(t)) es:

r'(t) = (2'(1), ¥ (1))

Usando esta notacion la regla de la cadena puede expresarse:
(Tor) =VT -

Notar la similitud con la regla de la cadena en una variable.

E T EM P O s

El radio r de la base de un cilindro circular recto esta aumentando a razon de 3 cm/min
mientras que su altura h esta disminuyendo a razén de 1/2 cm/min . jA qué razon esta
cambiando el volumen V del cilindro cuandor =4y h =8 ?

El volumen del cilindro se calcula multiplicando la superficie de la base 72 por la
altura:
V =nr?h

Tanto 7 como h son funciones del tiempo ¢, y por lo tanto el volumen también lo es.

Por la regla de la cadena tenemos:
av
o = Vo' Vb = 2mrhoal W (%)

Tenemos que 7’ = 3y que ' = —1/2 . Cuando r = 4y h = 8, reemplazando en (*)

obtenemos:
dV 3
& 9r4.8.3+ 142(~1/2) = 1927 — 87 = 1847
dt min
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EJERCICIOS

. dz -
Encuentren las derivadas I usando la regla de la cadena en los siguientes casos.

Escriban claramente todos los elementos calculados, y las operaciones involu-
cradas.

a. z=+/22+y x(t) = t5;y(t) = cost

1
boz=ay+y'  a(t)=eylt) =7

c. z=z%y —sen(3x) x(t) = Int; y(t) = cost

El largo [ , el ancho s y el alto h de una caja cambian con el tiempo. En cierto
instante se tiene [ = 10, s = 4y h = 6, y [ y h aumentan a razoén de 2 m/s
mientras que s disminuye a razon de 1 m/s. Encuentren la razén de cambio de
las siguientes magnitudes en ese instante:

a. El volumen
b. El area total (con tapa)
c. La longitud de una diagonal

El auto A se desplaza hacia el norte por una carretera recta y el auto B viaja hacia
el oeste por una ruta perpendicular a la anterior. Los dos se aproximan al cruce
de las carreteras. En cierto momento el auto A esta a 0.5 km del cruce, mientras
que el auto B esta a 0.8 km del mismo. En ese instante el auto A circula a 90km/h
y el auto B lo hace a 110 km/h ;Cual es la razén de cambio de la distancia entre
ambos autos en ese instante?

Una escalera de 4m de largo se apoya contra una pared y su base empieza a
resbalar. Cuando la base esta a 3.7 m de la casa, la base se esta alejando a razon
de 1.5 m/s.

a. (Con qué velocidad se esta deslizando el extremo de la escalera que apoya
en la pared en ese mismo instante?

b. (Cual es la razon de cambio del area del triangulo formado por la escalera,
la pared y el suelo en ese instante?

= El vector gradiente y la derivada direccional

Hemos definido en la seccion anterior al vector gradiente de una funcion f(z,y) como:

Vf(ax,y) = <ft($7y)a fy(x’y»

Vamos a usar el vector gradiente para estudiar la variacion de la funcion f(z,y) en
una direccion cualquiera. Supongamos que estamos en un punto A(a,b) del dominio
de f(z,y), en el cual la funcién es diferenciable, y supongamos que tenemos una



u
(a.b)

La direccion dada por el vector unitario u
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direccion dada por un vector unitario u = (u1,ug). La funcidn de posicion
r(t) —tu+OA= (tuy + a,tus + b)

describe un movimiento rectilineo uniforme en la direccion de u con rapidez |u| = 1.

A la funcién compuesta f o r podemos calcularle su derivada respecto de ¢ usando la
regla de la cadena:

difor)=vf ' =Vfu

En particular, para t = 0, se tiene que r(0) = (a, b) y la expresion anterior queda:

d Fiy
a(for) i =V /f(a,b)-r'(0) =Vf(a,b)-u

Damos la siguiente definicion:

| Definicién |
Supongamos que f(z,y) es diferenciable en (a,b). Llamamos derivada direccional

de f(z,y) en (a,b) en la direccion del vector unitario u al nimero:
Dyf(a,b) =Vf(a,b) u

ETEM P L O s

Calculemos la derivada direccional de la funcién f(x,y) = yIn(z) en la direccion
definida por el vector (1, 1) en el punto (e, 1).

Observando que la funcion es diferenciable en el punto (por qué?), hacemos los cal-
culos necesarios:

1. Calculamos el gradiente de la funcién en el punto dado:

_ ¥

fw(xay) - T

1

fw(ea 1) = g
fy(z,y) = In(z)

fyle,1) = 1

en consecuencia:
1
v.f (6, 1) = <€7 1>

2. El vector unitario en la direccion dada es:

“:&& B <¢1§¢15>
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3. Calculamos ahora la derivada direccional:
Dyuf(e,1) = Vf(el)-u

- (31) (&)
1 1

- + -
evV2 V2
0.967 24

12

EJERCICIOS

Consideren el caso en el que el vector unitario u, es respectivamente uno de los ver-
sores i 6 j. Muestren que:

1. Dif(a,b) = fa:(avb)
2. Djf(a, b) = fy(a7 b)

Interpretacion geométrica de la derivada direccional

En el dibujo de abajo mostramos un vector unitario u = (u1, us) en el plano xy, y la
grafica de una funcion f(x,y) que es diferenciable en el punto (a, b).

El plano paralelo al eje z que pasa por (a, b) y contiene al vector u corta a la grafica en
una curva C. La derivada direccional D, f (a, b) puede interpretarse como la pendiente
de la recta tangente a la curva C por el punto (a, b, f(a, b)) en ese plano.



El 4ngulo 6 entre los vectores V f(a,b) y u
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7
i 0““\
B

Direccion de maximo crecimiento

Recordando que v - w =|v| |w| cos 6 laderivada direccional puede escribirse, usan-
do que u] = 1:

Dy f(a,b) =|Vf(a,b)| |u| cosd =|Vf(a,b)| cosb
donde 0 es el angulo entre V f(a,b) y u.

De la expresion anterior deducimos que la derivada direccional tendra un valor ma-
ximo cuando cosf = 1, lo que ocurre cuando 6 = 0, es decir cuando u'y V f(a,b)
tienen la misma direccion. En tal caso, tendremos:

Duf(a,b) = [V f(a,0)]
Esto lo podemos expresar de la siguiente manera:

| Teorema |

Si f(x,y) es diferenciable en (a, b) la direccion de maximo crecimiento de f en (a, b)
estd dada por la direccion del gradiente de f en (a,b). Ademads, la maxima razon de
cambio es |V f(a, b)|.

EJERCICIOS

Supongan que f(z,y) es diferenciable en (a,b). ;Cual sera la direccién de maximo
decrecimiento de la funcion en (a, b)? (Cudnto valdra la razon de cambio en esa
direccion?

Observaciéon: Todo lo dicho en este apartado y el anterior para funciones de dos
variables es aplicable a funciones de tres 0 mas variables.

ETEM P L O s

Encontremos la direccion de méximo crecimiento de la funcién f(z,vy, z) = 4a?y2>
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en el punto (1,2,1) y determinemos la razén de cambio maxima y minima en ese
punto.

En primer lugar, notemos que f por ser polinomica es diferenciable en todo su do-
minio. Como vimos, la direccion de maximo crecimiento esta dada por el vector
V£(1,2,1). Lo calculamos:

f(1,2,1) = 8myz3’(1’2’1)216

fy(1,2,1) = 43;2;;3\(17271):4

f-(1,2,1) = 12x2yz2|(1,271):24

Vf(1,2,1) = (16,4,24) es ladireccion de maximo crecimiento.

La derivada direccional en ese punto en la direccion del vector unitario correspon-

diente es:
Duf(1,2,1) = [Vf(1,2,1)] = /162 + 42 + 242 = 4/53

Anélogamente, la razon de cambio minima estara dada por — |V f(1,2,1)| = —4/53

e e NI BAYA 1))

Un barco navega en direccion noroeste a 23km/h. Se conoce que la temperatura
ambiente aumenta a razéon de 1°C'/km en la direccion norte y disminuye a razon de
2°C/km en la direccion oeste.

1. ;Como hariamos para calcular la razon de cambio de la temperatura en la direc-
cion del barco?

Evidentemente, se trata de calcular una derivada direccional. Al margen hicimos

un esquema orientador. Llamemos 7'(z, y) a la temperatura ambiente en la posi-

cion (z,y). Si u es un vector unitario que da la direccion del barco, la razon de
\ cambio que buscamos sera:

DyT =VT-u

a. De acuerdo a nuestro esquema, un vector en la direccion del barco es (—1, 1).
Encuentren un vector unitario u para la direcciéon del barco.

b. Calculemos el gradiente. Sabemos que en la direccion Norte la tempera-
tura aumenta a razon de 1°C/km. ;Qué podemos afirmar sobre T},? De la
misma manera, la temperatura disminuye en la direccion Oeste a razon de
2°C'/km {Qué nos dice ésto sobre T,?

S c. Den el valor de la razén de cambio de la temperatura en la direccion del

. . barco.
Ubicamos los puntos cardinales en la

forma usual y dibujamos un vector en la

R 2. Otra pregunta que podemos hacernos es: ;cual sera la razéon de cambio de la
direccion del barco.

temperatura ambiente para alguien que esta en el barco?

a. Discutan cudl es la diferencia entre esta pregunta y la que nos hicimos en el
punto 1.
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b. Si llamamos r(¢) a la funcion de posicion del barco (qué representa r'(¢)?
[cuanto vale?

c¢. (Como expresarian a la temperatura sobre el barco en funcion del tiempo ¢?

d. (Cudl es la derivada que se debe calcular para responder a la pregunta?
Haganlo.

EJERCICIOS

Encuentren la razoén de cambio de f en el punto P en la direccion del vector que
se indica:

a. f(z,y) =ylnx P(1,-3) u=(-4/5,3/5)
b. f(z,y)=1+2zy P(3,4) u=(—v2/2,12/2)

Encuentren la derivada direccional de la funcién f en el punto dado y en la di-
reccion indicada por el dngulo a:

a. f(z,y) = xe 2 (5,0) a=m/2
b. f(xvy):\/m (4,1) a=-7/6
c. f(z,y) =sen(x + 2y) (4,-2) a=3r/4

Hallen la derivada de la funcion que se indica en el punto dado y en la direccion
del vector v:

a. f(xay):aj/y (672) V:<_173>
b. f(r,0) =e "send (0,7/3) v=(-2,1)
c. g(s,t) =s/s+1 (2,2) v={(-1,1)

Encuentren la méxima razon de cambio de f(z,y) en el punto dado e indiquen
la direccion en la que la misma se verifica:

a. f(z,y) =xe ¥ +3y (1,0)
b. f(z,y) = sen(zy) (0,1)
c. f(x,y,z):x—i—% (4,3,-1)

Encuentren las direcciones en las cuales la derivada direccional de f(z,y) =
22 + sen(zy) en el punto (1,0) tiene el valor 1.

Supongan que la temperatura en el punto de coordenadas (x, y, z) viene dada por
la funcion T'(z,y,2) = 124 (1 — ﬁ)e’(fﬂﬁ. Encuentren la direccion de

maximo decrecimiento de T" en el punto (2,0, 99).

Sea T'(z,y) = la temperatura en una region del plano. Suponga que

4

Ud. esta en el punto de coordenadas (2,1).
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a. Dibuje los puntos del plano que estan a la misma temperatura que Ud.

b. (En qué direccion tendria que desplazarse para estar aproximadamente a la
misma temperatura? Explique.

c. Si Ud. quisiera moverse hacia un clima mas frio lo mas rapido posible jen
que direccion deberia moverse? Explique.

8. Calculen la derivada direccional de la funcién f(z,y) = y3%en el punto (1,2) en
la direccion que va desde ese punto al punto (2,3).

9. Supongan que la elevacion de una colina esta dada por f(x,y) = 200 —y? — 4z2.
Desde el lugar situado sobre el punto (1,2) ;En qué direccion correra el agua de
lluvia?

= Planos tangentes a superficies de nivel

flab)=k
@\ GO0

Figura 1. Parametrizamos un trozo de la
curva F'(z,y) = k por medio de

(@(t), y(1)).

OB b

@\ 6, 0)

flab)=k

Figura 2. El vector gradiente V f(a, b) y el
vector tangente (z'(t0), y' (o)) son
ortogonales.

Sea f(x,y) una funcidn diferenciable y consideremos un punto (a, b) de su dominio.
Llamemos k = f(a,b). Entonces la curva C' dada implicitamente por:

flx,y) =k

es la curva de nivel de f(z,y) que pasa por (a,b). Supondremos ademas que nos es
posible parametrizar un trozo de la curva C' que contenga al punto (a, b)®, digamos:
x = x(t)
C: tel
{ y=y(t)
y ademas, para algun ¢y € I tendremos z(t9) = a e y(ty) = b (ver Figura 1 al
margen).

Para cualquier ¢ € I, el punto (z(t),y(t)) € C, y por lo tanto la funcion
9(t) = f(z(t),y(t)) = k

es constante en . Por consiguiente la derivada ¢’(¢) = 0. Pero usando la regla de la
cadena:

g8 = S I y) = oo’ + fy o = VF (@) =0
en particular, para t = t( tendremos:
Vf(a,b) - (2’ (to), v (to)) = 0

lo cual nos dice que el vector gradiente es ortogonal al vector (z'(¢o), ¥’ (t0)) que es
tangente a la curva C en el punto (a, b).

Lo enunciamos

> La condicion para que exista una parametrizacion como la que usamos es justamente que

Vf(a,b) # 0. Se puede encontrar una demostracion en los libros de Calculo avanzado como
consecuencia del llamado Teorema de la funcion implicita,
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I Teorema |

Si (a,b) es un punto en el dominio de una funcion diferenciable f(x,y) el vector
gradiente de f en (a, b) es ortogonal a la curva de nivel de f que pasa por (a, b).

Lo mismo vale para una superficie de nivel de una funcion de tres variables f(x,y, 2) :

| Teorema |

Si (a, b, ¢) es un punto en el dominio de una funcion diferenciable F'(x, y, z) el vector
gradiente de F en (a,b,c) es ortogonal a la superficie de nivel de F que pasa por
(a,b,c).

ETEM P L O s

Consideremos la superficie S dada implicitamente por 422 +2y% +5z = 17 y el punto
P(0,-1,3) € S. Daremos la ecuacion del plano tangente a .S por el punto P. Para ello
consideramos la funcion de tres variables
F(x,y,2) = 42® 4+ 2y* + 52

de modo que la superficie S puede verse como la superficie de nivel 17 de la funcion
F'. De acuerdo al resultado anterior, el vector gradiente:

VF(0,~1,3) = (Fy, Fy, F) ‘(0,71,3)
es normal al plano tangente en el punto correspondiente. Las derivadas parciales son:

F,=8x ; F,=4y ; F,=5
Por lo tanto:

VF(0,-1,3) = (0,—4,5)

y la ecuacion del plano:
(0,-4,5) - (z,y+1,2—3) =
—4y+1)+5(z—-3) =
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e D D N (G (O]
1. Encuentren la ecuacion del plano tangente a la superficie por el punto que se
indica:
a z=x?+1° (1,-1,2)
b. 2?2 +y>+22=6 (-1,2,1)
c. ze¥* =1 (1,0,5)

2. Encuentren los puntos del elipsoide 2% + 2y? + 322 = 1 en los cuales el plano
tangente es paralelo al plano de ecuacion 3x — y + 3z = 1.

3. Sea C la curva definida por la interseccion del paraboloide z = 22 + 32 y el
elipsoide 422 + y2 + 22 = 9. Encuentren la ecuacion de la recta tangente a C
por el punto (—1,1,2).

4. Elplano x + z = 2 corta al cilindro 22 + y? = 5 en una elipse. Encuentren
las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a esa elipse en el punto (1,2, 1).
Use Maple para dibujar al plano, el cilindro y la recta tangente en una misma
grafica.

5. Muestre que todo plano que sea tangente al cono 22 442 = 22 pasa por el origen.

6. Muestre que toda recta normal a la esfera 22 + y? + 22 = 72 pasa por el centro
de la esfera.

= Funciones implicitas

En algunas situaciones la relacion entre dos o mas magnitudes no esta dada en forma
explicita sino por medio de una ecuacién que las mismas satisfacen. Supongamos, por
ejemplo que las variables = e y estan vinculadas por una ecuacion del tipo:

F(z,y)=0 (*)
si nos fuera posible "despejar" una de las variables se obtendria una relacion funcional
y =y(z) (**)
y derivandola se encontraria la razéon de cambio de y respecto de x
Y =1y'(z)
Lamentablemente en la mayoria de los casos no podremos encontrar la expresion ex-

plicita de y(z).

Otra forma de hacerlo -que tiene muchas ventajas- es notar que si existiera una relacion
funcional como la (**) podriamos sustituirla en la ecuacion (*) obteniendo la identi-
dad:

F(xz,y(z)) =0
valida en el dominio de y(z).



y=y ()
e

Sobre un intervalo alrededor de x = 3 un
sector de la curva (que pasa por y = 3)
puede verse como la grafica de una funcion

y = y(z).
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Si derivamos esta ultima identidad respecto de = usando la regla de la cadena ten-
dremos:

dF
7(2’;’(9”)) = Foa' +Fyy = Fo+ Fyy =0
de donde resulta (suponiendo que £, # 0):
y = 2= (%)

lo cual es muy conveniente, puesto que nos permite conocer la derivada ' a partir de
las derivadas parciales de F'(x,y).

El Teorema de la funcién implicita, cuya demostracién no daremos en este curso,
afirma que:

| Teorema |

Si F(x,y) esta definida en un disco D que contiene a un punto (a, b) y se cumple que:

1. F(a,b) =0
2. F; y F, son continuas en el disco D'y Fy(a,b) # 0

Entonces la ecuacion F'(z,y) = 0 define a y como funcién de x cerca del punto (a, b)
y la derivada de esta funcion esta dada por la ecuacion (***).

EJEM P LLO s

Supongamos que C' es la curva definida por la ecuacion 23 + y® = 6zy, y conside-
ramos sobre C al punto (3, 3):

Observando la grafica, vemos que en el intervalo I alrededor de = = 3 es posible ver
aun tramo de C' como la grafica de una funcion (que desconocemos) y = y(z) para
la cual y(3) = 3. No es posible, en general, explicitar a y(z).

Sin embargo, haciendo F(z,y) = 2 +y> — 6xy , nuestra curva estara definida por la
ecuacion F'(z,y) = 0, y verificando las hip6tesis del Teorema de la funcion implicita
para (a,b) = (3, 3) tendremos que, cerca de © = 3 nuestra ecuacion define a y como
funcion de x, y su derivada es:

)
y = Fy
;o 322 — 6y
Y 3y? — 6z

siempre que 3y — 6 # 0.
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Larectay —3 = —(x — 3) es tangente a la
curva por el punto (3, 3).

DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En el punto (3, 3) sera:

33263

B
332-6.3

y'(3) =

La recta de pendiente —1 que pasa por (3, 3) deberia ser tangente a la curva C. Su
ecuaciones y — 3 = —(x — 3).

e D S N (G (O]

1.

En relacion al ejemplo anterior, otra manera de encontrar la recta tangente es el
de la curva de nivel descripto en la pagina 218. Encuentren un vector normal a la
curva C'y Gisenlo para dar una ecuacion de la recta tangente por el punto (3, 3).
Comparen con lo obtenido en el ejemplo.

Encuentren 4’ en los siguientes casos:

a. 2% —xy+y? =8
b. cos(x — y) = xe¥
c. zy +y*> =2

d. zy =9>?
En relacion al ejemplo hemos obtenido
3w’ =Gy
Y 3y? — 6z

En vista del denominador presente, se ve que esa expresion puede no ser valida
para todos los puntos de C.

a. Encuentren los puntos (x,y) de la curva C para los cuales el denominador
de la expresion anterior se anula, y por lo tanto no se satisface en esos puntos
una de las hipotesis del Teorema de la funcion implicita. (;cual?).

b. Ubique esos puntos en la grafica de C, y dé razones por las cuales la funcion
y(z) no puede existir.

El dibujo es la grafica de la curva dada implicitamente por la ecuacion 3> + 3% —
5y — 22 = 0.

a. Marquen en la grafica los puntos sobre la curva en los cuales la recta tan-
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gente es horizontal.
b. Lo mismo para tangente vertical.

c. Corroboren en forma analitica lo que encontraron en los incisos anteriores.
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Capitulo 9
Optimizacion

Retomemos aqui el problema planteado en la primera actividad de este curso (ver
pagina 9). Alli se trataba de encontrar las dimensiones de un deposito de base cuadrada,
sin tapa, cuyo volumen fuera 36 m3. El analisis hecho en esa oportunidad nos condujo
a considerar la funcion:
S()=1*+ 1le—llpalral >0

la cual expresaba la superficie del depdsito en funcién de la longitud [ del lado de la
base. El problema planteado consistia en hallar el valor de | de manera que hiciera
que S(I) fuera el menor posible. Si estudiamos los intervalos de crecimiento y de-

crecimiento de la funcion en su dominio, tenemos:

144

que se anula para [® = 72, es decir para [ = /72 que es el inico punto critico.

Entonces tenemos el siguiente comportamiento:

(0.V72) | V72 | (V72,+00)
- ¥

S/

S 1 minimo 1

De manera que para [ = /72 se obtendra el minimo valor para S(I):

S(V72) = ( 72)2+ 1

V72
En este capitulo trataremos el problema de encontrar, dada una funcion f, sus valores
maximos y minimos en un conjunto C' dado, y los puntos de C' en los cuales se alcan-
zan esos valores. Comenzaremos estudiando la situacion para funciones numéricas de
una variable, para luego considerar funciones de varias variables.

~ 51.921...

Damos una definicion:

| Definicion |

Sea f(z) una funcién numérica. Consideremos un subconjunto C' del dominio de f,
y sea xg € C. Diremos que:

1. f(z) alcanza en zy un maximo absoluto en C'si f(xo) > f(x) paratodo x € C
2. f(z) alcanza en xo un minimo absoluto en C'si f(zg) < f(z) paratodo z € C

3. f(x) alcanza en xo un extremo absoluto en C'si alcanza en x( un maximo absoluto
0 un minimo absoluto.

La primera cuestion a tener en cuenta es la existencia de extremos absolutos para una
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Figura 1. En C' = (0, 400) la funcion
alcanza un minimo absoluto, pero no
alcanza un maximo absoluto.

10—+

Figura 2. En C' = (2, 4+00) la funcién no
alcanza un minimo absoluto ni tampoco un
maximo.absoluto.

OPTIMIZACION

funcion f(z) y un subconjunto C' de su dominio. Veamos un ejemplo.

ETEM P 1O s

. 4
Consideremos la funcién f(x) = 2 — 3 + — parax > 0.
x
1. En la Figura 1, vemos que si C es el intervalo (0,4+00) f(z) no alcanza un
maximo absoluto, pero si un minimo absoluto.

2. En C = (2,400) la funcién no alcanza un minimo absoluto ni tampoco un
maximo absoluto, tal como vemos en la Figura 2.

3. Si C es el intervalo cerrado [1,5] la funcién alcanza un méaximo absoluto en
2« = 5y un minimo absoluto en z = 2, como muestra la Figura 3.

El ejemplo nos muestra que la existencia de extremos absolutos en un subconjunto C'
del dominio depende de cual sea el conjunto C' que estemos considerando, ademas del
comportamiento de la funcion.

Se tiene el siguiente teorema, que no demostraremos en este curso:

| Teorema |

Sea f(x) una funcién definida en un dominio D. Si I = [a, b] es un intervalo cerrado
contenido en D tal que f(z) es continua en I entonces f(x) alcanza un minimo
absoluto y un maximo absoluto en 1.°

Observacién: Notemos que el teorema solamente asegura la existencia de extremos
absolutos, pero no dice en qué puntos se alcanzan, ni tampoco cdmo encontrarlos.

10—+
Y 8; = Determinacion de los extremos absolutos de una funcion
continua en un intervalo cerrado
6 —_<
Supongamos que f(x) es una funcidn continua en un intervalo cerrado I = [a, b]. Para
41 determinar sus extremos absolutos lo que haremos es construir una lista de candidatos
1 para luego identificar los extremos evaluando la funcion en los niimeros de la lista y
24 M comparando los valores que toma la funcién en ellos.
0 i — } } x Supongamos que en z = ¢ hay un extremo y supongamos ademas que c es interior al

|
o : :
0 2 4 6 8 10

Figura 3. En C' = [1, 5] la funcion alcanza

un minimo absoluto y un maximo absoluto.

intervalo, es decir ¢ € (a,b) . Entonces ¢ es un extremo local de f(x) y por lo tanto es
un numero critico (ver pagina 87), es decir:

¢ Recordemos que una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, ] si es continua en todo punto

del intervalo abierto (a, b) y los limites laterales para z — a® y paraz — b~ son iguales a f(a) y a
£ (b) respectivamente.
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Minimo absoluto en x = 1 y maximo
absoluto en x = —2.
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e f(x)esderivableenz =cy f'(¢) =0 o bien:

e f(x) no es derivable en ¢
Si ¢ no es interior al intervalo, entonces es uno de los extremos,oseac=aoc = b,

Resumiendo:

Los extremos absolutos de una funcidn continua en un intervalo cerrado se alcanzan
en los numeros criticos o en los extremos del intervalo

Veamos un ejemplo.

ETEM P L O s

3
Encontrar los extremos absolutos de la funcion f(z) = % — z en el intervalo [—3, 1].

Paso 1 Comprobamos la continuidad: Puesto que f es un polinomio, es continua en
toda la recta.

Paso 2 Encontramos los niimeros criticos en el intervalo: Puesto que la funcion es
derivable en todo su dominio, s6lo habra numeros criticos provenientes de la anulacion
de la derivada. Resolvemos:

— =1 =0
4
2 = 2
r = +£2

Observamos que z = 2 no pertenece al intervalo que estamos considerando, y por lo
tanto lo descartamos.

Paso 3 Determinacion de los extremos Nuestra lista de candidatos es entonces:
T = —2 numero critico
rz=1

} extremos del intervalo
r=-3

Evaluamos a la funcion en los candidatos:

r=1 r=-3 r=—-2
flz)=23/12 -2 —11/12 3/4 4/3
extremos minimo absoluto maximo absoluto

La grafica confirma nuestro resultado (ver al margen).
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Veamos ahora otro ejemplo, en el cual aparece un punto donde la derivabilidad es
dudosa.

E T EM P O s

Analicemos si la funcion:
[ (z—2)2-1 siz<13/4
fw) = { (x—4)2  siz>13/4
tiene extremos absolutos en el intervalo [1,7/2] y en caso afirmativo en qué niimeros
los alcanza. Seguimos los pasos del ejemplo anterior:

Paso 1 Continuidad Puesto que la funcion esta definida por dos trozos polinomiales,
so6lo debemos comprobar la continuidad en el punto de "pegado" z = 13/4. Lo
hacemos por medio de los limites laterales:

9

li = li —4)2 = =

x_ﬁg}ﬁf(x) szrgl/4(x =16
9
li = i —-2)2—-1=—
m S = lim (@=-2) 16

ambos limites existen, son iguales y coinciden con el valor f(13/4). Por lo tanto f es
continua en el intervalo dado.

La funcioén es continua y el intervalo cerrado, de modo que hay extremos absolutos en
el intervalo.

Paso 2 Numeros criticos Excepto en el punto de pegado, la funcion es derivable, y se

tiene: A 2 i 13/4
, X — st <
Flw) = { 2z —4) siz>13/4

Todavia no decimos nada sobre la derivada en z = 13/4.

Los numeros criticos son x = 2y x = 4; a éste ultimo lo descartamos por no
pertenecer al intervalo [13/4,7/2].

Respecto de = 13/4 podemos hacer una de dos cosas:
e Considerarlo sospechoso y agregarlo a la lista por las dudas que fuera critico.

e Ver si la funcion es derivable en 13/4 y agregar el nimero a la lista en caso de que
la derivada no exista o en caso de que la derivada exista y sea 0.

Aqui seguiremos el primer camino (Uds. pueden comprobar que la funcién no es
derivable en 13/4 jhacerlo!). Nuestra lista queda:

x=2 |xz=13/4 | 1| 7/2
f(x) -1 9/16 0] 1/4
minimo | maximo

Podemos responder que el valor maximo de f(z) en el intervalo es 9/16 y lo alcanza
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en 13/4 y que el valor minimo de f(x) en el intervalo es -1y lo alcanza en 2.

Una gréfica confirma nuestros resultados:

Y 14

0.5625 - ++venerne e .

et ey I

0.5 4

e D D ) (G (O]

Determinen los valores maximos y minimos de las funciones siguientes en los inter-
valos que se indican.

1. f(z)=(x—2)*>—4en]0,5]
2. f(z)=1/z+1len]l,3]

2—-2)2—-4 siz <5
3 f(a:)z{( 103x six;5 en [1,6]

A= GG Nati @

Problemas de optimizacion en una variable

En esta seccion aplicaremos lo que se ha visto a la resolucion de situaciones pro-
blematicas en las que se trata de obtener soluciones "0ptimas".

ETEM P L O s
Se quiere construir una caja sin tapa a partir de una lamina de cartéon cuadrada de 48
cm de lado, recortando un cuadrado igual en cada esquina de la lamina y plegando
hacia arriba los lados. (Cual es la caja de mayor volumen que puede construirse en
esta forma?

Para resolver este problema (y muchos otros) hay dos tareas:

1. Modelizar la situacion: esto significa llevar la situacion "real" del enunciado
a un problema matematico cuya solucion nos lleve a encontrar la respuesta al
problema original. La modelizacién incluye los siguientes pasos:
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48 cm

Se recortan las esquinas para armar una
caja.

OPTIMIZACION

a. Comprender el problema: leer cuidadosamente el enunciado ;cual es la
cantidad a conocer? cuales son las cantidades dadas? ;qué condiciones
vinculan a las cantidades?

b. Dibujar un esquema de la situacion sefialando en €l las cantidades dadas y
las pedidas.

c. Introducir notacion: asignar un nombre a la cantidad a maximizar o mini-
mizar, y a las otras cantidades que intervienen.

d. SiQ es lacantidad a maximizar o minimizar, expresar a () en funcion de las
otras cantidades. Usar las relaciones para que () finalmente dependa de una
unica variable, digamos @ = Q(x). Escribir el dominio de Q(x) teniendo
en cuenta el contexto del problema.

De esta forma nuestro problema original estara modelado por el problema matematico
siguiente:

"Encuentre el maximo (o el minimo) de la funcién Q(x) en el dominio D.”

2. Resolver el problema matematico para obtener las soluciones del problema
original.

Apliquemos estos pasos al problema del enunciado. Primero hacemos un dibujo (ver
figura al margen).

La cantidad a conocer es el volumen de la caja, llamémoslo V, que depende de la
superficie de la base y de la altura de la caja. Estas dos cantidades estaran definidas
una vez que sepamos el tamafio del cuadrado que recortaremos en ambas esquinas.
Llamemos = al lado del cuadrado a recortar. Entonces quedan las relaciones:

lado delabase = 48 — 2z
altura = «zx
V(r) = x(48 —2x)?

El domino de V() es el intervalo (0,24) .

Hemos modelizado la situacion planteada. Su solucion equivale a resolver el siguiente
problema matematico:

Encontrar el méximo valor de V (z) = z(48 — 2z)? en el intervalo (0,24).

Este problema no es del tipo planteado en la seccion anterior, puesto que el dominio
no es un intervalo cerrado. Sin embargo, notando que la funcién x(48 — 2x)? estd
definida en O y en 24, y que en ambos nimeros toma el valor 0, resolver nuestro
problema equivale a resolver el siguiente:

| Encontrar el maximo valor de V() = x(48 — 2x)? en el intervalo [0, 24]. ||
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Resuelvan el problema anterior y den la respuesta al problema original.

Veamos otro ejemplo.
ETEM P L O s

Un trozo de alambre de 10 m de largo se corta en dos partes. Con una se forma un
triangulo equilatero y con la otra un cuadrado. {Cémo debe cortarse el alambre para
que el area encerrada sea minima?

1. Modelizacién

Bueno, acé el enunciado es suficientemente claro. Supongamos que dividimos el
alambre en un trozo de x metros y otro de 10 — x metros. El cuadrado C tendra
perimetro x, mientras que el tridngulo T tendrd perimetro 10 — x. Los lados
respectivos seran: z/4y (10 — z)/3. El 4rea de C es x?/16 mientras que el 4rea
del tringulo es (10 — x)21/3/36 7. El 4rea total resulta ser:
2
x
Al) = 5+ (10— x)2V/3/36

Y el dominio en el contexto del problema es el intervalo I = [0,10]. Hemos
concluido la modelizacién de nuestro problema. La solucion del mismo vendra
de encontrar el minimo y el maximo de A(x) en el intervalo 1.

2. Resolucion del problema matematico

A(z) es continua y derivable en todo su dominio. Como I es cerrado A(x)
alcanza un valor maximo y un valor minimo en /; y lo hace o bien en nimero
critico o bien en los extremos de /. Tenemos:

Al(z) = x/8—2(10 —z)V/3/36
= x/8—20V3/36 +22V/3/36
9z — 40V/3 + 42V/3

72
(94 4v/3)x — 403
72
que se anula para:
T = ﬂ ~ 4.3496
9+4v3
Evaluamos la funcion en el nimero critico y en los extremos de I:
0 10 4.34
z? V3 V3 100
Alz) ==+ (10—-2)2=—— | 100 ~4.81 | — =625 | ~2.71
(@) =15 + 10 -2 5 36 16
extremos maximo minimo

7 El tridngulo es equilétero, y por lo tanto sus tres dngulos miden 60°. La altura es igual al lado

multiplicado por sen 60°. En nuestro caso la altura es (10 — x)/3.4/3/2 = (10 — x)+/3/6. El area
resulta 1/2 (10 — 2)/3 .(10 — 2)v/3/6 = (10 — z)%/3/36.
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La respuesta a nuestro problema es: el d&rea minima se alcanza tomando 40v3

. 9+4+/3
de alambre para el cuadrado y el resto para el triangulo.

m

e D S N (G (O]

1. Se dispone de 240 metros de alambre tejido para construir un corral rectangular.
Para uno de los lados se aprovechara un cerco existente.

a. Dibujen un esquema que describa la situacion descripta. ;Cuales son las
magnitudes que definen las medidas del corral a construir? ;Cual es la
relacion entre ellas?

b. Den tres ejemplos distintos de corrales que se puedan construir utilizando
todo el alambre disponible. En cada uno de los casos determinen el area
resultante.

c. (Cual es la expresion del area del corral, teniendo en cuenta la relacion
encontrada en el punto a)?

d. Determinen las dimensiones que debera tener el corral de area maxima que
puede construirse con todo el alambre disponible.

2. Entre todos los rectangulos de area 9 ;Cual es el de menor perimetro?
3. Entre todos los rectangulos de un perimetro 12 ;Cual es el de area maxima?

4. Un agricultor desea cercar una superficie de 100 hectareas en un campo rectan-
gular, y después dividir por la mitad con una cerca paralela a uno de los lados del
rectangulo ;Cémo debe proceder para minimizar el costo de la cerca?

5. Encuentren el punto sobre la recta de ecuacion y = 2z —3 mas proximo al origen.

6. Determinen los puntos de la hipérbola y? — 22 = 1 que estan mas cercanos al

punto (2,0).
Y4 7. Calculen las dimensiones del rectangulo que tiene area maxima y que se puede
f(x)=x" inscribir en un circulo de radio 4.

8. Determinen las dimensiones del rectangulo de mayor area que tenga su base en
el eje x y sus otros dos vértices arriba de ese eje sobre la parabola de ecuacion
y=8— 1z

y=x+2 9. Una hoja de papel rectangular debe tener 18 cm? de texto impreso, margenes

: superior e inferior de 2 cm de ancho y margenes laterales de 1 cm de ancho.

c Obtengan las dimensiones que minimizan la superficie de la hoja.

10. Determinen el valor de ¢ de manera de que el segmento S de la Figura 1 sea lo

Figura 1. mas largo posible.
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s 9.1 Extremos en varias variables

= Extremos locales

El conjunto A es un entorno del punto
(a,b)

Analogamente a lo que hicimos para funciones de una variable, definiremos para fun-
ciones de varias variables la nocion de extremo local. En primer lugar, definiremos lo
que es un entorno de un punto en el plano o en el espacio.

| Definicion |

Sea (a, b) un punto de R? diremos que un conjunto A es un entorno del punto (a, b) si
existe un disco D de centro en (a, b) tal que D C A.

Definamos ahora las nociones equivalentes a las formuladas para funciones de una
variable:

| Definicion |

Sea (a, b) un punto del dominio de una funcién f(z,y), diremos que:

1. f(z,y) tiene un maximo local en (a, b) si se tiene que f(a,b) > f(x,y) para todo
(z,y) en algin entorno de (a, b).

2. f(z,y) tiene un minimo local en (a, b) si se tiene que f(a,b) < f(x,y) para todo
(z,y) en algin entorno de (a, b).

3. En cualquiera de los dos casos diremos que f(x,y) tiene un extremo local en
(a,b).

Si alguna de las desigualdades anteriores se cumple para todo (z, y) del dominio de f
diremos que tiene en (a, b) un extremo absoluto (maximo o minimo, segun el caso).

Observando la grafica, es mas o menos claro que en los puntos que corresponden a
extremos locales, el plano tangente serd horizontal:

En efecto, tenemos el siguiente teorema:
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I Teorema |

Supongamos que en el punto (a, b) la funcion f(z, y) tiene un extremo local, y supon-
gamos que existen las derivadas parciales f,(a,b) y fy(a,b). Entonces se tiene que:

fx(aab) =
fy(a’b) =

0
0

Demostracién: Si consideramos la funcién de una variable g(z) = f(z, b) tendremos
que g(z) tiene un extremo local en z = a. Ademas g es derivable en 2 = a puesto
que

g/(a) = fz(a,b)
Por lo tanto (ver pagina 86) tendremos que:
g'(a) =0

lo cual muestra que f,(a,b) = 0.

De la misma manera mostramos que f,(a,b) = 0.

Observaciones:
1. La conclusion del teorema anterior puede expresarse como V f(a, b) = 0.

2. Encel caso de que f sea diferenciable en (a, b) la condicion del teorema dice que
la ecuacion del plano tangente a la grafica de f(x,y) en (a, b) es:

z = f(a,b)

y por lo tanto es un plano horizontal.

| Definicion |

Diremos que un punto (a,b) de continuidad de f(x,y) es un punto critico (o punto
estacionario) si no existe alguna de las derivadas parciales de f en (a, b) o si ambas
derivadas son nulas.

De modo que del teorema anterior puede deducirse el siguiente criterio:

Si f(z,y) tiene un extremo local en un punto de continuidad (a, b),
entonces (a, b) es un punto critico.




) y

El (0, 0) es un punto critico de
fla,y) =2 +y* +4
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(Cuando en un punto critico hay un extremo local? O mas especificamente, ;cuando
en un punto critico hay un maximo local o un minimo local? Veamos un par de
ejemplos:

ETEM P L O s

1. Sea f(z,y) = 2% +y? + 4.

Tenemos que:
Viz,y) = (22,2y)

que se anularé cuando:

2z = 0

2y = 0
lo cual sucede tnicamente en (z,y) = (0,0). Como f(0,0) =4 < 2% + 3%+ 4,
en (0,0) hay un minimo local (en rigor, hay un minimo absoluto). Ver Figura 1
al margen.

2. Sea f(x,y) = 22 —y?2. De la misma forma que en el ejemplo anterior, obtenemos
que el unico punto critico de f(z,y) es (z,y) = (0,0) (hacerlo). Pero sobre el
eje x (es decir, sobre la recta y = 0) se tiene:

f(z,0) =22 >0siz #0

y sobre el eje y:
F0,y) =~y <0siy #0

vemos que en cualquier entorno de (0, 0) hay puntos donde f es positiva, y puntos
donde f es negativa. De modo que f(0,0) = 0 no puede ser un valor extremo de
f. Usen Maple para visualizar la situacion.

En el caso de una funcién de una variable para decidir si en un punto critico la funcién
tenia un minimo o un maximo local estudiamos el signo de la derivada. Para funciones
de mas variables esto no es practicable. Sin embargo hay un criterio para funciones de
una variable que es posible generalizar a funciones de dos variables, y es el siguiente:

| Teorema |

Criterio de la derivada segunda Supongamos que f(z) tiene un punto critico en
x = ay que la derivada segunda f”(a) existe y es continua cerca de a. Se tiene el
siguiente criterio:

- Si f”(a) > 0 entonces f(z) tiene un minimo local en z = a
- Si f”(a) < 0 entonces f(x) tiene un maximo local en z = a

Demostracién: Efectivamente, si f/(a) > 0y f” es continua, entonces es positiva
cerca de a y resulta que f(x) es concava hacia arriba cerca de a. De manera que
la grafica de f(x) esta por arriba de la recta tangente en (a, f(a)) y por lo tanto f
tiene un minimo local en z = a. De la misma manera razonamos en el caso de que

£"(a) <0.
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El caso en que f”(a) = 0 no permite decidir nada. Puede haber un minimo, un
maximo o ni una cosa ni la otra.

f@)=0

f@>0 f(@)<0 7 (@)=0

EJERCICIOS

Encuentren los puntos criticos de las siguientes funciones y usen el criterio de la
derivada segunda para clasificarlos. Si el criterio no decide investiguen el signo de
la derivada primera.

1. f(z)=2a"—4a3 2. f(z)=(2*-1)3

3. f(z) = 2%e”

La generalizacion del criterio a una funcion f(x,y) de dos variables involucra a todas
las derivadas de segundo orden, que son cuatro: fyu, fyy, foy, fyz. Cuando la funcion
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un dominio D las derivadas
cruzadas f., y fy. son iguales (este resultado se conoce como Teorema de Clairaut).

A continuacion enunciamos el criterio:

I Teorema |

Criterio de las derivadas segundas: Supongamos que las derivadas parciales de
segundo orden de f(z,y) son continuas en un entorno de un punto critico (a,b) (en
particular las derivadas f(a,b) y fy(a,b) existen y son nulas). Llamemos

D= D(aa b) = fxm(avb) fyy(avb) - [f:ry(avb)]2

entonces:
SiD >0y fi(a,b) > 0 entonces f(z,y) tiene un minimo local en (a, b)
SiD >0y fze(a,b) < 0 entonces f(z,y) tiene un maximo local en (a, b)

Si D < 0 entonces f(z,y) no tiene ni un maximo ni un minimo en (a, b). Diremos en
este caso que f tiene un punto de ensilladura (o punto silla) en (a, b).

Si D = 0 el criterio no da certeza. Puede haber un minimo, un maximo o un punto
silla.
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ETEM P O s

Determinemos y clasifiquemos los puntos criticos de f(z,y) = 2 +y® — 3zy. Como
la funcion es derivable en todo su dominio, buscamos los (z,y) que anulen a ambas
derivadas parciales:
fe=322-3y=0
{ fy=3y*—-32=0
Resolvemos el sistema anterior. La primera ecuacion dice que y = x
en la segunda queda 2* — x = x(2® — 1) = 0 por lo cual debe ser:

2 reemplazando

x = 0yporlotantoy = 0 o bien:
x = lyporlotantoy =1
Los puntos criticos son entonces (0,0) y (1,1). Calculamos D(x, y) :
D(x,y) = fex(2,y) fyy(2,y) — [fry(zvy)f
= 6z 6y — [—3]?
= 36zy—9
Por lo tanto:
D(0,0) = -9<0
D(1,1) = 36—-9=25>0

De donde (0, 0) es un punto silla. Como f,;(1,1) = 6 > 0 resulta que en (1, 1) hay
un minimo local.

e e IO (G (0N

1.

2. Respecto a la funcion del ejemplo anterior, utilicen Maple para hacer un mapa
de contorno de la funcién f(z,y) jcomo se ve el mapa alrededor de los puntos
criticos encontrados?

3. Supongan que (0,0) es un punto critico para las funciones f(z,y), g(z,y) y
h(x,y). A partir de los gréaficos clasifiquen a (0, 0) para cada una de las fun-

ciones.
-3
3 6 /_1 \ S 9
? _,_,/ 0 1-2- °
S1 7
\\ %

curvas de curvas de curvas de
nivel de f nivel de g nivel de &

4. Encuentren los puntos criticos y clasifiquenlos para las siguientes funciones:
a. f(z,y) = 2% +2y% — 4o + 4y

b. f(z,y) = 23y + 1222 — 8y
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o. flz,y)=elva" v
d. f(z,y) = 22° + xy® — 2% — ¢
e. flz,y)=ay(l-2—y)

5. Dada f(z,y) = 2%y

a. Hallen los puntos criticos de f(z,y).

b. ¢Pueden usar el criterio de la derivadas segundas para clasificar los puntos
criticos?

c. Clasifiquen los puntos criticos encontrados.

= Extremos absolutos

Consideramos ahora la cuestion de determinar los extremos absolutos de una funcion
f(z,y) con dominio D en una regién C C D. Tal como vimos para funciones de una
variable, la existencia de tales extremos dependera tanto de la funcion f(x,y) como
del tipo de region C' que consideremos.

Supongamos que C' es un subconjunto del plano R? y sea (a, b) un punto cualquiera.

e Diremos que (z,y) es un punto interior a C' si existe un disco abierto B tal que
(a,b) e BCC.

e Diremos que (x,y) es un punto exterior a C' si existe un disco abierto B tal que
(a,b) e BCR?-C.

e Diremos que (, y) es un punto frontera a C sino es interior ni exterior (o sea: todo
disco abierto que contiene a (a, b) tambien contiene al menos un punto perteneciente
a C'y al menos un punto no perteneciente a C).

(@ b)

@ b)/xi l

(a,b) esinteriora C  (a,b) es exteriora C  (a,b) es un punto
de fronterade C

Recordemos que en el caso de una variable, una funcién continua en un intervalo
ce-rrado alcanza un valor maximo y un valor minimo en el intervalo. En cuanto al
dominio considerado, este resultado depende como se vi6 en el ejemplo 9, de dos
cuestiones:

e que el intervalo sea finito

e clintervalo contenga a sus puntos extremos (que son sus puntos frontera)
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Este resultado se generaliza a varias variables de la siguiente manera.

e Un conjunto C' C R? se dice acotado si esta contenido en algin disco. Esto es
equivalente a pedir que las coordenadas de los puntos de C' no se hagan arbitraria-
mente grandes. Es el caso del intervalo finito en la recta.

e Un conjunto C' C R? se dice cerrado si contiene a todos sus puntos frontera.

El semiplano abierto C El rectangulo C es El disco C es cerrado
no es cerrado ni acotado  acotado pero no cerrado y acotado

Tenemos el siguiente resultado:

| Teorema |

Sea f(x,y) una funcién continua en un conjunto C' que sea cerrado y acotado. En-
tonces f alcanza un maximo absoluto y un minimo absoluto en C.

Otra vez, el teorema solamente asegura la existencia de los extremos absolutos, no dice

cuales son ni cuantos son. Ahora bien, supongamos que tenemos una funcion f(z,y)

continua en una region cerrada y acotada C'y supongamos que f(x,y) alcanza en

(@, b) € C un extremo absoluto. Hay dos posibilidades:

e (a,b) es interior a C. Entonces debe ser un punto critico de f(x,y). Esto es:
existen las derivadas parciales y son nulas o bien alguna de las derivadas parciales
no existe en (a, b).

e (a,b) es un punto frontera de C.

Una manera en principio viable de encontrar los extremos absolutos de f(z,y) en C
consiste entonces en construir una lista de candidatos integrada por: 1) Los puntos
criticos de f(z,y) en el interior de C'. 2) Los extremos de f(x,y) en la frontera de C.
Un vez hecho esto, se evalua la funcion en los elementos de la lista, y se determinan
los extremos por comparacion. Veamos un ejemplo:

EJEEIM P L O s

Hallemos los extremos absolutos de f(x,y) = 2xy en el disco cerrado x? + y? < 4.

1. Notamos, en primer lugar que la funcion es continua y la region es cerrada y
acotada (;por qué?). Encontramos los puntos criticos en el interior del disco
22 +y? < 4. Como la funcién es derivable, buscamos los puntos (z, ) tales que
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La parte del borde definida por
y=+v4—z2para—2 <z <2
A

2

La parte del borde definida por
y=—v4—x?para—2<z <2

OPTIMIZACION

Vi(x,y)=0:
f:z:(x7y) = 2y=0
fy(z,y) = 20=0

La unica solucion es (x,y) = (0, 0). Por lo tanto (0, 0) es el Gnico punto critico
en el interior del disco que iré a integrar nuestra lista de candidatos.

Estudiamos la funcién f(x,y) en la frontera #? + y?> = 4. Una manera es
llevar este problema a una variable, considerando que en la frontera tenemos
y = £v4 — 22, Cualquier extremo absoluto de f(z,y) en la frontera, serd un
extremo de alguna de las funciones:

g(f):f(%M):?m\/m para —2 <z <2
h(w):f(x,—M):_zx 4—x2 para —2<x <2

Como h(z) = —g(x) los extremos absolutos de ambas funciones seran los mis-
mos (el min de una sera el max de la otra y reciprocamente). Tenemos:
g'x) = 0
222
24 —x? — T =0
8 — 222 — 22 _ 0
el
8 — 4x? _ 0
Vi—z2
= 2
r = +V2

Recordando que y = ++v/4 — 22 tendremos los puntos (v/2,v2) ; (v2, —Vv2) ;
(=v2,v2) ; (—v/2, —v/2). No debemos olvidar los extremos del intervalo = =
—2yzx=2quedan y = 0.

3. Tenemos la lista:

(@) | (V2v2) (V2,-V2)| (-V2,v2)] (-V2,-V2)] (0,0) (-2,0)| (2,0)
flz,y) 4 -4 -4 4 0 0 0

La respuesta a nuestro problema es entonces: el valor maximo que alcanza la
funcion f(z,y) = 2zy en el disco cerrado 2 + y?> < 4 es 4 y lo hace en
los puntos (ﬁ, \@) y (f\[, ,\/ﬁ); el valor minimo es —4 vy lo alcanza en

(—v2,v2) y (V2,-V?2).

EJERCICIOS

Encuentren los valores maximo y minimo absolutos de f en el conjunto C. In-
terpreten graficamente.

a. f(z,y) = 2%242xy+3y? donde C es laregion triangular cerrada de vértices
(717 1); (23 1); (*13 72)
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b. f(z,y) = 1+ a2y — 2 — y donde C es la region acotada por la parabola
y=22ylarectay = 4.

No siempre en un problema de optimizaciéon el dominio de la funcidon a optimizar es
cerrado y acotado. En tal caso, se deberan encontrar argumentos para garantizar que
alguno de los candidatos encontrados realmente sea un extremo absoluto.

s Método de los multiplicadores de Lagrange

Hay en el método de resolucion que hemos seguido en el ejemplo anterior una parte
bastante engorrosa, y es la de buscar los candidatos en la frontera de la region. Afortu-
nadamente, una hermosa idea geométrica debida al gran matematico francés Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) permite simplificar en mucho la tarea.

Encaremos nuevamente el punto 2 del ejemplo anterior, esto es: encontrar los ex-
tremos de f(x,y) = 2wy en la circunferencia C' : 2% + 3? = 4 que era la frontera
de nuestra region. Consideremos un punto cualquiera (a, b) en la circunferencia. Por
ese punto pasara una curva de nivel de la funcion f(z,y), concretamente la curva
2xy = 2ab. La idea geométrica es la siguiente: si en (a, b) hay un extremo de f(z,y)
sobre la circunferencia C, necesariamente la curva de nivel y la circunferencia deben
ser tangentes.

Podemos pensarlo asi: si me estoy moviendo por la circunferencia y al pasar por (a, b)
la curva de nivel de f es transversal, entonces en la direccion de la circunferencia
la funcién esta creciendo o decreciendo y por lo tanto en (a,b) no puede haber un

extremo:®

En esta direccion
f esta creciendo

Curva de nivel
~——2xy=2ab

Circunferencia
2 2
x+ty=4

De manera que para que (a, b) sea candidato a extremo, la curva de nivel y la circun-
ferencia deben ser tangentes:

8 Para interpretar el dibujo, recuerden que V f(a, b) da la direccién de méximo crecimiento
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Curva de nivel
\2xy = ab

En esta direccion
f esta creciendo

Circunferencia
xz-i-y2 =4

Vamos a plantear la condicion para que ambas curvas -la de nivel de f y la circun-
ferencia C - sean tangentes. Si llamamos g(,y) = x2? + y? podemos ver a C' como
la curva de nivel 4 de g(x,y). Para que las dos curvas sean tangentes, sus gradientes
(que son respectivamente ortogonales) deben ser paralelos, esto es:

Vf(a,b) = AVg(a,b) para algiun valor de A

Curva de nivel

Circunferencia
xz-i-y2 =4

Si planteamos la condicién en nuestro caso queda:
(2y,2x) = A (22, 2y)
que en realidad es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas:

2y = 2\z
2x = 2)\y

Si queremos despejar A en la primera ecuacion, debemos suponer que x # 0. En tal
caso obtenemos:

A=2
x
y reemplazamos en la segunda:
2
)
r = 2
x
22 = 2
Pero (z,y) es un punto de la circunferencia 22 + y? = 4, por lo tanto:
207 = 4

T = :I:\/i
de donde:
z=+V2
y se obtienen los cuatro puntos del ejemplo anterior: (\/i, \/ﬁ) ; (\@, ,ﬁ); (f\@, \@),
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(—\f , —\/i) Tenemos que considerar ahora el caso x = 0, mirando la primera
ecuacion vemos que necesariamente debe ser y = 0, pero el punto obtenido (0, 0)
no pertenece a la circunferencia. El resto del razonamiento es el mismo que en el
ejemplo. La grafica muestra las curvas de nivel de z = 2zy y la circunferencia C":

y
4
2
7% 5-
) 54
0 — — X
—2, A
E= e
-2
-4
4 2 0 2 4

Enunciamos el resultado. La demostracion, por si alguien esta interesado, la damos al
final del capitulo.

I Teorema |

(Multiplicadores de Lagrange) Sean f(x,y) v g(z,y) dos funciones diferenciables

en un entorno del punto (a,b). Sea g(a,b) = k y supongamos que Vg(a,b) # 0.

Entonces si f alcanza en (a, b) un extremo sobre la curva g(z,y) = k se tiene que:
Vf(a,b) = AVyg(a,b)

Como ejemplo reharemos un problema propuesto en los ejercicios de una variable:

ETEM P L O s

Se dispone de 240 metros de alambre tejido para construir un corral rectangular. Para
uno de los lados se aprovechara un cerco existente. Encontrar la mayor superficie que
se puede cercar en esas condiciones.

Llamemos A(z,y) = xy al area del corral. Como para uno de los lados no se usara
alambre, la longitud del cerco serd g(z,y) = 2z + y = 240.

Tenemos el siguiente problema: maximizar A(z,y) = xy sujeta a la restriccion 2z +
y = 240. Notemos que ademas deben ser z > 0 e y > 0, con lo que el dominio que
estamos considerando es el segmento de la recta 2z + y = 240 que esta en el primer
cuadrante (ver dibujo al margen) por lo que es cerrada y acotada lo que garantiza la
existencia de los extremos.

Puesto que A(z,y) y g(z,y) son diferenciables por ser polinomios, y que Vg =
(2,1) # 0 estamos en las condiciones del Teorema anterior. Si en (x,y) hay un
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extremo, tendra que ser:

VA(z,y) = AVg(z,y)
(y,z) = A(2,1)
y = 2A
r = A\

como 2z + y = 240 tendremos:

2 +2\ = 240
A = 60
z = 60
y = 120

Podemos asegurar que en el punto encontrado hay un maximo, puesto que en los
extremos del segmento (120,0) y (0,240) la funcién area es minima. El maximo,
por lo tanto, lo alcanza en el interior del segmento que necesariamente es el punto
encontrado. El méximo valor del 4rea es A(60, 120) = 7200 m?.

Resumimos el uso del método de los multiplicadores de Lagrange.

e El problema: Se trata de encontrar los valores extremos de una funcion f(x,y)
que llamamos funcién objetivo, sobre la curva definida por una ecuacion implicita
de la forma g(z, y) = k llamada restriccién.

e El método: Tiene dos etapas

a. Encontrar todos los valores de x, y y A que resuelvan el sistema:

{ Vf(z,y) = AVg(z,y)
g(@,y) =k
b. Evaluar a la funcién objetivo en cada uno de los (z,y) encontrados en el
punto anterior. Si la curva g(x,y) = k es acotada (Por ejemplo: una elipse),

el mayor valor sera el maximo y el menor serd el minimo. Si no lo es, habra
que estudiar la situacion con mas detalle.

Observacion: Lo visto para una funcion f(x,y) de dos variables y restriccion g(z,y) =
k se aplica sin cambios a una funcion F'(z,y, z) de tres variables sobre una superficie
definida implicitamente por g(x,y, z) = k.

ETEM P L O s

Encontrar los valores extremos de f(x,y, z) = xy + 22 en la esfera 22 +y2 + 22 < 1.

Como f(z,y) es continua y la esfera es cerrada y acotada, la funcion alcanza un valor
maximo y un valor minimo en ella. Dividimos el problema en dos partes:

1. Encontramos los puntos estacionarios V f(z, y, z) = 0 en el interior de la esfera
2+ 422 < 1.
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2. Encontramos los extremos en el borde de la esfera 2 + 32 + 22 = 1 usando el

método de los multiplicadores de Lagrange.

Lo hacemos:

1.

Vf(z,y,2) = (y,z,2z) = (0,0,0) — = = 0;y = 0;z = 0. El origen es el
unico punto estacionario de f(z,y, z); nos quedamos con P; (0,0, 0).

Ahora trabajaremos en el borde x2 + 32 + 22 = 1. Llamamos g(z,y,2) =
2% + y? + 22. Tenemos:

{ Vf(z:,y,z) = Av9($7yaz)

9(z,y,2) =k
esto es:
(y,2,22) = A(2z,2y,2z)
x2+y2—|—22 =1
y = Xz (1)
r = X2y (2)
2z = A2z (3)
2yt = 1 @)

Observando el sistema, vemos que, de la tercera ecuacion podriamos despejar A
simplificando z. Pero para ello, debemos suponer que z # 0 . Por lo tanto:

Para z # 0 obtenemos A = 1.
Reemplazamos en (1) y (2)
y = 2z
r = 2y
cuyas soluciones son x = 0 e y = 0. Los puntos sobre la esfera en esas condi-
ciones son P»(0,0,1) y P53(0,0,—1).

Si z = 0 la ecuacion (3) se satisface para cualquier valor de A. Haciendo el
mismo reemplazo que antes en (1) y (2):

y = 4Ny
Aqui también, para despejar A\, debemos suponer que y # 0. En tal caso ten-

dremos A = ii' Para esos valores de A las ecuaciones (1) y (2) nos dan:

y = =z
r = =y
Reemplazando en (4)
2?2+2? = 2u?=1
1
r = *£—
V2
1
= +
/ V2
1 1
Obtenemos cuatro puntos mas: (£—, +=——,0).
p ( AV )

Queda por considerar el caso y = 0. Los unicos puntos en la esferacony =0y
z=0son (1,0,0)y (=1,0,0) los que no pueden verificar la ecuacion (2).

Por ultimo evaluamos f(z,y, z) = 2y + 2% en la lista.
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P f(z,y,2) = oy + 22
(0,0,0) 0
(= p— 0; —1/2 EEEZ
=y i
VAL
(0,0,1) 1 maximo
(0,0,—1) 1 maximo

e NG (G (0N

1. En el grafico de abajo se puede ver a la circunferencia (z — 3)? + (y —3)2 =9
y a algunas curvas de nivel de la funcion f(z,y) = 2® + y* + 3zy. Estimen a
partir del dibujo los valores maximos y minimos absolutos de f(x,y) sujeta a la
restriccion (z — 3)2 + (y —3)2 =9

2. Usen ML para hallar el maximo y minimo de la funcion f(z, y) con la restriccion
g9(z,y) =k

(
b. f(z,y) = 4yz sujetaa 2% +y?> =3
c. f(z,y) = weY sujetaa z? +y? =2
d. f(x,y) = 22%y? sujeta a x> + 4> = 24

3. Encuentren el maximo y el minimo de la funcion en la region que se indica:

a. f(z,y) = 4wy sujetaa z? +y? < 8

b. f(z,y) = 4%y sujetaa x? + y> < 3
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4. Encuentren los puntos sobre la esfera z2 + y? + 22 = 27 de manera que la suma
de sus coordenadas sea la minima posible.

5. Encuentren el punto mas cercano en la curva al punto dado, usando el método de
los ML

a. y = 3x —4 al origen
b. y=2%al (3,0)

c.y=(x—1)°—1al(1,2)

I Teorema |

(Multiplicadores de Lagrange) Sean f(x,y) v g(z,y) dos funciones diferenciables

en un entorno del punto (a,b). Sea g(a,b) = k y supongamos que Vg(a,b) # 0.

Entonces si f alcanza en (a, b) un extremo sobre la curva g(z,y) = k se tiene que:
Vf(a,b) = AVyg(a,b)

Demostracion: Ya hemos visto que podemos suponer la existencia de una parametri-
zacion r(t) = (z(t), y(t)) de un trozo de la curva g(z,y) = k que pase por (a, b), de
manera que para cierto ¢, tendremos

Si consideramos la funcion compuesta f(z(t), y(t)) puesto que (z(t), y(t)) pertenece
a la curva, esa funcion tendra un extremo para t = ¢y y por lo tanto:

Sramym)| =0

t=to
por otro lado, usando la regla de la cadena:
d
prRACIORI0) = V/f(x(to),y(to)) - 1'(to) =0
t=to

Vf(avb)'r/(t()) =0

Por otro lado, como r(t) parametriza a g(x, y) = k se tendra que:

g(x(t),y(t)) = k para todo t en cierto intervalo

y por lo tanto:

%g(w(t)vy(t)) = Vg(a(t),y(t)) - 1'(t) =0
en particular:
Vy(a(to),y(to)) - x'(te) = 0
Vg(a,b) -v'(ts) = 0

Resultando que ambos vectores V f(a,b) y Vg(a,b) son perpendiculares al vector
tangente r’(¢) y por lo tanto, paralelos entre si.
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