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Elprograma de monografias cientificas esuna faceta de la vastala-
bor de la Organizacién de los Estados Americanos, a cargo del Depar-
tamento de Asuntos Cientificos de la Secretarfa General de dicha
Organizacién, a cuyo financiamiento contribuye en forma importante el
Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnoldgico.

Concebido por los Jefes de Estado Americanos en su Reunién cele-
brada en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las deli-
beracionesy mandatos dela Quinta Reunién del Consejo Interamericano
Cultural, llevada a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el Programa
Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico es la expresién de las
aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado Americanos en el
sentido de poner la ciencia y la tecnologia al servicio de los pueblos
latinoamericanos.

Demostrando gran visidn, dichos dignatarios reconocieron que la
ciencia y la tecnologia estdn transformando la estructura econémica y
social de muchas naciones y que, en esta hora, por ser instrumento in-
dispensable de progreso en América Latina, necesitan un impulso sin
precedentes.

El Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico es un
complemento de los esfuerzos nacionales de los paises latinoamericanos
y se orienta haciala adopcién de medidas que permitan el fomento de la
investigacién, la ensefianzay la difusién dela ciencia y la tecnologia; la
formacidény perfeccionamiento de personal cientifico; el intercambio de
informaciones, y la transferencia y adaptacién a los paises latinoame-
ricanos del conocimiento ylas tecnologias generadas en otras regiones.

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa
de monografias representa una contribuciéndirecta ala ensefianza de las
ciencias en niveles educativos que abarcan importantisimos sectores de
lapoblaciény, al mismotiempo, propugna la difusién del saber cientifico.

La coleccién de monografias cientificas consta de cuatro series, en
espafiol y portugués, sobre temas de fi'sica, quimica, biologia y mate-
mdtica. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a profesores
y alumnos de ciencias delos primeros afos de la universidad; de estos
se tiene ya testimonio de su buena acogida,

Estaintroduccién brinda al Programa Regional de Desarrollo Cien-
tifico y Tecnolégico de la Secretaria General de la Organizacién de los
Estados Americanos la ocasién de agradecer al doctor Alejandro B.
Engel, autor de esta monograffa, y a quienes tengan el interés y buena
voluntad de contribuir a su divulgacién.

septiembre de 1978



iNDICE

Pégina
A los Lectores. ..o.o.vuunn... 56000000 500000 000000000000 03000 iii
Prélogo....... 00000000 9000600000000 0 00000000000 50000000000 1
CAPITULO PRIMERO. BIOMATEMATICA: FILOSOFTA Y
METODOS .......... DA0a00a0E 50000060606 00800000060000¢ 3
CAPITULO SEGUNDO . ECOLOGIA ....... 0000000000406 00003 7
El Casode Una Especie . vvveevneernennennns 500000 7
El Caso de D0s ESPecies . uuv it iniunnennnnnnnneenns ... 10
Caso General ............ 500000600 0000a00 0000000 56060000 11
Modelo no Analitico .............. 0000000000 6080805000000 12
Competencia entre Dos ESPecies «.vuveivnrevennenennnn .., 13
El Modelo de Lotka-Volterra ........cuoueuueenrnenneennn. 16
CAPITULO TERCERO. BIOMATEMATICA DEL SISTEMA
NERVIOSO........... bocooooooos 6a 600G 5000000006 0000000 25
Formulacién Matemética de Procesos Neurales: sus
OriEeNes L ittt it iettitnetesteneenrnianeetennennnn 30
Modelo Continuo ...t ineinineennrirennnnens 000000 30
Modelo Discreto ......... D000A00000 00 0D 000000000 0000000 39
Dos Modelos de Procesos Neurales ...,....... 000000000000 43
Discriminacidn Psicofisica. ... vuveinieeeunenennnn.. 43
Circuitos Automdticos .. viv it v inn v eeennnennnnennn. 47
Comentarios Finales ...... 000D 0000 000 000000000600000 5 51
CAPITULO CUARTO. ORGANISMOS ............. 0DQO000D00G 53
CAPfTU/LO QUINTO. UNA INTRODUCCION A SISTEMAS
DINAMICOS PLANOS. sttt it vttt tetent cneonnnnnnnnennnns 61
Epilogo . ......... e R 69



PROLOGO

Esta monografia es de cardcter dnicono sélo por serel primer tex-
to elemental de biomatemd&tica originalmente escrito en lengua espa-
fiola, sino porque pone al alcance del estudiante que inicia la carrera,
problemas no resueltos en esta 4rea que alglén dia podrfan servir de
base para una disertacién de Licenciatura o una tesis de grado supe-
rior,

Enesta obra se tratardn tres grandes temas: ecologia, sistemaner-
vioso y organismos. Sin embargo, con estos temas no se pretende dar
una completa introduccién ala biomatemdtica, sino mds bien presentar
algunos ejemplos que ilustran la forma en que se enfoca elproblema
biolégico desde el punto de vista biomatemdtico. En el primer capitu-
lo, sobre la biomatemdtica en si, se expone la filosoffa que motiva el
estudio y la investigacién realizada en esta disciplina. En el capitulo
quinto se incluye una introduccién a sistemas dindmicos planos que el
lector no familiarizado con ellos deberd leer antes de comenzar eles-
tudio del texto.

El material expuesto en esta monografia es solamente un comien-
zo; pero ya se ha hecho bastante mds y adn queda mucho por hacer.
Una de las metas principales de estos '"Elementos' es ofrecer al estu-
diante de ciencias exactas o biomédicas una fascinante alternativa en
su futura carrera cientifica.

En el curso del texto se presentan ejercicios y problemas. Se de-
nomina ejercicio, en la mayoria de los casos, a aquellos que constitu-
yen, hasta cierto punto, una mera repeticién de lo expuesto en el tex-
to. Pero un problema ya exige creatividad y a veces un poco de valor
para resolverlo, aunque sélo sea en forma parcial, ILas soluciones
parciales de problemas demuestran una comprensién adecuada de la
materia por el estudiante. Por otra parte, las soluciones parciales de
ejercicios sugieren que se debe estudiar de nuevo con un poco més de
detalle el contenido del capitulo en cuestién., Los problemas de inves-
tigacién son de mayor alcance y, segin el enfoque y solucién dada por
el estudiante, pueden tener valor suficiente para aparecer en una pu-
blicacién cientifica.

Finalmente, cabe sefalar que este texto fue elaborado con la espe-
ranza de formar una tradicién de literatura enbiomatemdtica en América
Latina. Si esta obra, que hoy no tiene precedentes, continda siendo tni-
ca en su género al pasar los afios, habrd fallado total y absolutamente
en el logro del objetivo que la motivé.



BIOMATEMATICA: FILOSOFiA Y METODOS

Desde el comienzo, en tiemposde Aristételes y Galeno, la biologia
se ha caracterizado por ser una disciplina contemplativa y descriptiva,
hecho particularmente notorio en anatomia, que poco o nada ha cambia-
do en su enfoque desde el ejemplartrabajo de William Harvey en el si-
glo XVII. La biologia como ciencia comenzé realmente al surgir la
genética, la evolucién y la fisiologfa no hace mis de 150 afios; los
avances mds profundos en biologia se han logrado en los Gltimos 70 u
80 afios debido al progreso en los métodos de medida. La biomate-
mética, por otro lado, data apenas de principios de este siglo. Asfi, no
es posible delinear un claro desarrollo histdrico de la biologfa o de la
biomatemdtica como ciencias; por esta razdén, y para situarnos dentro
de los paradigmas de la ciencia contempordnea y moderna, debemos
basarnos en el desarrollo histérico de la fisica, la més antigua de las
ciencias naturales.

Se puede decir que la fisica prdcticamente nacié en Atenas con los
trabajos de Aristételes, donde la preocupaciénbdsica era, no el cdnmo,
sino el porqué del suceso de las cosas. La manera como suceden los
fenémenos naturales era de pocointerés, hastael punto que Aristételes,
sin darle mayor importancia al asunto, postuld que los objetos de
pesos diferentes caen con diferente velocidad; postulado que fue reba-
tido, dentro del mismo esquema de la l4gica aristotélica, por Galileo,
cuando la manera en que suceden los fendmenos naturales comenzé a
cobrar importancia en fisica.

Dentro del desarrollo histérico de la ciencia, en particular de la
fisica, es cldsicoelhechode que lametadela ciencia, desde Aristételes
hasta Galileo, Newton y Einstein, ha cambiado en forma drédstica. La
cldsica pregunta del porqué caen los objetos, que con tanto esfuerzo
Aristételes trat6 de responder postulando ''lugares naturales' ) ya no es
ciencia sino metaciencia. Ni Galileo, ni Newton, ni Einstein buscaron
una respuesta a tal pregunta; lametade sus investigaciones fue el cémo
se mueven los objetos, y larespuesta, dentro de las diferentes escalas
césmicas en que trabajaron, fue precisa y genial. Dicho sea de paso,
la razén que se deduce del trabajo de Einstein, Lorentz y Minkovsky
del porqué se mueven los objetos, atribuyendo propiedades geométri-
cas a la masa, es tanto o0 menos clara o convincente como los ''lugares
naturales' de Aristételes.

Probablemente debido a nuestra limitacién intelectual, es claro
hasta cierto punto que el porqué de las cosas nunca tendr4 una respues-
ta, a no ser una basada en otroshechos cuyo porqué serd un nuevo enig-
ma. Sin embargo, la experiencianos muestraque, sino podemos com-
prender, al menos podemos predecir, dentro de ciertas limitaciones,
cémo suceden los fenémenos naturales., El ejemplo més claro en esta



direccién lo ha dado la fisica cudntica. Estadisciplinaes una coleccidn
de recetas o reglasoperacionales quenosdicen, aproximadamente, c6-
mo ocurren las cosas en el microcosmos, pero no tiene sentido alguno
preguntar el porqué de estas reglas o tratar de confrontarlas con filo-
soffas o légicas subyacentes.

La meta bésica de la ciencia moderna es crear, en torno a los fe-
némenos reales, modelos que describan y puedan predecir el compor-
tamiento de tales fendmenos. Se cuenta en general con modelos dife-
rentes para fenémenos que nuestra limitada percepcién sefiala como
diferentes, Asi, el electrén tiene un modelo que lo considera como
particula, y otro modelo que lo considera como onda, ya que visto a
través de nuestra percepcién del microcosmos, el electrén como par-
ticula y el electrén como onda, a pesar de tratarse probablemente del
mismo ente real, son fenémenos diferentes.

Se puede decir entonces que un modelo matemdético de un cierto fe-
ndémeno bioldgico es bueno si predice o simula algunos de los compor-
tamientos del fenémeno real. A excepcién de esto, estd absolutamente
fuera de contexto inquirir el significado bioldgico del modelo mis alld
de su poder de prediccién. Por otrolado, se puede tratar de encontrar
estructuras matemdticas que sirvan de modelo comin a diversos y di-
ferentes fenémenos bioldégicos., Estas estructuras, hasta cierto punto
"universales', se esconden detrds de las limitaciones, tanto intelec-
tuales como de percepcidn, en lo que a fendmenos bioldgicos se refie-
re. Muchas veces, tal vez en la mayoria, las variables que hallamos
accesibles en un cierto fenémeno biolégico no son las variables cané-
nicas que expresan el fenémeno en su maxima simplicidad, Una de las
metas de la biomatemadtica es descubrirestas variables candnicas, ela-
borando modelos, reglas operacionales o estructuras que describan el
fenémeno biolégico estudiado y que a la vez sean comunes a varios de
estos fenémenos.

Otras metas de la biomatemd&tica surgen naturalmente al analizar
su corta historia., La biomatemi&ticaseorigindal comienzo de este si-
glo con los trabajos de Volterra, Lotka y Rashevsky, y fue concebida
como una alternativa a labiofisicaconel fin de ofrecer una base no re-
duccionista a la biologia. Para mostrar la diferencia entre biofisica
y biomatemdtica, se analizard rdpidamente la filosofia reduccionista de
la biofisica, y se planteardluego, como contraste, el enfoque biogené-
tico de la biomatemadtica.

En biofisica se busca esencialmente reducir los fenémenos bioldgi-
cos a sus raices fisicas, paraluego aplicar o adaptar las teorias y re-
sultados de la fisica a estos procesos bioldgicos. La biofisica es una
ciencia deductiva; el bioffsico trata de deducir, delas propiedades at6-
micas y moleculares de, por ejemplo laneuronaolos 4cidos nucleicos,
las propiedades biolégicas de estos, y asitrata de reducir labiologia
a fenémenos fisicos,

En un contexto mds amplio, la filosofia de la biofisica se puede re-
sumir diciendo que la meta de estaciencia es deducir el comportamien-
to de un sistema compuesto mediante el estudio de los comportamientos
individuales de los componentes aislados de este sistema y del estudio



de las interacciones entre estos componentes. Es en este sentido que
debe interpretarse la asercidn de que la biofisica es una ciencia reduc-
cionista y de aqui se presenta naturalmente el problema del reduccio-
nismo en biologia, ya que segin parece no se puede deducir en general
el comportamiento de un sistema compuesto através del comportamien-
to de sus sistemas componentes y de las interacciones entre estos dl-
timos. Por ejemplo, el comportamiento de una computadora digital,
como estructura légica, no puede deducirse del comportamiento de sus
componentes electrdnicos aislados (resistencias, transitores, bobinas,
etc. ). El proceso en realidad no es deductivo, es inductivo, ya que co-
nociendo la estructura légica que se quiere dar a la mdaquina, se pue-
de, a partir de esta estructura légica, construir un prototipo electré-
nico.

Mads alld del reduccionismo bioldgico estdn las estructuras bioge-
néticas o bioténicas en las cuales estd basada la biomatemdtica. Den-
tro de la filosofia biogenética se analiza la estructura de fenémenos o
sistemas bioldgicos como un todo, sinintentar reducirlos a componen-
tes encuadrables en otra ciencia. Al proceder a un andlisis reduccio-
nista de los sistemas biogenéticos, estos se despojan de su ropaje bio-
légico, pierden sus caracteristicas bioldgicas esenciales, y muestran
sdlo propiedades que, en general, sonirrelevantes de la funcién biols-
gica que primitivamente se queria analizar,

En su esencia, la biomatemdtica es biogenética y profundamente no
reduccionista, Los problemas biolégicos se analizan tratando de cap-
tar sus cualidades biolégicas bdsicas, para luego ser estudiados por
medio del razonamiento y las estructuras matemaé&ticas. El cardcter
biogenético de la biomatemdtica lo puedeilustrar el andlisis de la neu-
rona. Un enfoque reduccionista ocurriria al considerar los diversos
procesos quimicos que se manifiestan cuando se excita una neurona., En
cambio, si se plantea el problema biogenéticamente, se debe captar la
esencia biolégica de la neurona; por ejemplo, si se la considera como
una mdquina binaria cuya respuesta a ciertas sefiales (subumbrales) es
cero y cuya respuesta a otras sefiales (sobreumbrales) es uno.

En los capitulos siguientes no se mencionardde manera explicita la
biogénesis usada; sin embargo, se debe tener presente que en la des-
cripcién de los modelos se tratard de captar siempre la esencia biolg-
gica del fenémeno considerado. En algunos casos, este enfoque bio-
genético podria mal interpretarse como una sobresimplificacién del
proceso bioldgico considerado, cuando, en realidad, la sobresimplifica-
cién es lo que se tratari de evitar por todos los medios posibles.



ECOLOGIA

En este capitulo se mostrard cémo puede simularse, por medio de
sistemas de ecuaciones diferenciales, la variacién que experimenta el
ndmero de individuos de especies que viven en una misma regién. Se
comenzard esta exposicién con la descripcién de modelos de sistemas
drésticamente idealizados, y luego se introducirgn en forma progresi-
va modelos que simulen razonablemente un sistema real simple.

EL CASO DE UNA ESPECIE

El aislamiento de una especie del sistema ecolbgico en que ésta vi-
ve para su estudio es en generaluna simplificaciénque se aparta drds-
ticamente de la realidad, ya que toda especie en un sistema ecolégico o
sirve de alimento a otra especie (especie depredadora) en la cadena de
alimentos del sistema, o se alimenta de alimentos comunes a varias es-
pecies (competencia por alimentos), o vive enlugares también comunes
a varias especies (competencia por hdbitat). M4ds de una de estas si-
tuaciones pueden ocurrir simultdneamente, El estudio de una especie
aislada se justifica, sin embargo, porque asi se presenta un modelo
que se ajusta razonablemente bien, a pesar de las simplificaciones ci-
tadas, a la evolucién del nimero de individuos de una poblacién humana.

Sea entonces X el nimero deindividuos deuna especie £ que vive en
un sistema ecoldgicamente cerrado. Supéngase que en el sistema eco-
16gico considerado, excepto de &, no existe otra especie que se alimen-
te de los productos que £ consume o que viva en los lugares en que ¥
vive. Supéngase, ademds, que la especie £ nosirve de alimento a nin-
guna de las especies que vive en el sistema ecoldgico en consideracidn.

dx
Asf, la tasa de variacidn at de X serd proporcional a X, si el alimento

de £ y el lugar fisico habitado por £ (hdbitat de £) son abundantes:

g—; = ax, donde a es real positivo (1]

La poblacién X(f) de la especie £ crece de acuerdo con la solucién
de la ecuacién diferencial [1] del modo siguiente:

x(t) = exp (@?) [2]

donde %(0) es el nimero inicial (en £ = 0) de individuos de la especie Z.
La solucién [2] da uncrecimientoilimitado de la poblacién de £ (modelo
de Malthus); sin embargo, como el sistema ecolégico es cerrado, esto
significa que tanto el alimento de la especie Z, como elhdbitat de £, a pe-
sar de ser abundantes, no sonilimitados, es decir, que debe existir un li-
mite paraelcrecimientode £. Los individuos de la especie Z, después de



alcanzar un cierto ndmero, comenzardn a competir entre si por ali-
mento y hdbitat, Por otra parte, nétese que una poblacién inicial nula
debe mantenerse constantemente nula (tasa de variaciéncero). El mode-
1o [1] cumple esta dltima condicién, pero no cumple la condicién ante-
rior de limitar el crecimiento de la poblacién de F. El caso mds sim-
ple en que estas dos condiciones se cumplen es el siguiente:

X
2 - xprow, ab 4o, ar€n [3)
Nétese que %, = ~»/a es el valor méximo que la poblacién de & puede al-

canzar, partiendo de un valor menorque X,. Por un lado se deduce que
a y ’ tienen signos diferentes, ya que X, debe ser positivo., Si t es po-
sitivo, la solucién de [3] es la familia, respecto al pardmetro x(0), de
curvas logisticas, como sigue:

2x(0)

X(t) = —ee ! 4
) -ax(0) + (P + ax(0)) exp (-7 (4]

cuyo espacio de fase se indica en la figura 1. Es interesante ha-
cer notar que, siempre que X(0) sea positivo, la poblacién de & tiende

-b/o

2

e e el v

a X,.

Un fen8meno distinto por completo se obtiene con ! negativo. La

familia de soluciones del modelo [3] con » negativo estd indicada en la
figura 2. En este caso, se puede hablar de una '"poblacién critica' X,
de modo que si la poblacién inicial de ' es menor que X, (subcritica),
éstatiende a la extincién, y si la poblacién inicial de I es mayor que X,
(supercritica), éstacrece sin liite. KEste caso se considerard de nue-
vo al concluir esta seccidn,

A continuacién se analizard el casogeneral de la dinfmica de una
poblacién:

a

= P(x); [5]
at




x{(t)

o /’/——

t

Fig. 7. Casve raro do espacio de fase de una especic en aislamiento.

si se supone que F(X)puede ser desarrollado en serie de Taylor en
torno al origen, se tiene:

©

F(x) = 7 axt [6]
1=0
con
FO) = 0y Flx,) = 0 r7]
De esto se deduce:
@ = 0yay,a#0, donde j # & rs]

Es posible entonces tomar la siguiente aproximacién de 7(x) supo-

niendo que:

0<j<k a,b€R [9]
df = rxd +gxt [10]

Con ? positivo y ¢ negativo, lafamilia de soluciones de la ecuacién [10]
tiene un comportamiento anflogo a la familia dada por la férmula [4].
Esto se establece en elejercicio 1. Por otra parte, seria mds realis-
ta suponer una poblacién critica X, de modo que una poblacién inicial
subcritica de £ implique la extincién de la especie y una poblacién su-
percritica de £ desencadene un crecimiento de la poblacidén acotada
por X,. Klcaso simple ybastante general de este modelo se represen-
ta por:

9% _ ol + a4 ot [11)
dat

en que &,y ¢ son pardmetros reales no nulos y J,% y & sonenteros
positivos, todos ellos diferentes. En ciertos casos (véase el problema
2), el espacio de fase de la ecuacién [11] es el descrito anteriormente
y estd representado en la figura 3. Respecto a poblacién critica, el
ejemplo mds simple podria ser el de la poblacién heterosexuada con
dos sexos, donde X, debe ser por lo menos igual a dos.
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Fig. 3 spacio de fadse une o8
pollacidn mixima vy pollacidn critica.

Ejercicios

1. Considere el modelo [10] y analicelo grdficamente respecto a
los casos ab > 0y @k < 0. Muestre que el inicocaso en que este mode-
1o tiene un comportamiento anilogo ala familia de curvas dada por (4]
es cuando > 0 ya <O0.

2. Analice el modelo [11] para diferentes valores de los pardme-
tros @, b y ¢ yde los exponentes J,% y h. Halle las condiciones genera-
les para los pardmetros a,t y ¢, y para los exponentes J,k y R, bajo
las cuales el modelo tenga el comportamiento descrito en la figura 3.

3. Un comportamiento similar al del modelo [11], tal como se
describe en la figura 3, puede obtenerse del modelo [3] por medio de
la traslacién ¥ = x - X,, que da la ecuacién:

oz (- x) [P Halx - x)] [12]

El modelo [12] tiene una poblacién critica ¥, y una poblacién limite
X, = X, - b/a para B> 0 y @ < 0. Compare este modelo con el modelo
[ll], analizando las ventajas y desventajas de cada uno de ellos. Ana-
lice el comportamiento del modelopara X = 0, y estudie si éste es com-
patible con la situacién real.

EL CASO DE DOS ESPECIES
Cuando dos especies, presentes enelmismo sistema ecolégico, inte-

ractande una maneratalque las interacciones entre estas especies pue-
denserdespreciadas, se puede entonces considerara las especies como



independientes, puesto que la independencia total no existe. Un ejem-
plo de tal situacién es la de dos especies que compiten por recursos
naturales tan abundantes que se pueden considerar ilimitados. En tal
caso se puede considerar cada especie por separado, del modo descri-
toenla seccidénanterior. Ahora bien, dos especies que vivenen un mis-
mo sistema ecolégicopueden interactuar de diferentes maneras;algunas
de las cuales se resumen a continuacién:

a) Depredacién: Si la especie 4 es depredadora de la B entonces
la especie 5 alimenta a la especie 4. La depredaciénes absoluta cuan-
do 4 tiene por dnica fuente de alimento a la B. Por el contrario, cuan-
do B es s6lo una de las tantas fuentes de alimento de 4, entonces la de-
predacidén es relativa.

b) Competencia: Las especies 4 y 5 compiten cuando ambas deben
recurrir al mismo recurso natural. Asf, 4 y B pueden competir por
alimentos, por espacio ffsico habitable, etc.

c) Simbiosis: Cuando la poblaciénde la especie 4 depende de algin
modo de la especie B, y a su vez 4 estimula el crecimiento de la espe-
cie 5, entonces A y 2 viven en simbiosis.

CASO GENERAL

El caso de dos especies se estudiard de un modo deductivo y no in-
ductivo, comoenelcaso de una dnica especie. Por lo tanto, se comen-
zard planteado un modelo general, para luego derivar, a partir de és-
te, algunos modelos simples y accesibles. El caso general de dos
especies en interaccién puede expresarse por medio del sistema de
ecuaciones diferenciales siguientes:

dx

— = Xy

dat 1Y

dy

—Z = Fx,vy) [13]
Tt 2%, Y

donde X representa el ndmero de individuos de la especie 4 e Y elde
la especie 5.

Si se supone que tanto Fy (X,Y), como F, (¥,y), pueden ser desarro-
lladas en serie de Taylor en una vecindad del origen, se tiene que:

- v i
R,y = ) adaXy
153€N
Ry = ) abyaiy [14]
53€n
donde 7 denota el conjunto de nimeros naturales {0, 1, 2,...}. Debido

a que se estdn considerandopoblaciones de especies que habitan un sis-
tema ecolbgico cerrado, se deben dejar de lado los casos de inmigra-
cién o generacién espontinea; es decir, que una poblacién inicial nula



deberd permanecer nula y, por lo tanto, su tasa de variacidén deberd

ser cero. De este modo, tantoFl(O,,Z/) = 0 para todo } positivo como
Fa(x,0) = 0 para todo X positivo; esto resulta en:
RO,y = }‘ ag,sy’ = 0; Y y=0
J=0
Faix, 0) = Z afex' = 0; Y x20 [15]
1=0
Por lo tanto
ai,y = af,e = 0, paratodo i, j €N [16]

Por dltimo se tiene la forma general del modelo de Lotka-Volterra:

o 5 )

dt
111 EN
ay -
< 2
at = y( Z Z"a,:xiyj) [17]
4EN
1 1 2 2 R
donde Fi,y = Qyu,y Fi,4 = Cla,s, para todo i, J €4,

Se analizardndos clases de modelos cuyas caracteristicas matemadti-
cas sonen esencia diferentes. Uno de ellos, considerado originalmente

por Lotka, supone que las sumas (\ 2‘ b},,xiy3>y< Z bf,‘xiy{) pue -

154 EN 1HyEN
den ser aproximadas por los términos lineales (fol,g + 3‘11,‘7)6 + Fé,l vy
(?3,0 + Z’f,ox + zﬁ,l Y}, respectivamente. Elotromodeloseaparta un poco
delandlisis anterior, que impuso un cierto comportamiento matematico a
la situacién real al exigir de las funciones F} y F» un comportamiento
continuo y, mds adn, analitico en una cierta regién del plano X - ¥ {es-
pacio de fase). Nada de esto es necesarioen el modelo que se conside-
ra a continuacidn, tan sélo que cumpla las condiciones impuestas por
la situacién real.

MODELO NO ANALITICO

Consideremos la poblacién X de la especie 4 y la poblacién y de la
especie B; la poblacién mgxima de 4es X, y la de B es y,. Para sim-
plificar la situacién supondremos que ambas poblaciones criticas son
cero, Se analizard, pues, el modelo siguiente:

dx -

a’_t = (@11 (X - Xy} T ayal) UlX);

) .

Ty = (Apy X T QY - Ya)) UlY); [18]



0, sirs0

donde U(r)y = 012, @21 € F y Qu1, Q22 <0

»
1, sir>20

Téngase presente que el modelo [18] sélo tiene sentido dentro del
primer cuadrante, ya que no existen poblaciones negativas de una espe-
cie dada. Es claro, ademds, que aparecen nuevos individuos genera-
dos por los individuos ya existentes de la especie; por esto, la tasa de
variacién de la especie debe depender, no trivialmente, del nimero de
individuos de dicha especie. Esto Gltimotraducido al modelo [18] exige
que tanto el coeficiente @13 como el @ze sean no nulos. Si se considera
el determinante 2 = Q11025 - (12821, no es dificil ver que si I’ = 0, elmo-
delo [ 18] no tiene puntos criticos para X e ¥ positivos. En tal situa-
cién, debido a que ambas poblaciones son acotadas, una de ellas debe
extinguirse necesariamente, por lo que entonces no existe equilibrio
ecolbgico de las especies consideradas. Se analizard, por tanto, el
caso que admite un equilibrio ecoldgico entre las especies Ay B, osea

D#£0.
En esta situacién se pueden hallar ndmeros ™ y s tales que, me-
diante la traslacién x = ¥* + r1,y = y* + rp, el modelo [18] se trans-

forme en:

= (@ X+ e yF) Ulek + 1)

o7 = (@axE ¥ amy™) Uly® +73) f19]
Nétese que:
1
(r1,72) = = (Qao(@1 % - Cr2¥n), @22¥p - 21 %)011) [20]

es el dnico punto critico del sistema [18] en la regién x, ¥ > 0. Néte-
se, ademds, que enla regidnabierta definida por x> -7, ¥# > -z, que
corresponde exactamente a la regién x, ¥ > 0, el nuevo modelo[l‘?] es
un sistema dindmico plano; de modo que la teoria expuesta enel capitu-
lo 5 referente a estos sistemas puede ser aplicada. Dentrodel modelo
[19] se pueden establecer diversos tipos de interacciones entre Ay B;
entre éstas, la competencia entred yZ serd analizada en detalle a con-
tinuacién.

COMPETENCIA ENTRE DOS ESPECIES

Sidos especies, 4 y B, viven encompetencia en un sistema ecoldgi~
co, se tiene, a partir del modelo [18], que todos los pardmetros son
negativos. Esto se debe alhechode que enausenciade la especie B (res-
pectivamente 4), la poblacién de 4 (respectivamente 5) crece si, y sdlo
si, el nimero de individuos de 4 (respectivamente 5} es inferior a la pobla-
ciénméxima X, (respectivamente ¥,); por lotanto, el pardmetro @y, (res-
pectivamente Qg2) es negativo. Por otra parte, tratdndose de una si-
tuacién de competencia entre las especiesd y 5, el ndimero de individuos de
la poblacidén 4 afecta de manera negativa la tasa de crecimiento de 3y
viceversa; de aqui’ que tanto @3 como @z sean negativos:



a1y, Oaz, Qi2, 321 <0 L21]

Por lo tanto, respecto al modelo [19] se tiene:
d = (@4 - Gsa)° + 401502 > 0 [22]
La ecuacién caracteristica de [19] tiene entonces autovalores reales:

L = = (p+/A) 1, = = (¢ -/3) [23]

1 1
2 2
donde p = an t*ax

Se tiene, ademds: I, # Io y I, <0. Losautovectores J; (correspon-
diente al autovalor I1) y Yp (correspondiente al autovalor ;) estdn dados

por:

= L (@1 - Ggz +2/3), 1)
202
L Ve
v, = Q1 - Qge - 2/ 3 24
2 Zael( 1 22 - 2/3), 1) [24]

Debido a que Ian - 0/22‘ <+ 2/d, se tiene:

1 — 1 .
Z@Tex(a“ S Qs +2/8)<0 < 22 (@11 - Qg - 2/9) [25]

El sistema de ecuaciones diferenciales [19], expresado en su base
de autovectores (ejes principales), se reduce a:

P

Q,

H
|

— = Iih

222

dvg .

= = I3V

@3 S [26]

La solucién del sistema [19] es:

(&

=
o
1]

01(0) exp (I1%)

Ua(t) = p(0) exp (Izh) [27]

(=9

Finalmente el espacio

5 e fase del madelo [18],para el caso de
competencia, estd ilustrado en las figuras 4 y 5, donde I; es respecti-

vamente positivo y negativo,

En este modelo puede verse claramente una situacién ecolégica en
extremo delicada. Con referencia a la figura 4, se puede ver que exis-
te una, y una sola, trayectoria que garantiza la sobrevivencia de ambas
especies, a saber el eje V3. De modo que, siel sistema se desarrolla
a lo largo del eje V3, ambas especies sobreviven a pesar de competir
entre ellas, siempre que el sistema ecoldgico no sea perturbado. Sin
embargo, una pequefia perturbacién puede causar la extincién total de
una de las especies. Por ejemplo, supdngase que 4 y 5 son insectos
que compiten por wun cierto hdbitat; 4 es nocivo para la agricultura,
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y & beneficia a é€sta. Laevolucidn deestas especies se producealolar-
go del eje V;. La accién de cierto control quimico sobre 4 produce una
disminucién tanto de la poblacién de 4 como de la poblacién de 3, de
modo que después de aplicar el control quimico, se tiene el sistema
situado en un punto con coordenada ¥;(0) negativa. Se tendrd entonces
que el sistema sigue una trayectoria que se aproxima a (X, 0),0 sea, la
extincién de B, sin que se extinga la especie nociva 4. Claramente, el
control debia ser aplicado de tal modo que se obtuviera V;(0) positivo,
aunque esto implique que, en algunos casos, la poblacién inicial de 4
supere la de 5, La propia dind{mica delproceso se encargard de la ex-
tincién de 4, y la B se aproximard a ¥,.

Ejercicios

1. Refiriéndose al modelo (19), para el caso de competencia

15



sea A = s Ay = , donde i=1, 2.

a) Demuestre que:
i) Aydy = dgd, = 0,

ii) 4, y 42 son homomorfismos del plano cartesiano (espacio vec-
torial real de dimensién 2) en si mismo.

iii) La imagen de 4; (respectivamente A;) tiene dimensién 1.

b) Sea VU un vector del planocartesiano (que se denotard por ™), tal que
Ap(V) # 0. Demuestre que 4,(0) es autovector de 4 con valor propio I;.

c) Sea V' en #, tal que 4;(¥") # 0. Demuestre que 4;(Y') es autovector
de 4 con valor propio Is.
1 n s 1
d) Para v=12'= . (1,0), verifique que ¥ = 45(¥), V3 = 41(V"), donde
21 o
U1y VU2 son los autovectores dados en el texto por las ecuaciones [24].
e} Verifique que la desigualdad [25] realmente se cumple.

f) Encuentre el punto de intersecciéndel eje ¥ (respectivamente del eje
X) con el eje U; (respectivamente del eje V1); sea este punto y, (respec-
tivamente Xp). Verifique que Yo > Y, respectivamente X, > Xg).

g) Verifique si las desigualdades son verdaderas:

S

‘m<y0<r‘2; Xy < Xg < Ty
2. Analice el modelo [19] para el caso de depredacién, siguiendo las
lineas generales del texto.

3. Considere la primera condiciénde[15]y demuestre que a(l‘.‘ =0 pa-
ra todo J.

4, Descubraen laregién donde usted vive una situacién real de dos es-
pecies eninteraccibn, acerca de las cuales pueda encontrar abundantes
datos dela evolucién de sus poblaciones. Adapte el modelo [19] a csta
situacidn; es decir, halle el valor delos pardmetros 011, 1z, Oz, Qoo.
Prediga y luego verifique la evoluciénde estaspoblaciones eneltiempo,

5. Demuestre que si/ = 0, entonces el modelo [18] no ticne puntos
criticos. Dibuje para este caso el espacio de fase correspondiente,

EL MODELO DE LOTKA-VOLTERRA
Engeneral, el modelo general de Lotka-Volterra, dado por la ccua-

cién [_17], no se puede solucionar por medio de integracién, como tam-
poco puede ser el modelolineal de Lotka-Volterra, de apariencia simple:



I

= x{ax + Iy + 1)

s

&

= ylex+dy+s),a,bc d rs€r 23]

[
o+

Sélo en casos especiales, con ciertas restricciones para los coe-
ficientes, se han encontrado soluciones de r28] , pero en ellas apare-
cen funciones un tanto complejas, como, por ejemplo, funciones de
Bessel. Aqui nos conformaremos con dibujar figuras aproximadas del
espacio de fase de [28], sin preocuparnos de la forma exacta de las
soluciones.

Una forma de abordar el sistema [28] es estudiar el comportamien-
to asintético de las soluciones, Para ello se deben encontrar los pun-
tos criticos del sistema, puntos estos desdelos cuales las trayectorias
se originano hacialos cuales las trayectorias se aproximan. Los pun-
tos cri’ticos, o puntos de equilibrio del sistema [28], son aquellos en

1x 1y
que tanto —;, como ==, son nulos. De modo que para encontrar los
at

14

puntos criticos se dispone del siguiente sistema algebraico:

xax -ty +ry = 0
yicx +dy +=2) = 0 [29)

Se tienen entonces no mds de cuatro puntos criticos; tres de ellos so-
bre los ejes, dados por:

(©,0)

S
b
+

w

ry+r =0

+2 =0 [312

[®]
R
+
©,
<

AsT, siel determinante ' = a2 - b2 no es nulo, se tiene el cuarto punto

ek

critico (X,Y0) = re - 2a),

Ademds de los puntos criticos, para tener una idea de las solucio-
nes de [28], hay que conocer aproximadamente la direccién y el sen-
tido en que se mueven estas trayectorias. Una forma de visualizarlas cs
mediante las isoclinas de [28]). Las isoclinas de (28] son curvas so-
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bre las cuales la inclinacién de las trayectorias (sentido de éstas) es
constante. Las isoclinas mds simples de calcular son las dos familias

7

&

=0. La fami-

a
n . ax
s ¥ Fy, donde sobre Fy se tiene -7 = 0, y sobre F},

at

lia 7y se obtiene mediante la ecuacién:

£

+
4

x(ex +by + 1) = 0,
que da dos rectas, la recta X= 0y la recta Iy: dy = -(@x + 7). La fa-
milia 7y se obtiene mediante la ecuacidn:

Y(ex +dy +s) = 0,
que da, nuevamente, dos rectas, lay= 0y la Ig: dy = -(cXx +3).

A partir de esta informaciénes posible visualizar con bastante exac-
titud el comportamiento global del modelo [28]. Este comportamiento
dependerd bdsicamente de la localizacién del punto critico (%o,Y0) = Fo.

El punto F, puede encontrarse en cualesquiera de los cuatro cua-
drantes @1,9,8s 0 §4. El caso Py en s, que sedescribe enla figura 6,
predice una explosién demogrdfica sin limite, lo que en general no es
ecolbégicamente posible. El caso F; en &», descrito en lasfiguras 7y
8, implica la necesaria extincién de una de las especies. El caso Py en
J4 es andlogo al anterior y se deja como ejercicio al lector. Finalmen-
te, el caso Py en 4, del que se derivan varios casos particulares, se
considerard en detalle.

2idén demogrdfica sin cota.
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s
1
Fig. 7. Lxtincidén de 1a
especie B,

LW

\ N

Las rectas I, y I pueden cortarse en @, de varias maneras, como
se ilustra en las figuras 9,10 y 11, lo que da origen a diversas situa-
ciones ecolégicas. Los casos ilustrados en las figuras 9 y 10 tienen
en comin la propiedad de poseer un punto 5, de equilibrio ecolégico
estable. Esto quiere decir que las trayectorias se aproximan a Fy; ade-
m&s, pequelas perturbaciones no modifican este comportamiento. En
la figura 9 se observa que las especies se aproximan al puntocritico
Py, v recorren ciclos similares a espirales logaritmicas. Esto no

ig. 8. Lxtincidn de la

18
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ocurre en el caso ilustrado en la figura 10, si bien se puede observar
una intercsante particularidad en esta situacidn: partiendo de un punto
inicial préximo al eje y bajo la recta I;, se tendrd al comienzo la im-
presiénde quela especie representada por X se va a extinguir., Sin em-

B P

B e - 7 FE e I e S
ectoria a la recta Z;, un cambio brusco ocur

bargo, al cortar la tray

que hace que dicha trayectoria se desvie desplazdndose hacia el punto

IR
critico 5. Por dltimo, en la figura 11 se puede observar una situacién
tan delicada como en el modelo [ 18] para el caso del valor propio I;
positivo.




Fig. 11. Equilibris scolfgico
inestable.

Considerando de nuevo el punto critico Fy, se tiene que éste estd en
¢y si, y sélo si, tanto x, como y, son positivos, Para que suceda esto
debe verificarse una de las dos situaciones descritas a continuacién:

oy

a) ai - e >0

oy
0
1
Q2
3
\%
o

as -er>0 [32-a]

o
o

A
=]

b) ad -

>
[47]
1
2.
i
A
<o

as ~cr<o [32-b]

En ambos casos se presenta la restriccién siguiente:

ty

a,%r y 7 no pueden tener el mismo signo,

¢, 2y & no pueden tener el mismo signo. £33]

Sin embargo, como se dijo ya, no basta que Fj se encuentre en <)
para garantizar la sobrevivencia de ambas especies (Fig. 11, por ejem-
plo). La sobrevivencia de ambas especies, la extincién deuna de ellas
o la extincién de ambas especies dependerd exclusivamente de las ca-
racteristicas de estabilidad del punto 7, cuando €ste se encuentra en
J1. El estudio de estas caracteristicas del modelo, basado en la esta-

bilidad de Fp, se deja como ejercicio.

2
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Ejercicios

1, Demuestre que las restricciones [33] se deducen tanto de las desi-
gualdades [32-a], como de las desigualdades [32-bJ.

2. Verifique en detalle que los puntos criticos del sistema [28] son
realmente los dados en el texto y estudie la estabilidad de los puntos

criticos [30].

3. Las rectas[31] pueden cortarse de varias maneras no consideradas
en el texto, Haga un estudio completo de las posibles situaciones, di-
bujando en cada una de ellas elespacio de fase correspondiente, y lue-
go interprete la situacién refiriéndose al problema ecolégico original.

4, Encuentre las condiciones generalespara que en el modelo[28] so-
brevivan ambas especies. Verifique, ademds, que los puntos criticos
sobre los ejes, a excepcién del origen, corresponden a la poblacién
méxima de una especie en ausencia de la otra.

5. Haga un estudio comparativo del modelo de Lotka con respecto al
modelo no analitico. Halle una situacién concreta a la cual estos mo-
delos pueden ser aplicados, y descubra cudl de ellos, en su caso par-
ticular, se ajusta mejor al problema considerado.

6. Refiriéndose al modelo [28], suponga que el punto critico P, se en-
cuentra en ¢;, y estudie sus caracteristicas de estabilidad. Demuestre
que si D es positivo, entonces Py no es estable (extincién de una de las
especies), y si D es negativo, entonces P, es estable (sobrevivencia de
ambas especies); analice en detalle el caso D nulo.

7. Analice el modelo [28] para el caso en que P, se encuentre en uno
de los ejes.

8. Las figuras querepresentan el espacio de fase del modeln[ZB]pue-
denrefinarse encontrandola ecuacién general que describelas isoclinas

del sistema, para luego trazar las isoclinas mds importantes. El es-
tudio de las isoclinas de [28] es el objetivo de este ejercicio.

a) Plantee la ecuacién general respecto a las isoclinas de [28] con
- S dy s
coeficiente angular (o inclinacién) constante )\(77—" =X )y verifique que

se trata de una ecuacién monoparamétrica (pardmetro A) de secciones
cénicas,

b) Verifique que las dnicas isoclinas que son lineas rectas, fuera de

sy -
las dadas en el texto, correspondena A=0ya A :—r,Tz;verlflque, ade-
més, que estas rectas son:

(= )eor = (e



Asi, una de estas rectas pasa por (0,0) yv (X,¥%0), y la otra pasa por
(0, -r/a)y (-s/4,0).

c¢) Halle los valores del pardmetro A paralos cuales las isoclinas son:

-Circulos
-Pardbolas
-Hipérbolas
-Elipses

Con esta informacién trace el espacio de fase de [287 para el caso
de competencia en cada una de las posibles situaciones consideradasen
el texto.

Problema:

Alanalizar en eltexto el modelo lineal de Lotka-Volterra (ecuacién
[28]), se omitieron varios casosinteresantes al suponer implicitamen-
te diferentes de cero alos pardmetros @ y d. La ecuacién L30] no ten-
drfa sentido si uno de estos pardmetros fuese nulo. EIl problema con-
siste en estudiar detalladamente el modelo [28] en todos los casos
posibles y siguiendo los lineamientos generales dados en el texto, Tal
trabajo no ha sido desarrollado adn y podria ser una contribucién va-
liosa en este campo.
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BIOMATEMATICA DEL SISTEMA NERVIOSO

Para la ciencia y la cultura actuales, el sistema nervioso humano,
n par r el cerebro humano, constituye el sistema mas complejo
y fascinante de organizacidén y procesamientode informacién. Més ain,
el sistema nervioso, incluso en los animales inferiores, tales como
moluscos, por ejemplo, es de una complejidad tal que es poco o casi
nada lo que se sabe acerca de él.

El sistema nervioso de todo animal es uncircuito en extremo com-
plejo y refinado compuesto por unidades funcionales nerviosas o neuro-
nas, cuyo funcionamiento parece ser, en parte, la llave que abre las
misteriosas puertas de dicho sistema. Esta concepcién del sistema
nervioso, como circuito neuronal, es relativamente reciente, pues fue
propuesta enladécada de 1890 a 1900. Por otra parte, debidoal reciente
refinamiento de la tecnologia electrdnica, instrumentobdsico en neuro-
fisiologia, el gran acopio de datos experimentales en este campo sélo
data de las tres Oltimas décadas. Asi, elestudio delsistema nervioso,
en su concepcién contempordnea, es una ciencia joven, en la cual se
estdn dando los primeros pasos y obteniendo las primeras respuestas,
y en la cual el lenguaje de comunicacién conlanaturalezano ha sido to-
talmente dilucidado atGn. El estudio de la célula nerviosa, sus propie-
dades y funcién es parte del estudio delsistema nervioso y como tal es
relativamente nuevo. Por esta razén, sus fundamentos carecen de so-
lidez y son susceptibles de cambio como consecuencia de nuevas evi-
dencias experimentales o deducciones tedricas. Citaremos aqui un
ejemplo en que las suposiciones basicas sobre el funcionamiento de la
neurona son objeto de serias criticas en los momentos actuales, para
mencionar luego algunas hipdtesis que estdn siendo aceptadas por un
nimero creciente de investigadores enneurofisiologiay entrar a tratar
a continuacién lo que hoy se considera metaneurofisiologia, pero que
mafana muy bien podria establecerse como disciplina bésica en este
campo.

Dentro de un mismo organismo, las neuronas que componensusis-
tema nervioso, lejos de ser todas funcionalmente andlogas, ofrecenuna
variedad funcional que probablemente no ha sido descubierta alin en su
totalidad. En efecto, existen motoneuronas enlos misculos, neuronas
cardiacas que hacen las veces de marcapasos, varias clases de neuro-
nas en el ojo, etc. Una descripcién esquemdtica y simplificada de la
neurona, que sintetiza los aspectos comunes de todas ellas, aparece en
la figura 12.

La neurona envia impulsos nerviosos (o salidas S) por medio del
axén y recibe impulsos nerviosos (o entradas £) por medio de las den-
tritas o los cuerpos neuronales, ya sea del medio ambiente o de otras
neuronas. lLas conexiones funcionales entre neuronas, llamadas sinap-
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SENTIDO
DE TRASMISION
o1, MPULSO

DENDRITAS

Fig. 12. Descripcidn esque-
midtica de la neurona.

AXON

sis, son en general axén-dentrita (Fig. 13-1) o axén-soma (Fig. 13-2),
y con menos frecuencia ocurre la sinapsis axén-axén (Fig. 13-3). La
sinapsis es la parte receptora de la neurona que recibe los impulsos
nerviosos procedentes de otras neuronas. La respuesta S de una neu-
rona dada a una entrada Z es una secuencia de descargas eléctricas (po-
tenciales de accién o ''spikes'). Esta respuesta # se encuadra dentro
de la llamada ''ley del todo o nada'', que establece que si la entrada es
inferior a un cierto pardmetro U, llamado umbral, caracteristico de
cada neurona, la neurona no responde. En contraste, si la entrada o
estimulo es igual o superior al pardmetro U, entonces se genera una
secuencia de potenciales de accién. Cadaunade lasneuronas que com-
ponen el sistema nervioso tiene en cada instante de tiempo un cierto
umbral que debe ser superado por la suma algebraica de los estimulos
que llegan a ésta, para que sea generada una secuencia de potenciales
de accién. La neurona tiene unperiodo, llamadode adicién latente, que
dura aproxhnadanqenha% de milisegundo (ms), y en cuyotranscursoes-
ta suma algebraica se efectlia y compara con el umbral de la neurona

13 -1 13-2 13-3

Fig. 13. Algunos tipos de sinapsis; la flecha indica el
sentido de la transmisién del impulso nervioso.



en ese instante. Asfi, se sumardn y compararidn con el umbral sélo
aquellos estimulos que llegan a la neurona lo suficientemente cercanos
en el tiempo. Entre la llegada de un estimulo a la neurona y la apari-
cién de una secuencia de potenciales de accidn, si el estimulo supera
el umbral, se produce una demora de por lo menos $ ms. El potencial
de accién que se genera en la neurona (Fig. 14) la hace totalmente re-
fractaria a un nuevo estimulo, cualquiera que éste sea (periodo refrac-
tario) por un cierto periodo de tiempo. Tras un periodo de hiperexci-
tabilidad, durante el cual estimulos subumbralespueden generar nuevos
potenciales de accidn, la excitabilidad de la neurona vuelve répidamente

o
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Fig. 14. Respuesta tipica de la neurona a dos estimulos, Zy y Ej,
ambos subumbrales, que se superponen durante el periodo de adicidn
latente; luego un estimulo subumbral E, genera un potencial de ac-
cidn en el periodo de hiperexcitacién. A: periodo de adicién la-
tente; B: demora en responder; C: periodo refractario y D: periodo
de hiperexcitacidén (véanse mds detalles en el texto).

a la normalidad. Por esto y por otras razones que no se mencionardn
aqui, ademds de la adaptacién de la neuronaa estimulos repetitivos, su
umbral es una funcién del tiempo. Considerar modelos donde ¢l umbral
de la neurona es constante, es una simplificacién de la realidad, pero
puede ser de gran utilidad en una primera aproximacién. Cabe desta-
car que la transmisidén del impulso nervioso de una neurona a otra se
efectGa en la sinapsis con la consiguiente liberacién de ciertas sus-
tancias electroquimicas, ya sean de efecto inhibidor o excitador, las
cuales deben atravesar el espacio sindptico que separa a estas neuro-
nas. No hay contacto fisico entre las neuronas enla sinapsis y por ello
el impulso demora por lo menos & ms en propagarse de una a otra neu-
rona. La respuesta S de la neurona no es una funcién continua del es-
timulo, de ahi’ que se pensSenencontrar alguna relacién entre la inten-
sidad £ del estimulo yJ, la frecuencia de potenciales de accién de la
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respuesta. La relacidén entre £ y ./ ha sidoy alin es uno de los grandes
problemas que preocupa al neurofisiélogo, yes esta relacién intensidad-
frecuencia entre £ y f, cominmente aceptada, la que es objeto de se-
rias criticas debido a que en ciertos casos no es posible establecer tal
relacién. Uno de los enfoques contempordneos al problema de hallar
la relacién entre la entrada £ y la salida & de una neurona encaralos
diferentes patrones de respuesta & generados por una cierta entrada £
otro considera a la salida S como una palabra en un cédigo binario (no
de frecuencia), el cual puede o no ser distinto para diferentes siste-
mas neurales.

Por medio de experimentos se han deducido dos leyes empiricas,
validas con ciertas restricciones en la mayoria de los casos conside-
rados, a saber:

Ley 1: Toda neurona responde siempre con una secuencia de descargas
eléctricas de aproximadamente igual amplitud.

Ley 2: Toda neurona responde con una frecuencia de descargas eléc-
tricas directamente proporcional a la intensidad del estimulo
(c6digo intensidad-frecuencial.

Hasta hace pocos afios no habian dudas acerca de la validez uni-
versal de estas dos leyes; sin embargoexperimentos realizados en esta
década parecen contradecirlas. En particular, la idea del cédigo in-
tensidad-frecuencia estd, en apariencia, superada, y se sospecha que
el cédigo neural es bastante mds complejoque un cédigo de frecuencia.
Ideas recientes que cada vez van ganando aceptacién en la comunidad
cientifica sostienen que el cédigo neurales un lenjuaie neural o un con-
junto de lenguajes neurales, probablemente con un alfabeto comin de
dos letras y con una o varias sintaxis. Ksta idea de lenguaje neural
que empieza a ser aceptada por los investigadores podria decirse que
estd en la frontera del conocimiento.

Pasando ahora a la metaneurofisiologia, dejemos de lado la idea de
la neurona como transmisor de informacidén y para poder apreciar la
complejidad del sistema nervioso supongamos por un momento que la
neurona sea un microprocesador. En la actualidad, la tecnologia elec-
trénica es capaz de construir un microprocesador de tamaho aproxi-
madamente 100 veces el de la neurona y que admite 10 lineas de entra-
da correspondientes a funciones diferentes. KEsto quiere decir que en
el microprocesador es {mportante el lugar a donde llega la informacién.
Por el contrario, las descripciones cldsicas de la neurona consideran
irrelevante el lugar de entrada de los estimulos en la neurona. Ma4&s
aﬁn, es probable que en un microprocesador se observe alguna rela-
cién entre la intensidad del estimulo y lafrecuencia de descargas de la
respuesta, en particular si la respuesta delmicroprocesadores enlen-
guaje binario, pero esto no nos dice nada respecto de la funciéndelmi-
croprocesador. Unaneurona realtiene enpromedio 100 lineas de entrada
y es realmente asombrosa la complejidad que tendria un microproce-
sador con este nimero de lineas de entrada. Ahora bien, si se tienen
dos de estos microprocesadores, cada uno con complejidad 7, una red
formada por estos dos procesadores tendria aproximadamente una com-



plejidad del orden de n X n. La corteza del cerebro humano contiene
aproximadamente 10 mil millones de neuronas y si la mis simple de
estas neuronas considerada como microprocesador tiene una comple-
jidad ¢, esta red de microprocesadores que es la corteza cerebral ten-
dria una complejidad superior a ¢ elevado a 10 milmillones. Cabe en-
tonces preguntarse si la miquina biolégica es capazde comprender esta
asombrosa complejidad, que es nada mas ni nada menos que su propia
complejidad funcional,

Cabria entonces, dentro de este contexto, suponer que cada una
de las funciones del sistema nervioso tiene su propio lenguaje neural.
Fsta nueva concepcién del sistema nervioso revolucionaria radical-
mente la investigacién, tanto experimental como tedrica, en neuro-
fisiologia. Las ideas anterioresestidnrepresentadas esquematicamente
en la figura 15, en que se hace un paralelo con un computador. Las
vias neurales asociadas a un 6rgano sensorial (el tacto, por ejemplo)
comienzan, segin se entiende, en los receptores, que juegan el papel
de terminal de computador y tienen la funcidénde traducir los estimulos
relevantes al 6rgano sensorial (presién, en elcasodeltacto)allenguaje
propio de este érgano sensorial. Los niicleos de la espina dorsal (cu-
neatos, en el caso considerado) compilan la informacién recibida y la
envian a los nilicleos del tdlamo (ventro lateral para el tacto), los cuales
procesan la informacién global de todos los receptores de tacto, y la
envian a su vez al procesador central, la corteza cerebral. Ahora po-
dria discutirse la forma en que este procesamiento se efectliaa lo largo
de este complejo circuito de microprocesadores, pero esto implicaria
entrar a suponer mds de lo que la evidencia experimental ofrece
hasta el momento. Los modelos que se describirdn en este capitulo
son modelos matem&ticos que simulan el comportamiento ""cldsico'" de
la neurona (es decir, cumplen las leyes ! y 2), Debe tenerse presente,
por tanto, que se describirdn neuronas formales, una simplificacién de
la ya drdstica simplificacién cldsica de la neurona real.

Receptores Nucleos Ndcleos Corteza
(Espina Dorsal) | (Tdlamo)
NGNS L B XS EEERT B o o g
o |/ Yy,
—— \‘{
——7 AN
" i
F—t. e et -
. . Pr
Terminal Compilador Procesador| e
Central
Fig. 15. Vias necuralec tipic asociadas a un dérgano

sensorial y comparadas con un computador.
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FORMULACION MATEMATICA DE PROCESOS NEURALES: SUS ORI-
GENES

En la década de 1930 a 1940 se propusieron varios modelos con el
objeto de describir la neurona por medio de dos variables de estado
gobernadas por ecuaciones diferenciales auténomas, ordinarias, linea~
les y de primer orden. Todos estos modelos sonen esencia similares,
pero se diferencian entre si en la identificaciénde las variables de es-
tado con pardmetros reales existentes enla neurona, como, por ejem-
plo, excitacibén e inhibicién, potencialde membranay potencial umbral,
etc. La teoria de la neurona formal continua que serd presentada es,
salvo pequefias variaciones, la teoria de los dos factores concebida
por N. Rashevsky. Elsegundo modelo de la neurona que se presentard,
no es un modelo continuo como el de Rashevsky, sino un modelo dis-
creto que se discutird siguiendo las ideas de W. McCulloch y W. Pitts,
las cuales estin basadas en una descripcién funcional de la neurona
a través del Algebra de Boole.

El modelo matemadtico que mds se aproximaal comportamiento real
de la neurona, construido analiticamente a partir de datos experimenta-
les obtenidos por Huxley y Hodgins en el ax6n gigante del calamar, se
expresa por medio de un sistema de cuatroecuaciones diferenciales si-
multdneas. El modelo de Huxley y Hodgins es demasiado complejo pa-
ra ser expuesto en esta presentacién que sélo tiene por objeto ofrecer
una introduccién a los modelos neurales, campo de vastas fronteras
donde la investigacidén contempordnea es sumamente activa.

MODELO CONTINUO

Supdngase una caja negra ¥ que puede ser expuesta a una cierta va-
riedad de estimulos Z(f) y dar una respuesta S(¢). Se puede describir
este sistema ¥ como un conjuntode variables de estado {m,...,n}, las
cuales definen la respuesta S(¢) y son gobernadas tanto por los estimu-
los £(t), como por la dinamica interna de ¥. Asi se tiene:

Sy = S(m(t),...,ny(¢)), donde
n(t) = nmE(t),?) [34]

Una forma, probablemente la mis simple y que describe la depen-
dencia funcional entre £(t) y S(¢), se representa mediante una dindmi-
ca interna de //, expresable por medio de ecuaciones diferenciales or~
dinarias de primer orden:

an, -
5 = FE@),m, ).

De esta ecuacién diferencial se pueden deducir, una vez fijada
la funcién Z(t), las funciones 7y = m(¢) y obtener finalmente S(¢) =
=S(m,...,ny). Tanto las funciones &y como la funcién & deberdn cum-
plir con una o varias condiciones impuestas por la situacién real es-
tudiada.



El caso J = 2, donde 7} y 7> son lineales y Z(f) es una funcién esca-
lo'n, corresponde enesencia a la teorfa de los dos factores de Rashevsky-
Hill. A continuacién se expondrd mdas especificamente un caso par-
ticular, pero de significante generalidad, de la teoria de Rashevsky-
Hill, que denominaremos neurona continua, expresada por:

d.

Tjg = i -ax

ay ,

at = belr - apy, [35]
Sy = S(x,y,0); [36]

donde x(?) es el factor excitante; y(?), el factor inhibidor; £ (), la su-

ma de los estimulos excitantes; Z2(¢), la suma de los estimulos inhibi-

3

la respuesta de la neurona formal con umbral U, elcual

-
dores, y S(¢),
es caracteristico de cada neurona formal.

Ahora bien, supongamos que la neurona formal responde de acuerdo
con la ley del todo-o-nada, o sea su respuestaes una serie de impulsos
de igual amplitud y duracidn, caracteristica de la neurona. M4s afin,
supongamos que S(¢) = I + f(t), donde I es la intensidad del impulso y
f(t) la frecuencia de impulsos (nGmerode impulsos por unidadde tiem-
po). Asi se puede usar la salida S(¢) = 7f(¢), de una neurona formal
A, comoentrada para unaneurona formal B, o como retroalimentacién de
la misma neurona formal 4. De este modo se construirdn las redes de
neuronas.

Para ser consistentes con la evidencia experimental, supongamos
que la neurona formal tiene un perfodo refractario caracteristico de
cada neurona. Este periodo refractario es el intervalo de tiempo du-
rante el cual la neurona formal no responde a estimulo alguno. Asi,
el intervalo de tiempo entre dos impulsos consecutivos de la respuesta
de una neurona formal no puede ser menor que este periodo refracta-
rio, lo cual define una frecuencia médxima de disparos de la neurona o
frecuencia critica. Cabe preguntarse entonces qué sucede cuando un
estimulo de gran intensidad induce una respuesta de frecuencia mayor
que la frecuencia critica. En este caso, lo que sucede en realidad es
que la neurona deja de funcionar, es decir, el intervalo de intensidad
del estimulo, dentro del cual la neurona real funciona aceptablemente,
es limitado. Sin embargo, en nuestro modelo, supondremos que a2 me-
dida que el estimulo crece, la frecuenciade disparo de la respuesta de
la neurona formal se aproxima a la frecuencia critica. Formalmente
se tiene que:

0, six(t) -yE)I<U
S(t) = If(t) = [37]
T, -A(1 -exp (U+y(t) - ()] +4,, six(t) -yE)>U

donde 4, es proporcional a la frecuencia umbral, A4, es proporcional a

la frecuencia critica, y donde [g] es la parte entera de a.
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La expresién funcional para S(¢) se escogid arbitrariamente. En
realidad, los Gnicos requisitos que &(¢) debe cumplir es ser nula para
x(¢t) - ¥y(t) menor que U; tomar el valor 4, para x(¢) - y(¢) iguala U, y
ser mondtamente creciente como funcidén de x(¢) - y(¢) - U, aproximdn-
dose asintéticamente al valor 4,. En principio, cualquier funcién con
estas caracteristicas seria aceptable.

La soluciones del sistema [35] estdn dadas por:

t
x(t) (exp (-0 T))(x(0) + by SE; (2) exp (1 2)dz)
0

t
~

y(E) = (exp (-a=2%))(¥(0) + b2 é B2 (2) exp (a2 2)22) [38]

Para ilustrar la exposicién, se estudiardn las respuestas de la
neurona formal en los casos en que el estimulo es un pulso cuadrado
finito o infinito en duracién:

0, sit<tl & t>tf
By(t) = '
Ay, sitist st £39]

donde i = 1,2 y 4y < 1. Suponiendo, para simplificar los cdlculos, que
tl= 0, se tiene que:

x(0) exp (-a1¢), sit s )
x(t) ={[x(0) - (B1A1/a) exp (@:1%3)] exp (-1 t) + Bdy /0y, sityi<t sty

[x(0) + (B1dy /1) {exp (@tr) - exp (@tD)}] exp (-a1t), sits s i
[40]

¥(0) exp (-agt), sit < 2
Y(t) ={[y(0) - (Podo/0s) exp (@at2)] exp (-Gzl) + bods/an, sitist sty

[y(0) + (bada/0o) {exp (a2t%) - exp (@2tD)]] exp (-a2?), sity st :
[41

Los estimulos £ vy £» pueden ser en general: a) nulos; b) pul-
sos cuadrados de duracién finita, o ¢) pulsos cuadrados de dura-
cién infinita. Estos tres casos se ilustran en la figura 16 respecto al
factor excitante x(¢). En estos casos, el Gnico punto critico del siste-
ma es (blAl/Gl,bgAa/ag) y es unnodo estable. De modo que, como puede
verse de lafigura 16, cuando #; es nulo, X(?)tiende hacia cero y cuando
By es diferente de cero, x(¢) tiende a P A1/ap; el factor inhibidor y(%)
tiene comportamiento anilogo. En resumen, la aplicacién de un es-
timulo en el formalismo de Rashevsky-Hill se convierte sélo en una
traslacién en el espacio de fase de los factores del Ginico punto critico
de este sistema. Con estas consideraciones, la dindmica de la neuro-
na formal, para los estimulos previamente mencionados, estd total-
mente descrita.
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Fig. 16. FRespuesta temporal del factor excitante en log 3 al-

: @ estimulo excitante nulo; b: ecstimulo excitante, pulso
o de duracién finit estimulo excitante, pulse cuadrade
detalles en el texto).

En el caso en que el estimulo es una funcién escalén, el punto cri-
tico del sistema varia discretamente de acuerdo con la variacidn del
estimulo. No es dificil entonces dibujar el espacio de fase del sistema
[35] para este caso particular. M4s ain, en este caso en que el esti-
mulo es funcién escalén, el sistema [35] puede ser directamente inte-
grado del mismo modo que en los casos mds simples sefalados antes.
Con estas consideraciones, se puede decir que la dindmica interna del
sistema [35] se ha descrito totalmente para el caso en que el estimulo
es una funcidn escaldn que, dicho sea de paso, incluye los otros casos
considerados.

Debido al periodo refractario de la neurona formal continua adviér-
tase que para una funcién dada (hasta cierto punto arbitraria) se puede
encontrar una funcién escaldn tal que si ambas funciones se dan como
estimulos a dos neuronas formales continuas idénticas (al dar un esti-
mulo a cada neurona), el comportamiento de estas neuronas (es decir la
salida de ellas) serd idéntico. Formalizando lo anterior, se toma el
conjunto %’(ﬁ+,ﬁ), de todas las funciones de A" = {r € f?lf‘ 2 0} en R con
un nimero finito de discontinuidades. Luego se define en este conjunto
W(.fy.’?) una relacién de equivalencia para cada neurona formal continua.
Esta relacién de equivalencia se define agrupando en clases de equiva-
lencia los elementos # (7", 7) que generan unamisma respuesta de la neu-
rona formal continua. Es claro que cada clase de equivalencia, debido
al periodo refractario de la neurona formal continua, contiene por lo
menos una funcién escalén, la cual se puede tomar como representante
de la clase de equivalencia. Por lo tanto, en el estudio de este modelo
continuo basta considerar los estimulos funciénescaldn. Se tiene, ade-
mas, que las salidas S(¢), dadas en [37], de la neurona formalcon-
tinua son también funciones escalén. De modoque se puede considerar
la neurona formal continua como si fuera una funciénde la clase de fun-
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ciones escalén de W(E*',ﬁ), exactamente en la clase de funciones escalén
de W(ﬂ)',ﬁl. Esto permite la construccién de redes de neuronas, ya que
la salida de una neurona puede ser usada como estimulopara una o mis
neuronas.

Es interesante notar que, aln cuandoeltiempoes una variable con-
tinua en este modelo, a causa del periodo refractario asociado con ca-
da una de las neuronas formales continuas, se tiene una discretizacidn
del pardmetro tiempo. Esta discretizacién es caracteristica de cada
neurona formal continua, del mismo modo que elperiodo refractarioes
caracteristico de estos entes.

Debido a que la respuesta 5 (¢) de laneurona formal continua depen-
de de la diferencia x(¢) - y(¢) - U, y por ser esta respuesta en funcién
del estimulo lo que en el fondo interesa, se estudiard a continuacién las
condiciones en que el factor excitante X(¢) excede en magnitud al fac-
tor inhibidor y(¢) + U, y viceversa. Para simplificarelestudio que si-
gue, elumbralse considerard constante e incorporadoalfactorinhibidor
y{t); asi, a continuacibén se denotard por factor inhibidor y(¢)a la suma
y(t) + U del factor inhibidor propiamente dicho y el umbral.

En primer término cabe destacar que no puede haber respuesta de
la neurona formal continua en ausencia de estimulo. Asi, si a partir
de un estado excitado de la neurona, o sea donde X(Zo) > Y(to), se eli-
mina el estimulo, la neurona formal continua, por medio de su propia
dindmica interna, debe asumir un estado no excitado y la respuesta se
extinguird; esto es, el factor excitante disminuird hasta hacerse infe-
rior en magnitud al factor inhibidor. Por lo tanto, refiriéndose al mo-
delo [35], se debe tener el pardmetro @; mayor que el @z,

En lo que sigue se estudiard la respuesta de una neurona formal
a estimulos del tipo funcién de Heaviside. La respuesta de la neurona
a estimulos funcidén escalén se deja al lector interesado como un pe-
quefio proyecto de investigacidn.

Si los estimulos excitante e inhibidor se consideran funciones de
Heaviside, se tiene:

0, para t < 0 0, para t <0
E(t) = , Ly =
Ey, parat=20 Ky, para t 20

respectivamente.

En este caso, el sistema [35] se puede integrar y se obtienen so-
luciones andlogas a [40] y [41], donde ¢, = 0, ti= (I = 1,2).

Bdsicamente, se pueden dar tres casos caracteristicos, como se
describe en la figura 17. En el caso de la figura 17 a), se tiene £x > £},
o sea una excitacién sobreumbral; por lo tanto, después de un cierto
tiempo, que depende del estado inicial, la neurona es activada y man-
tiene un estado de activacién que tiende a estabilizarse con ¢ grande.



En el caso de la figura 17 b), el estimulo es subumbral y la neuro-
na permanece desactivada. EIl caso mds interesante es el de la figura
17 ¢), en que a pesar de que el estimulo es sobreumbral, los pardme-
tros de la neurona formal continua sontales que la respuesta de la neu-
rona se extingue/después de un cierto tiempo, incluso si los estimulos
se mantienen. Este es el caso mas interesante de analizar con estimu-
los en forma de pulsos cuadrados o funcién escaldén, ya que presenta
un comportamiento tipico de las neuronas llamadas fdsicas; el caso de
la figura 17 a) es tipico de las neuronas llamadas ténicas.

A continuacién se analiza una prediccién del modelo continuo de la
neurona que, en cierto modo, contradice la ley 2 enunciada anterior-
mente. Evidencia experimental directa que confirme oniegue esta pre-
diccidn del modelo es ignorada por el autor.

Sean 4 y B dos neuronas formales continuas idénticas, descritas en
el sistema [35], a las cuales se les presenta simultdneamente dos es-
timulos excitantes: un estimulo excitante 7y a 4 y un estimulo excitan-
te I aB. Estos estimulos /) e lp se ilustran en la figura 18 a) y se
describen a continuacién:

0, para 021 0, 0=2¢
= | I,/2, para 0<t <2, I = I,/3 0<t<t,
I,, para 2%, <t 2I,/3 to <t s2t,
I 2ty <t

x(e)
yleo)

Fig. 17. Diferentes comportamient
de la neurona formal continua.
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donde I es una constante positiva y %y un cierto tiempo fijo no mayor,
por razones experimentales, de 10 segundos. En el transcurso del
proceso que se analiza se considerard constante el factor inhibidor y
fijo en un valor Yo igual para ambas neuronas. El valor inicial x(0) del
factor excitante serd asimismo igual para ambas neuronas, con X(0) <
< Yo < (Iohy)/ (621). Sin pérdida de generalidad, haciendo una traslacién
del sistema de coordenadas, se puede suponer que x{0) = 0. Las ecua-
ciones, soluciones de [35] que gobiernan x (£) y x2(¢), son:

0, para 021
x(t) =4 D/2l1 - e™1t], para 0 St < 2%
D/2l2 - (1 +e®*1%)e™™1']  para 2t,<t
0, para 0 <t
Xy(t) = D/3[1 - e™1t], para 0 =% < 2%,
D/3[2 - (1 + eP1toye™1t], para to St S 2%,

D/303 - (1 +e%1% + *1%)e™1t] para 2t,<t

donde D = /o2 /a;. La diferencia Z(¢)= x3(¢) - % (¢} se obtiene ficil-
mente y resulta en:

E (1)
1 re—re———
L(t)
2o,
Tory
Ty fmomeme e
|
i
: a)
to 21ty
x (1)
To by,
21, by,
¢
To byyq,
’
N b LR EEE Rt
R 1 1
’/-u. 12(') \ |
,,x—.—.—.—-—|-—.—.—-——.—-I—-.—.—-—-——-— Yo
l 4 t b)
to 21,

ién del modelo
a.

Fig. 18. Una predic
continuo de la neuro




0, para 0=t
7(E) = D/6l et - 1], para 0 £t <1,
VT Ap/6l 1+ (1 - 26%M0)e™1t] para t, <t < 2%,
D/6(1 - e*1toye1t para 2% st

Como puede verse ficilmente, la funcién Z(t) para ¢ mayor que 2%g
es siempre positiva. Esto quiere decir que, para ¢ mayor que 2%y, la
funcidn xz(?) es siempre mayor que la funcién % (), lo que se ilustra
en la figura 18-B. Debido a que tanto Xz(f) como x () tienen por asin-
tota el valor /), ambas neuronas formales continuas se mantendrdn en
estado activado mientras dure el estimulo. Por lo tanto, se trata de
modelos tipicos de neuronas de lenta adaptacién.

Una neurona ténica posee poco poder de adaptacidén, o sea su adap-
tacién a un estimulo constante es lenta. Por otra parte, se ha llegado
empiricamente a establecer como ley (ley 2) biolégicael hecho, obser-
vado experimentalmente, de que las neuronas reales ténicas responden
con una frecuencia de disparos directamente proporcional a la intensi-
dad del estimulo, con independencia de la variacién inicial de este Gl-
timo. Traducido al lenguaje de nuestro modelo, esto quiere decir que
Z(t)= 0 para t > 2%, lo cual no sucede en el modelo descrito. Al pa-
recer, entonces, nuestro modelo estd en abierta contradiccién conla
evidencia experimental existente.

os result
les, analicemos cémo se obtienenestos resultados. Experimentalmen-
te, la frecuencia de disparo de la neurona real ocurre, para el caso de
la neurona ténica, al dejar pasar cierto tiempo después que el estimu-
lo bha alcanzado la intensidad deseada. Esto se hace a fin de que la

neurona se "'estabilice'’, o sea, para que alcance una frecuenciade dis-

rhe riment
t

o5 experimen

paros regular.

Como toda medida de magnitudes fisicas, la mediciénde la frecuen-
cia de disparo de una neurona tiene un cierto error experimental aso-
ciado a ella y es aqui donde Z(t) # 0 es absorbido. Nétese que, como
Z(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito, para ¢ realmente grande
en comparacién con %o, Z(Z) es tan pequeho que se puede considerar ex-
perimentalmente nulo. Por otra parte, la neurona se considera ''ex-
perimentalmente estabilizada'' cuando la diferencia D - % (%) o @ - xz(2))
estd dentro del error experimental. Tal vez empiricamente por este
hecho se ha establecido la ley para neuronas tdnicas, lo cual, conside-
rando el error experimental, estd en completoacuerdoconnuestromo-
delo, ya que esto sblo dice que X1 () y ¥5(?) debentener la misma asin-
tota. Sinembargo, algo mas se desprende del modelo: para ¢ préximo a
2%,, ademds de la intensidad del estimulo, la frecuencia de disparo de una
neurona ténica depende de la variacién inicial del estimulo. Se deja
para el lector interesado verificar experimentalmente esta prediccién
del modelo continuo de la neurona. Dicho sea de paso, tal experimen-
to no ha sido realizado aln y es, por lo tanto, uninteresante trabajo de
investigacién.
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Ejercicios

1. Dada la funcién Z(¢) = ¢, 0 < ¢; £(¢) = 0, 0 2 Z; suponga que £(¢) esel
estimulo excitante de una neurona formal continua del modo siguiente:

= F(t) - o1 x gy - QY

ax
dat at

sea el periodo refractario de este sistema igual a 2 ms.
a) Halle una funcidn escaldn equivalente a B(¢) parael caso @y = ap= 1.

b) Halle una funcién escalén equivalente a £'(¢) para el caso general.
Esta funcién escalén dependerd explicitamente de los paridmetros ¢, y
Qz. Verifique que de @; = @z = 1 se obtiene el caso anterior.

2. Dada una funcién £(¢) arbitraria conun ntmero finito de discontinui-
dades, que actla como estimulo excitante para la neurona formalconti-
nua del problema anterior, y suponga que en este caso el periodo re-
fractario de éste es igual a o s, entonces:

a) Halle una funcién escalén equivalente a Z(Z) para el casoa =
=1, %= 1073 s, Verifique que para E(t) = 0, 02¢; E(t)y=¢t, 0 <t, se
obtiene el primer caso del problema anterior.

b) Halle una funcién escaldén equivalente a £(¢) para el caso general,
Esta funcién escaldén dependerd explicitamente de tres parametros:
@1,05 y to. Verifique la solucidén, especificando los pardmetros para
los casos antes estudiados.

3. Deduzca explicitamente las integrales o soluciones delsistema [35]
para los casos descritos en la figura 17. Cite las condiciones que los
pardmetros deben cumplir para cada uno de estos casos. Estime ade-
mds, en los casos de la figura 17 a) y de la 17 c); el tiempo que de-
mora la neurona formal continua en alcanzar el estado activado. Para
el caso de la figura 17 ¢) en particular, estime el tiempo en que esta
neurona permanece activada.

4. Dados un estimulo excitante £, y un estimulo inhibidor Z; a una neu-
rona formal continua gobernada por el sistema [35], de modo que £y =
=Z%, = 0, ambos constantes, calcule el tiempo ?¢; que esta neurona de-
mora en apagarse a partir de un estado activado x(0) > ¥(0). Muestre,
ademds, que a pesar de la suma algebraica de los estimulos es siem-~
pre nula, este tiempo %o depende de la intensidad de los estimulos &, y
Ey. Es decir, tome x(0) > y(0) como constante y estudie la dependencia
de ty enZ, 0 £y, Se concluye que la ausencia totalde estimulos no equi-
vale a estimulos excitantes e inhibidores de igual magnitud. Es inte-
resante verificar tal hecho en forma experimental.

5. Dos proyectos de investigacién: Invite en su universidad a un neuro-
fisiélogo experimental, o a un estudiante de neurofisiologia, dispuesto
a trabajar con usted en los siguientes proyectos de investigacién:



a) Obtener experimentalmente una tabla de datos estimulo-respuesta
respecto a un sistema neuronal puramente ténicoyotra tabla respecto a
un sistema neuronal puramente fdsico. Conestos datos experimentales
adecuar el modelo descrito en el texto al comportamiento de la neurona
real considerada. A partirde consideraciones puramente teéricas basa-
das enel modelo construido, predecir luego algin comportamientoque la
neurona realdeba tener y constatar de modo experimental sieste compor-
tamiento se presenta realmente en la situaciénconcreta. Analizar lue-
go, en detalle, los resultados obtenidos y poner de manifiesto las li-
mitaciones del modelo continuo de la neurona.

b) Elaborar experimentalmente una tabla estimulo-respuesta para un
sistema neuronal real, puramente ténico, midiendo la respuesta de la
neuronaa partir delmomentoenque se presentaelestimuloa ella. Esta
tabla se debe elaborar para un conjunto de tres estimulos por lo menos,
todos de igual intensidad pero de diferente variacién inicial. En otras
palabras, si /o es la intensidad comiin que se quiere dar a todos los es-
timulos, variar el tiempo que estos estimulos demoran en alcanzar de
0 el valor 7y, manteniendo luego el estimulo constante en /o. Con es-
tos datos experimentales verificar la prediccién del modelo continuo
analizada en el texto.

MODELO DISCRETO

En un comienzo W. McCulloch y W. Pitts construyeron un elemen-
to de computacién o neurona formal discreta con el objeto de probar
que el cdlculo proposicional con dos variables 1égicas o Algebra de
Boole puede computarse por redes de estas neuronas. Mds aln, ensutra-
bajo fundamental, estos autores hacenla observacidn de que tales redes
neurales acopladas a una cinta sobre la cuales posible escribir simbo-
los de un cierto alfabeto, borrar simbolos ya escritos o reemplazarlos
por otros, junto con un visor para leer dicha cinta (ambos elementos
conectados a los estimulos que llegan a la red y cuyas salidas se aco-
plan a mecanismos motores que mueven la cinta, escriben, reempla-
zan o borran simbolos en ésta) equivalen a miquinas de Turing. En es-
te sentido, las redes neurales de McCulloch-Pitts sonmdaquinas légicas
universales en su concepcidn original.

W. McCulloch y W. Pitts captaron en el modelo que se describe a
continuacién en forma resumida una de las propiedades bdsicas de la
neurona, con lo cual fue posible mostrar que el cdlculo de dos varia-
bles l6gicas estd de alglin modo relacionado con laactividad neural. El
modelo discreto de McCulloch-Pitts, que opera con redes de neuronas
formales discretas, tiene por unidad la neurona formal discreta, la
cual estd basada en esencia en el comportamiento todo-o-nada de la
neurona real. Dentro del contexto de las redes neurales de McCulloch-
Pitts, este comportamiento todo-o-nada de la neurona real atribuye a
la neurona formal discreta dos estados: uno encendidoo 1 y uno apaga-
do o 0. La forma de operar de las redes neurales de McCulloch-Pitts es
andloga al funcionamiento de una computadora digital, ya que ambas
estdn compuestas de elementos binarios conectados entre sf, usando
la 16gica umbral.
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Como se ha podido comprobar durante los dltimos 10 afios, la com-
putadora digital supera en muchos aspectos a sucreador. Sinembargo,
independiente del sistema nervioso humano, la mdquina digital es to-
talmente inoperante. No es nuestra intencidn entrar a discutir el pro-
blema de la simbiosis mdquina-hombre, sino sélo destacar el hecho
bdsico de que el sistema nervioso humano es, inclusc desde el punto
de vista mecanistico, inconmensurablemente superior en complejidad
a la m&quina creada por él. Por esta razén es preferible referirse a
las redes neurales, ya sean continuas o discretas, y a las madiquinas
digitales como simuladores o imitadores de comportamientos de redes
neurales reales y no como modelos de éstas, Esto se debe a que, even-
tualmente, un modelo debe ser capaz de operar dentro de un intervalo
de complejidad que, a pesar de ser inferior, es en cierto modo
comparable a la complejidaddel prototipoen que el modelo estd basado.
Asi, se puede hablar de modelos para algunos comportamientos espe-
cificos y rudimentarios de una red neural real, pero adn se estéd bas-
tante lejos de poder crear modelos globales de una red neural real.

La neurona formal discreta es una caja negra o unidad computadora
con propiedades claramente definidas, las cuales seran enunciadas mds
adelante. Esta caja negra recibe un cierto nimero de lineas de entra-
da de un dado conjunto de entradas o estimulos y tiene una dnica linea
de salida. Tanto las lineas de entrada, como las de salida, pueden es-
tar en sdlo dos estados: encendido o apagado. El tiempo que transcu-
rre durante el funcionamiento de una red de neuronas formales discre-
tas se supone cuantizado o discretizado en pasos de igual duracidn,
correspondientes al tiempo de reaccién de la neurona formal discreta.

Las propiedades de la neurona formal discreta, como componente
de una red de éstas, son las siguientes:

ND- 1. La actividad de cada componente de una red de neuronas forma-
les discretas se limita a un proceso todo-o-nada, con estados
Oy L

ND-2. Cada componente recibe, ya sea de otros componentes o del
conjunto de estimulos, un ndmero fijo de lineas de entrada que
acarrean sefiales con estados 0 6 1. El ndmero de lineas de
entrada puede variar de un componente a otro.

ND-3. Una linea de entrada puede dividirse en dos o més lineas de en-
trada, pero no puede combinarse o fundirse con otras lineas de
entrada.

ND-4. El impulso o sefial se propaga unidireccionalmente en cada
componente, desde la linea de entrada hacia la linea de salida.

ND-5. En la transmisién de la sefial transcurre una unidad de tiempo
desde la linea de entrada hasta la linea de salida de cada com-
ponente (demora sindptica).

ND-6. Una linea de entrada puede ser excitante y contribuye con una
unidad positiva a la activacién de el o los componentes a los que
conecta, o bien, puede ser inhibidora y dificulta mediante una



unidad negativa la activacién de el o los componentes a los que
se conecta,

ND-7. Una linea de entrada puede inhibir la propagacién de la sedal
por alguna otra linea de entrada (inhibicién presindptica).

ND-8. Un componente es activado o disparado {su linea de salida
tomael valor 1) cuandola suma algebraicade las sehales que le
llegan a través de sus lineas de entrada supera un cierto valor
real U (umbral) caracteristico de cada componente.

Estas reglas bdsicas, esquematizadas en la figura 19, son las que
determinan la operacién de las redes de neuronas formales discretas.
En cuanto a la figura 19, se dard a continuacién una tabla de valores
de la suma algebraica & de los impulsos que llegan a laneuronaen fun-
cién de la activacién de los estimulos £y, £; y £3. Esta tabla sirve pa-
ra ilustrar lo expuesto ya.

Se deduce que si el umbral U de la neurona formaldiscreta de la fi-
gura 19 fuese mayor o igual a 5, este componente no es nunca activado,
si bien lo es cuando £, y £, se presentan en ausencia de £5 en el caso
en que el umbral U fuese exactamente igual a 4. Si el umbral de este
componente fuese igual a 3, el componente es activado en el caso an-
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Tabla 1.

terior y cuando #} se presenta en ausencia de £ y £3. Andlogo racio-

cinio se aplica cuando el umbral es 1, 0, -1 y -2, Si el umbral fuese

igual a -3, el componente permanece continuamente activado.
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Fig. 19. Esquema de una neurona formal discreta, donde la linea 1 lle-
va tres unidades excitantes, la linea 2 lleva una unidad excitante y
la linea 3 inhibe a la linea 2 y lleva dos unidades inhibidoras.

Estas redes de neuronas formales discretas, como se mencioné
antes, son miquinas binarias debido a que, tanto las sehales que les
llegan, como las sehales internas, estin restringidas a los valores 0
6 1. Por lo tanto, estas redes neurales sélo pueden simular compor-
tamientos de redes neurales reales que no contengan receptores, ya
que en el sistema nervioso los receptores son lainterfase entre el me-
dio ambiente (estimulos de variacién continua y por lo tanto drastica-
mente no binarios) y el sistema nervioso central, que es la maquina
binaria propiamente dicha. Esta interfase, estimulos continuos y mé-
quina binaria no se consideran en la teorfa de McCulloch-Pitts, y en
consecuencia en teoria sélo es aplicable al sistema nervioso central.

A continuacién se hard un breve estudio comparativo entre el mo-
delo discreto y el modelo continuo de laneurona, yse dejard como ejer-
cicio analitico para el lector la exploraciénmds a fondode este aspecto.
En el modelo continuo de la neurona, el tiempo se cuantificé debido al
periodo refractario o al tiempo de reaccién de ésta. Este tiempo de
reaccién de la neurona formal continua depende, hasta cierto punto, de
la intensidad del estimulo, que en generalnoes constante. En contras-
te, en la neurona formal discreta se postula (propiedad ND-5) un tiem-
po de reaccidén constante para todos los componentes. Sin embargo, se
puede decir que, en forma general, ambosmodelos sonenesenciaequi-
valentes. Dentro de ciertos limites es posible construir una red de
neuronas formales continuas que tenga un comportamiento andlogoalde
una neurona formal discreta y viceversa. Esta caracteristica de los
modelos continuo y discreto de la neurona fue analizada, en 1967, por
Robert Rosen, quien sugirid la construccién de las redes mencionadas
en el problema propuesto al final de esta seccién. Eneste problema se
construirdn explicitamente estas redes y se analizardn sus propiedades
bisicas.

En la seccién préxima de este capitulose hablardacercade los mo-
delos de algunos procesos neurales que estin basados principalmente
en el modelo continuo de la neurona. Sin embargo queda pendiente el
problema de construir modelos similares basados en el modelo discre-



to de la neurona, asi como analizar las diferenciasy similaridades que
podrian existir entre los modelos obtenidos a partir del modelo conti-
nuo de la neurona y los modelos obtenidos a partir del modelo discreto
de la neurona.

Problema

El pdrrafo 4 del trabajo de Robert Rosen que trata de modelos de
dos factores, redes neurales y autémata bioquimico, estd dedicado a
hacer una aproximacién de una neurona formaldiscreta por una red de
neuronas formales continuas y viceversa. Analiceyreescribaeste pa-
rrafo con la mayor cantidad posible de detalles. Este estudio comple-
menta esta seccidén sobre el modelo discreto.

DOS MODELOS DE PROCESOS NEURALES

Uno de los puntos mas importantes de este capitulo fue la deduccidn,
a partir del modelo discreto de la neurona, de una interesante predic-
cién del comportamiento de la neurona real cuando estd expuesta a es-
timulos de igual intensidad, pero de diferente variacién inicial. Sin
embargo, sélo la derivacién de tal prediccién no justificaria la exis-
tencia de este modelo, ya que en el sistema nervioso las neuronas no
funcionan aisladamente sino en redes organizadas y coherentes. Asi,
para concluir este capitulo sobre modelos neurales, se describirdn las
redes o circuitos de neuronas formales continuas, las cuales simulan
algunos de los comportamientos que presenta el sistema nervioso.

Discriminacién Psicoffsica

A continuacién se analiza el problema de la discriminacién de es-
timulos simultdneos por redes de fibras nerviosas de lenta adaptacidn.
Segln evidencia experimental, se sabe que sistemas sensoriales de di-
versas especies animales tienen la capacidad de discriminar una cierta
situacién de entre un nimero finito de situaciones relativamente simi-
lares. El sistema de alarma del sistema nervioso es un ejemplo de
esta clase de procesos discriminatorios. Debido alsistemadealarma,
el estimulo de mayor intensidad que el sistema nervioso recibe en un
momentodado es el Unicoquellega ala cortezay eclipsa en ese momen-
to todos los demds estimulos. Una ilustraciéntipicadel funcionamien-
to del sistema de alarma es la reacciénaltocar unobjeto excesivamen-
te caliente; la sensacidén de exceso de calor predomina sobre todas las
dem&s sensaciones y obliga ala cortezaa enviarinstrucciones al sistema
motor para evitar esta sensacidén negativa.

El punto esencial en un proceso de discriminacién psicofisica con-
siste en poder escoger el estimulode mayorintensidad entre un conjunto
dado de ellos cuando todos se presentan simultdneamente. Para llegar
a construir redes de neuronas capaces de discriminacién psicofisicaes
necesario formalizar este concepto de discriminacién psicofisica, lo
cual se hard mediante las definiciones que siguen.

Definicién 1: Una red potencial de discriminacién psicofisica de orden
m y capacidad %4 (donde #,m € N 'y % < m) es una red de neuronas forma-
les continuas que admite 7 lineas de entrada Z = {Zl, A ,Z,,} y % lineas
de salida fsl, oS e fo 1)k
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Definicién 2: Una red potencial de discriminacién psicoffsica 7, de or-
denm y capacidad %, es una red 2, %) de discriminacién psicofisica de
ordenm y capacidad %, si para cada conjunto de % estimulos o entradas
E= [E'l, ... ,E'k] € (J?+)k, existe un acoplamiento entre el conjunto £ y el
conjunto Z de elementos de entrada P, de modo que la red F reaccione
en un tiempo finito de acuerdo con la siguiente regla, vilida para todo
J’ l</sh

SyF0eEy>E Vi#j,1<1<k [42]
cada vez que los estimulos £ se presentan simultdneamente a la red P.

En la propia definicién de la red de discriminacién psicofisica estd
implicita una condicién de simetria que exige que la red indique el ma-
yor estimulo que se le presenta, independientemente de la posicién en
que el estimulo se encuentra dentro del conjunto ordenado (£, ...,%&).
Ademés, debido a que el conjunto de estimulos pertenece a (}?+ )K, la au-
sencia de uno o mis estimulos no perjudica el poder de discriminacién
de la red. Esto se debe a que un estimulo ausente se supone nulo. Por
lo tanto, una red D(m, %) tiene la capacidad de discriminar cualquier nd-
mero, menor o igual a #, de estimulos.

Visto desde otro punto de vista, una red D(m,k) es una funcién

D, k) (R = wE < (BHE

a0 € ({01 (A osay=0)Y 152,75k al-
gunos aspectos de esta funciénse analizaridn enla seccidnde ejercicios.

donde #* = {(a,

Haciendo un paralelo entre el modelo y su prototipo real, en una
red D(m,%) de discriminacidn psicofisica se pueden asociarlos elemen-
tos de entrada de ésta con los receptores o componentes del sistema
nervioso periférico, y asociar los elementos de salida de la red con
neuronas de la corteza cerebral, correspondiendo la red en si al con-
junto de vias neurales que van desde los receptores a la corteza cere-
bral. Se tiene asi que en el modelo analizado, para efectuar una eficaz
discriminacién psicofisica de hasta # estimulos son necesarios 7 re-
ceptores y % células de la corteza cerebral. Esta relacidén entremy %
serd dada mds adelante.

En el modelo que se presenta se trata de establecer una si-
milaridad funcional entre éste y su prototipo real. Sin embargo, se
podria llevar mé&s adelante la asociacidén descrita antes entre el mode-
lo y su prototipo, identificando una cierta regién sensorial (en la piel
del gato, por ejemplo) con su proyeccién en la corteza cerebral, para
luego verificar si el modelo es estructuralmente similara su prototipo.
El autor ignora hasta qué punto existe realmente esta similaridad es-
tructural entre el modelo y su prototipo. Un programa experimental
para verificar la veracidad de este supuesto seria, sin duda, de una
complejidad bastante mayor que los estudios experimentales que tienen
por objeto proyectar el sistema sensorial del gato en la corteza cere-
bral. Un programa tedrico-experimental en esta direccién seria no
sélo sumamente interesante, sino que también podria llevar a descu-



brir algunas propiedades importantes sobre la estructura y funcién del
sistema nervioso.

Pasemos ahora a considerar la redde neuronas formales continuas
ilustrada en la figura 20 y demostremos que esta redes una red de dis-
criminacién psicofisica D(2,2)de capacidad y orden 2. Enprincipio es-
to prueba que para discriminar dosestimulos son suficiente dos recep-
tores y dos neuronas de la corteza cerebral unidos por vias neurales
directas, sin necesidad de que estas vias neurales contengan ndcleos o
ganglios.

El circuito ilustrado en la figura 20 se compone de dos neuronas
formales continuas V1 y ¥2, de idéntica dinimica interna gobernada por
la ecuacién diferencial genérica

ax = E, -x

at

dy

e 43
at 1 =Y [43]

donde £, es la suma de los estimulos excitantes (representadosenla fi-
gura 20 por flechas) y £y es la suma de los estimulos inhibidores (re-
presentados por flechas de cabeza invertida).

Sino se considera la retroalimentacidén, la suma de los estimulos
inhibidores que llegan a /2 es igual a la suma de los estimulos excitan-
tes que llegan a ¥l y viceversa, lo que sumado al hecho de que ambas
neuronas V1 y /2 tienen idéntica dindmica interna lleva a la conclusién
inmediata de que una sola de estas neuronas es activada cada vez. La
retroalimentacion sélo sirve para desactivar conrapidez laneuronaac-
tivada, una vez que los estimulos son cortados, y entonces proceder a
efectuar un nuevo proceso de discriminacién.

S
dx;
— =g -x
dt [} i
dy,
KA
NI
LEYENDA *
——3 EXCITADOR
E Ez ———d INHIBIDOR

Fig. 20. Una red D(2,2) de discriminacidn psicofisica.
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Para demostrar que el circuito ilustrado en la figura 20 es real-
mente una red D(2,2) de discriminacién psicofisica basta mostrar que
N1 es activado en un tiempo finito cada vez que &, es mayor que &,

Resolviendo la ecuacidn diferencial para las variables de estado x
e iy, de Nl se tiene:

X (t) = (0(0) - By et + B
vt) = ((0) - Fo) 7" + By [44]
La neurona /1 comienza el proceso en un estado no activado, asi:
¥1(0) > x,(0); [45]
se supuso ademds que:
E, > &, [46]

Asi, después de unos simples calculos algebraicos, se tiene:

X(t) = hid), Vizto = 1+ 220 - 4O [47]
1" 2

Como era de esperar, la neurona /1 se activa enun tiempo t,, dado
en la ecuacién [47], que es inversamente proporcional a la diferencia
de los estimulos y directamente proporcional a la diferencia de las
condiciones iniciales, siempre que se cumpla [45] y [46].

Un andlisis andlogo demuestra que cuando £; es mayor que £ se
activa ¥2. Con esto se demuestra que:

Teorema: La red de la figura 20, cuya descripcién dindmica es:

d

<22

3t = fa-n [48a]
dx,

Tt = Fa- %

ay N
Ti =5 -y, [48b]

es una red J(2,2) de discriminacidén psicofisica.

Las redes de discriminacién psicofisica generales del tipo D(m, %)
son mucho mds complejas y dificiles de describir, por lo que no se
considerardn. Sin embargo, se llama la atencidén al hecho de no exis-
tir redes de discriminacién del tipo D(n,n) para n> 2. Para discrimi-
nar 4 estimulos se necesitan aproximadamente n=1+%(% - 1)% ele-
mentos de entrada, lo cual significa que paradiscriminartres estimulos
son necesarios cuatro elementos de entrada; en general son necesarios



bastante mds elementos de entrada que el nimero de estimulos a dis-
criminar. M4ds detalles sobre estas redes de discriminacién pueden
encontrarse en la bibliografia dada al final de esta obra.

Circuitos Automdticos

Es razonable suponer que las conexiones sindpticas entre las neu-
ronas que componen el sistemanerviosonose encuentran especificadas
en su totalidad en la informacién genética embrionaria. EI ndmero de
neuronas en la corteza cerebral humana es del orden de 10, 000 millo-
nes. Cada una de estas neuronas tiene como promedio 100 sinapsis: es-
to significa que la corteza humana tiene unnimero de conexiones espe-
cificas del orden de un millén de millones, informacién ésta que al
parecer no puede ser codificada genéticamente. Se puede suponer, en-
tonces, que de este millén de millones de conexiones especificas de la
corteza humana, un ndmero grande de ellas se establecen, en parte, de
acuerdo con las necesidades y experiencias del individuo. Aceptando
esta suposicién, es posible plantear elegantes modelos de aprendizaje
basados en circuitos automdticos. Tales modelos enfocanel aprendiza-
je postulando que a lo largodelproceso de aprender se estaria progra-
mando un cierto circuito automatico, es decir estableciendo conexiones
entre las neuronas del sistema nervioso central. Una vez programado
el circuito, cuando el proceso de aprendizaje se ha completado, basta
excitar este circuito, que activa su mecanismo de reproduccién auto-
mdtica, para que lo aprendido se haga de algin modo presente. Estos
modelos explicarian porqué el proceso de aprendizaje no es un fenéme-
no continuo, pues existe lo que sellamael''plateau de aprendizaje', en
el cual, a pesar de grandes esfuerzos, el sujeto no logra aprender lo
deseado, mas llega a un punto en que de un instante al otro, sin mayor
esfuerzo, aprende lo que por largo tiempo y con grandes esfuerzos no
pudo aprender antes, Durante el '"plateau de aprendizaje', el circuito
neural adecuado estd en proceso de programacidn, sin llegar a funcio-
nar correctamente hasta completarse la programacidn.

Para ilustrar el funcionamiento de estos circuitos automaticos se
describird un circuito simple que, por un lado, sirve de modelo del
circuito controlador del movimiento ocular rdpido durante el suefopro-
fundo, y por el otro, sirve de modelo del circuito regulador del siste-
ma motor en el trazado de figuras planas, como cuadrados o circulos.
Se hace referencia al circuito descrito en la figura 21, que serd anali-
zado en detalle a continuacién,

El circuito ilustrado en la figura 21 estd compuesto de cuatro neu-
ronas formales continuas, ¥1, V2, N3 y ¥4. Al ser activado este cir-
cuito y hasta que la sehalde apagar lodesactive produce constantemente
un movimiento ocular rdpido alternado, comenzando con un movimiento
ocular rdpido en el lado derecho de la 6rbita ocular, para luego seguir
un movimiento ocular rapido en el lado izquierdo de la 4rbita ocular, y
continuando de nuevo al lado derecho y asi consecutivamente. Estos
movimientos rédpidos del ojo, hacia la derecha o hacia la izquierda, no
son del todo independientes ya que pueden llegar a superponerse poral-
gunos instantes y hacer oscilar el ojo en el centro de la érbita ocular.

En el fondo, el circuito de la figura 21 se puede describir diciendo
que es activado por la sefial de encender, la cualenvia unestimuloexci-
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Fig. 21. Circuito que simula el movimiento ocular ripido
durante el suefio profundo. M.0.I. es el movimiento ocular
izquierdo y M.0.D. es el movimiento ocular derecho.

tante a ¥1, que activa esta neurona. Al ser activada ¥1, un estimulo
inhibidor, que por el momento no es importante, es enviado a F4, y
ademds, un estimulo excitante es enviado a #2, la cual se activa. Al
ser activada V2, se generan tres estimulos: un estimulo inhibidor que
desactiva a #1, un estimulo excitante que activa las motoneuronas cau-
santes del movimiento ocular rdpidohaciael lado derecho, y un estimu-
lo excitante que activa en ¥3. La activacién de '3 genera un estimulo
que inhibe a M2, y hace cesar el movimiento ocular rédpido hacia el lado
derecho, y un estimulo que activa a /4., Al ser activada "4, se generan
tres estimulos: un estimulo inhibidor que desactiva a #3, un estimulo
excitante que activa las motoneuronas causantes del movimiento ocular
rdpido hacia el lado izquierdo y un estimulo excitante que activa a Fl.
Finalmente, la activacién de /1 desactiva ¥4 y asi cesa el movimiento
ocular rdpido hacia el lado izquierdo, y de nuevo es activada #2, con
1o que se repite el ciclo hasta que aparezca la sehal de apagar. Las
ecuaciones diferenciales que gobiernan el funcionamiento de este cir-
cuito se dan a continuacidén con la convencidn de que los subindices I
se refieren a /1, los subindices 2 a /2, etc.; x e y denotardn los fac-
tores excitante e inhibidor, respectivamente, y Y1, Yz, Ya, Ya denotardn
las salidas de ¥1, N2, /3 y V4 respectivamente; ademds £ y 4 denota-
ran las sehales de encender y apagar, y @i v By (1 €7 < 4) denotardn
nimeros reales positivos, se tiene entonces:
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El circuito descrito puede servir tambiénde modeloparael circuito
automdtico que dirige el sistema motor en eltrazado de figuras planas.
Por ejemplo, para trazar un cuadrado o un rectdngulo, el circuito de
la figura 21 se conecta a los musculos del brazoderecho de tal manera
que, al activarse el componente V1, se da una orden a las motoneuronas
del brazo para trazar un segmento de recta en el sentido de ''izquierda
aderecha';alactivarse el componente 12, la orden resulta enunsegmen-
to de recta desde ''arriba hacia abajo''; al activarse 2\73, la orden re-
sulta en un segmento de recta en el sentido de "'derecha a izquierda',
y finalmente, al ser activado el componente ¥4, la orden resulta en el
trazo de un segmento de recta desde ""abajo hacia arriba'. De estemo-
do, es posible trazar un cuadrado o un rectdngulo en el pizarrén. Es
interesante notar que al trazar un rectdngulo, se hace un trazo inicial,

"

por ejemplo, de izquierda a derecha, luego, por un instante, uno se
detiene antes de proseguir con el trazado desde arriba hacia abajo; mis
atn, al trazar un dngulo recto, uno se detiene siempre por un instante
en el vértice. Este lapso durante el cual uno se detiene en el trazado
de un dngulo al llegar a su vértice, se puede interpretar como el tiem-
po necesario para desactivar la neurona que ordena continuar trazando
en la misma direccién, y esperar hasta que la neurona que ordena.co-
menzar el trazado en direccién perpendicular sea la (nica en estado
activado. Si uno trata de trazar un cuadrado sin detenerse, por lo me-
nos en los primeros intentos, los dngulos de los vértices son trazados
como arcos de circulo.

Para el trazado de un circulo, otro ejemplo de trazado de figuras
planas, el circuito de la figura 21 se acopla al sistema motor de ma-
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nera andloga que para el trazado del cuadrado, pero el trazado del
circulo se hace continuamente sin detenerse. Cada una de las neuro-
nas N1, N2, N3  y V4 del circuito de la figura 21 se mantienenactivadas
por mayor tiempo que en el caso anterior, y en cada instante por lo
menos dos de estas neuronas estdn en estado activado. Esto produce
el trazado de un arco continuo que se cierra sobre si mismo, lo cual

se transforma, con un poco de préctica, en el trazado de un circulo.
Ejercicios
1. En este ejercicio se estudiara la red de discriminacién psicofisica

D(m, %) como funcién de (5")" en #*. Para simplificar la notacién defina-
se

t:{0,1,... K} cH-Ww~
de modo que: i(l) = (1,0,0,...,0)

i(2) = (0,1,0,...,0)

tx) = (0,0 0,1

1(0) = (0,0 0,

Nétese que £(0),
rresponde al estado desactivado de todos los elementos de salida de la
red D(m, k).

por estar compuesto solamente de valores 0, co-

Demuestre que la red D(n,%) define en (F')* una relacién de equiva-
lencia que tiene las siguientes propiedades:

a) Para cadan € {0,1,2,...,4}, la imagen inversa de t(n), dada por
D(m,k)‘l(t (n)) = 4,  (F*)* define una clase de equivalencia.

b) Existe s6lo una clase de equivalencia que corresponde a una hiper-
superficie de (#")* de dimensién %-1, esta clase es exactamente 4g.

c) Sea (a,...,%) €4,. Por tanto si 0y estalqueqyzo; V1 <j< i,
entonces existe ,, con 1 # 1 y @y = 0,4 este elemento Q) no es nece-
sariamente Unico.

d) Las clases de equivalencias 4,, con n # 0, sontodas hipervolimenes
de (F")* de dimensién %.

e) Sea a € A, dado cualquier ¢ >0, se tiene que ¥V 1 s n < k: {B €
€ (R)* | lla - Bll <€} N4, # ¢, donde |la - 8| indicael médulo del vec-
tor a - B, es decir, la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
sus componentes.

2. Estudie los varios comportamiento del circuitode lafigura2ly cla-
sifiquelos de acuerdo con las salidas de los elementos M2 y M4, Note
que éste es un circuito autom&tico que oscila indefinidamente una vez
que se enciende, asi pues se pueden encontrar varios comportamientos
periédicos de M2 y M4,



Problema

Busque en las publicaciones especializadas datos experimentales
sobre el movimiento ocular rdpido durante el suefio profundo. Con
estos datos adapte los pardmetros del modelo [49] a la situacién
real y analice la adecuacién del modelo al prototipo en considera-
cién.

COMENTARIOS FINALES

Desde el punto de vista mecanistico, en neurofisiologia y en la in-
vestigacidn del funcionamiento cerebral, confrontamos el problema de
la existencia de una miquina capaz de comprender su propio funciona-
miento. El término ""comprender', claro estd, es un tanto vago. Sin
embargo, tomando el significado de este término en forma intuitiva, el
sentido comln parece indicar que el nivel de complejidad asociado con
la comprensién del funcionamiento de una maquina estd, dentro de una
escala de complejidad creciente, por lo menos un escalén sobre el ni-
vel de complejidad asociado con la capacidad de funcionamiento de esta
madquina. De modo que si tenemos una miquina 4;, se puede construir
una miquina 4, un tanto mis compleja que la méaquina 4;, de tal modo
que dentro de la capacidad de funcionamiento de 42 se incluya la com-
prensién del funcionamiento de 4,. Se puede construir luego una maqui-
na Az de tal modo que dentro de la capacidad de funcionamiento de esta
maquina se incluya la comprensién del funcionamiento de laméiquina 4s,
y asi sucesivamente se pueden construir las mdquinas 44, 4s, 4e, etc.
No es posible decir a priori si este proceso de complejidad creciente
es o no es finito. Por lo tanto, no es posible asegurar que existe un
nimeronatural n talque la maquina 4, (cuya capacidad de funcionamiento
incluya la comprensiéndelfuncionamiento de la maquina 4y ) sea réplica
exactade la miquina 4,3 . Dicho sea de paso, los lectores iniciados en
en los sistemas formales notardn una profunda semejanza entre lo an-
tes expuesto y el famoso teorema de Gddel.

Si el proceso descrito fuese realmente finito, entonces existiria la
posibilidad de que la miquina humana --suponiéndola en el mis alto
escalén de complejidad comparada con las demds méiquinas biolégicas--
llegase a comprender algin dia su propiofuncionamiento. Sin embargo,
aunque fuese inalcanzable el objetivo de llegar a comprender nuestro
propio funcionamiento, sigue en pie el reto de saber hasta dénde puede
suficientemente fascinante para justificar la investigacién en neurofi-
siologia.

llegar nuestro sistema nervioso a autocomprenderse. Este reto es lo

Antes de concluir este capitulo, consideremos brevemente la confia-
bilidad y la redundancia en el sistema nervioso. Se sabe que el mal fun-
cionamiento de un nimero pequeho de neuronas en nada afecta el com-
portamiento global del sistema nervioso. Aestosedebeque se conozca
el sistema nervioso como una méquina de alta confiabilidad integrada
por componentes que pueden ser poco confiables. Esta confiabilidad en
una red de componentes poco confiables se obtiene por redundancia: repi-
tiendo un cierto nimero de veces cada unode los componentes, con igual
funcién dentro de la red. El comportamientode la red no se basa en el
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comportamiento individual de los componentes, sino en el comporta-
miento de grupos de componentes de igual funcién. Enungrupode compo-
nentes de igual funcién, es raroque lamayoria de estos funcionenmalsi-
multdneamente; por lotanto, la red globales altamente confiable, a pesar
de que sus componentes no lo sean. Dada la alta confiabilidad con que
funciona el sistema nervioso, incluso cuando algunos componentes fun-
cionan mal, y dada la aparente redundancia de la funcién neural en el
sistema nervioso, es razonable suponer que este sistema deriva su
confiabilidad funcional de la redundancia funcional.



ORGANISMOS

En este capitulo se considerardnorganismos vivos; sin embargo, tal
concepto no serd definido ni formal ni heur{sticamente. Por curioso
que parezca, el organismo vivo, que es un ente real y palpable, no se
presta a una abstraccién de sus propiedades bdsicas que eventualmente
pueda llevar a una definicién formal., Todo esfuerzo por caracterizar,
abstraer, definir o formalizar un organismovivoha concluido en un ro-
tundo fracaso. Esto se debe al simplehecho de que, hasta el momento,
ha sido imposible definir el concepto de vida. Como consecuencia, la linea
que separa al organismo vivo delno vivo es bastante difusa, por lo que
no se puede decir con absoluta precisién cudndo un organismo deja de
estar vivo. Necesariamente se llega mds de una vez al problema me-
tabiolégico (ya descrito respecto al estudio de la neurofisiologia) de
preguntarse sobre la posibilidad o imposibilidad de un organismo vivo
para comprender el mecanismo que le da vida. Entonces se dejard sin
definir el concepto de organismo vivo y se aceptard el hecho que todo
estudio relativo a organismos vivos debe basarse por necesidad en el
concepto intuitivo de vida.

En general se acepta que la unidad fundamental de vida es la célu-
la. Esquemiticamente, la célula se compone de una membrana celular
que envuelve el protoplasma, el cualconsiste de uno o méds nicleos su-
mergidos en el citoplasma, Los organismosvivos son aglomeraciones
de células, las cuales funcionan coordinadamente y dan al organismo
sus caracteristicas de tal; existen ademds organismos vivos unicelula-
res. En el mismo sentido, debe hacerse notar que estos animales uni-
celulares funcionan de un modo andlogo al animal multicelular. Asf,
por ejemplo, en el paramecio, que es un animal unicelular, se pueden
identificar en su dnica célula érganos andlogos a los que, en animales
superiores, se componen de varias células. Por esto seria un error
comparar animales unicelulares con células aisladas de animales mul-
ticelulares. Es la organizacién celular, ya sea en una célula o en un
aglomerado de ellas que funcionancoordinadamente, la que da realmen-
te las caracteristicas al animal. Entonces nos enfrentamos de nuevo
con la profunda realidad de la organizacién de componentes que forman
un todo o ente que seencuentra, en laescala jerdrquicade complejidad
y funcién biolégica, por lo menos un escalén més alto que sus propios
componentes. Expresando lo anterior con palabras m&s simples, se
puede decir que la funcién de un todo en general no puede deducirse del
comportamiento de sus partes aisladas. Esta idea se pondrd en clara
evidencia al estudiar, méds adelante, los detalles del fen6meno de una
formacién celular homogénea (es decir, células idénticas), en la cual
la interaccién entre las células da origen a un sistema no homogéneo
que presenta una clara diferenciacién. Un ejemplo cldsico de este fe-
némenoes el desarrollo embrionario: el embrién, una célula poco dife-
renciada, daorigen a una formacién multicelular altamente diferenciada;
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esto claramente indica, por un lado, una mayor organizacidén, y por
otro, un aumento de orden. Este hecho del desarrollo embrionario es
bastante curioso, sobre todo porque parece contradecir la segunda ley
fundamental de la termodindmicarespecto a sistemas cerrados, la cual
dice que la evolucién natural de un sistema cerrado consiste en la dis-
minucién de su complejidad y su orden. Esta contradiccién es aparen-
te ya que la segunda ley de la termodindmica no puede ser aplicada a un
embridén porque éste no es un sistema cerrado sino, al contrario, el
embrién estd en constante interaccién con el medio que lo rodea., Tan-
to es asi que el desarrollo de un Svulo fertilizado en la especie mami-
fera no se produce, a menos que las condiciones fisicoquimicas en el
dtero de la hembra sean las adecuadas. Este hecho, por cierto, cons-
tituye la base de las précticas para evitar la implantacién del évulo fe-
cundizado en el dtero humano, al crearse artificialmente condiciones
fisicoquimicas adversas a esta implantacién por medio de los tan po-
pulares dispositivos intrauterinos.

Se estudiard ahoraun sistema celular homogéneo que puede dar ori-
gen, por ejemplo, a tres grupos celulares diferentes que podrian deno-
minarse cabeza, tronco y extremidades. Ladiferenciacién del sistema
celular homogéneo se manifiesta mediante la generacidn de estos tres
grupos celulares diferentes. Parailustraresto, se debe construir pri-
mero un modelo matemdtico de la célula, con el cual sea posible ca-
racterizar la aglomeracibéncelular y la diferenciacién celular. Asi, se
definir4 la entidad célula como un ente matemadtico que puede ser des-
crito por un estado e. Este estado ¢ se puede identificar, por ejemplo,
con la concentracién de una sustancia quimica llamada "morfdgeno' en
la célula. Supongamos que la célularecibe delmedio en que se encuen-
tra un cierto flujo constante ¥ de morfégeno y que é&ste tiene una tasa
de salida de la célula que depende de su concentracién interna en ésta.
Si expresamos lo expuesto en una ecuacién diferencial, se tiene:

2= qo+M; o, HER [50]
Los puntos criticos de este sistema se obtienen, como se dijo ya, cal-
culando aquel o aquellos g, que anulan %—%; asi se tiene en este caso un

dnico punto critico en gg = /.//(1, el cual es un punto de equilibrio esta-
ble.

Considérese, ahora, unsistema compuesto de dos células idénticas,
una de ellas con una concentracidén x de morfégeno y la otra con una
concentracién y de morfégeno, Las ecuaciones diferenciales que rigen
las variables de estado x e y son:

%%: -ax + M

(51
W - )
72 ay + M

Este sistema tiene, como era de esperar, un Gnico punto critico en
(Xo,Yo) = (M/u, M/a), el cuales asimismo un punto de equilibrio estable,
Como puede observarse, se trata de un sistema celular perfectamente



homogéneo de células idénticas. Sin embargo, al conectarse las célu-
las entre si, la homogeneidad se pierde de inmediato. En efecto, su-
péngase que el paso de morfégeno de una a otra célula depende de la
diferencia de concentracién de morfégeno en estas células, multiplica-
da por una constante D. Formalmente esto se expresa por:

g—f = —qx +D(a-y) + i
v -
a6 ay + D(y-x) + ¥ [52]

Por ser éste un sistema lineal, sélo hay un punto critico, que se obtie-
ne del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

-ax + Dix-y)+ M = 0
~oy +Dy-x) +M = 0 53]

Este punto critico es nuevamente (X,,Yo) = (M/c., M/a); asi tenemos que
la interaccidn entre las células no cambia la posicién del punto critico;
pero, como se verd, las caracteristicas de equilibrio de éste pueden
cambiar, pues dependen de los autovalores de la matriz

D-a -D
I =
-D D-a
del sistema [52].
Estos autovalores )\, = -a, = 2D - a son reales y diferentes. De-

bido a que el autovalor A, es negativo, el punto critico (x,,Yo) puede ser
un nodo estable cuando X, es negativo, o bien un punto de ensilladura
cuando ), es positivo, Nétese que para el caso )\, = 0 setiene el de-
terminante de I nulo; por lo tanto, los puntos criticos no estdn aisla-
dos.

En el caso de autovalores de igual signo, el punto critico (x,, o) es
estable y toda trayectoria del sistema tiende a dicho punto. De modo
que cuando D es pequefio en comparacién con a(20 < a), el estado final
del sistema es homogéneo, con igual cantidad de morfégeno en cada
una de las dos células,

El caso de autovalores de signos opuestos y el caso de un autovalor
nulo presentan algunas caracteristicas similares. En ambos casos,
las trayectorias, aexcepcién de5de ellas a lo sumo, cortan uno de los
ejes del sistema de coordenadas y salen del primer cuadrante. Debido
a que no se puede admitir una célula con cantidad negativa de morfége-
no, se debe analizar en detalle lo que sucede cuando una trayectoria
intercepta uno de los ejes de coordenadas. En esta situacién se tiene
una célula carente de morfégeno, y la dindmica del sistema requiere
que méds morfégeno del que entra en lacéluladebe salir de ésta, lo cual
no es posible. Se debe definir entonces una nueva dindmica, imponien-
do la restriccién que una célula carente de morfégeno debe transferir
a otra vecina la totalidad del morfégeno que recibe, con lo que se mo-
difica el sistema [52] como sigue:
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Se tienen entonces tres estados finales posibles, a saber: (#/qa, M/a),
(2M/a,0) y (0,2M/a), Los dos Gltimos de estos son diferenciados y al-
canzados por el sistema a partir de su estado de equilibrio homogéneo
(M/a, ¥/a) por medio de cualquier perturbacidén, por pequefia que sea.

M4és interesante ain es el conjunto de situaciones generadas por un
agregado celular compuesto de tres grupos de células (g, g,y gs) en
configuracién vertical,de modo que el grupo celular g, interactte con los
grupos celulares g, y g;. Suponiendo que estos tres grupos celulares
son inicialmente idénticos y homogéneos, pero con diferente cantidad
inicial de morfégeno en cadauno de ellos (estos grupos reciben del me-
dio en que se encuentran igual flujo constante // de morfégeno), se deri-
van entonces las siguientes ecuaciones diferenciales para este sistema,
en el entendido de que la cantidad de morfdgeno en los grupos celulares
g1,02 Y @3 se representa por X, y y z, respectivamente:

dx _ _

- ax + D(x-y) + M

g% = -0y +Dy-x)+Dy-2)+ M

dz

== = -cz +D(z-y)+ M

dt [54]

Este sistema sdlo es vdlido para x(t),y(t) y z(¢) positivos y debe
redefinirse en los casos en que las trayectorias encuentran uno de los
ejes de coordenadas, siguiendo un raciocinio andlogo al aplicado en la
situacidén de dos células. Esta redefinicién queda a cargo del lector.
El andlisis que se detalla a continuacién considera x(t),y(t) y z(t) po-
sitivos. La matriz del sistema [54]es:



cuyo autovalores son:
N = 3D -a
)‘2 =D-a
)\3 = -

Asi, después de algunos cdlculos algebraicos, el sistema [54] puede
integrarse y resulta en:

x(8) = 3A1exp{—ai}+%/42exp{@ - )t} + 24y exp (3D - a)t} + Mo
y(t) = 341exp{-at} - Adzexp{(3D -o)t} + M/a

z(t) = 34, ex‘p[—at} -—;Agexp{(ﬂ -t} +%Agexp{(3D - o)t} +M/(1

Ay = x(0) +y(0) + 2(0)
Ay = x(0) - y(0)
Az = x(0) - 2y(0) + z(0)

Como elautovalor A; es siempre negativo, se puede tomar D lo sufi-
cientemente grande (D mayor que CL/S), y el punto critico (M/a,M/c,,M/a)
se vuelve inestable, ya que )\, seria en este caso positivo. Analizando
la situacidén con mdés detalle, se tiene que el término con exp(-at) se
puede despreciar. Asi, si 4, es positivo, elvalorde y(t) eventualmente
se anula y el grupo celular central se vacia, y el morfégeno que le lle-
ga se reparte entre los grupos celulares extremos (en el momento en
que g, se vacia estos grupos contienen cantidades diferentes de morfé-
geno), lo que resulta en una configuracién no homogénea en alto grado.
Nétese que si los grupos celulares comienzan el proceso inicialmente
con igual cantidad de morfégeno, tanto 4, como 4; son nulos y la con-
figuracién final seria (M/a, M/, M/a) y por tanto homogénea. En reali-
dad, la dindmica del sistema [54] tiende a aumentar en forma drdstica
las no homogeneidades iniciales, por pequefias que sean; sin embargo
las nohomogeneidadesiniciales no se conservan niaumentan de manera
exacta. Porejemplo, como se dijo ya, A5 positivoresultade x(0) < y(0) <
< 2(0), loque dauna configuracidn final donde en ¢, se tiene mds morfs-
geno que en g,. Los varios casos posibles se desarrollardn acontinua-
cién en uno de los problemas propuestos.

Ejercicios

1. Muestre que €, = //a, es un punto de equilibrio estable del sistema
[50] y dibuje luego el espacio de fase de este sistema.

2. Muestre que (X, Y,) = (M/a, M/a) es el Gnico punto critico de [52] y
dibuje el espacio de fase del sistema.
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3. Verifique que los autovaloresde 7 sonrealmente \; = -ay Ay = 2D - Q
y halle luego los correspondientes autovectores.

4. Estudie los posibles estados finales del sistema [52] y las condi-
ciones bajo las cuales se puede garantizar un estado final diferenciado.

5. Estudie, en forma andloga a la utilizada en el texto, un sistema de
tres células o grupos celulares (g, ¢, ¥ ¢s), donde las tres células in-
teractdan entre si en una configuracién circular. Plantee las ecuacio-
nes diferenciales del sistema, analice los posibles estados finales, y
halle las condiciones necesarias para obtener una configuracién final
diferenciada.

6. Plantee explicitamente las ecuaciones diferenciales para el caso de
tres células en configuracién vertical cuando una de ellas se vacia de
morfégeno.

7. Verifique que los autovalores de v son realmente X, = 3D - a, Ay =
=D - ay Ag = -a. Halle los autovectores correspondientes e integre el
sistema [54]. Verifique que las soluciones del sistema son las mismas

dadas en el texto.

8. Estudie el caso de tres células en configuracidn vertical, o sea el
sistema [54], para los casos siguientes:

i) Ay <0
i)dg = 0, A2>0, 43> 0
ili)4g = 0, A <0

0, A>0, 45<0

<
RS
@

i

Verifique que estos casos, ademds de la situacidén 4, > 0 descrita
en el texto, abarcan los casos posibles.

Problema de Investigacién

El presente problema trata de un grupo celular X inicialmente poco
diferenciado que después de pasar por varios estados de mayor o menor
diferenciacién, puede alcanzar un estado final diferenciado. Vale la
pena hacer una analogia conel proceso de divisién celular oincluso con
eldesarrollo embrionario. Como se sabe, la célula, antes de dividirse,
pasa por una serie de estados biendefinidos. Serfa puesde gran interés
hacer un paralelo entre ladivisiéncelular y el proceso cuyo desarrollo
se describe a continuacién, tratando de llevar esta analogia lo més
préxima posible de un modelo de divisién celular, EIl estudio que se
propone estd basado en el comportamiento del agregado celular X, el
cual consiste en un conjunto de células; sin embargo, para el modelo
de diferenciacién celular, el agregado X se puede considerar como una
sola célula compuesta de varios sistemas subcelulares,

Sea entonces K un conjuntode n células, X = {1, ¢5,..., Cy}, que su-
pondremos de configuracién anular, de modo que ¢ interactde con



Cyy ¥ Cysy, Para 1< i <n, conlasalvedadquec, =c¢,y Cpn = C;, €5 de-
cir, ¢, debe interactuar con ¢, y ¢,, vy ¢, debe interactuar con ¢,y ¢c,_1.
Por ser x, la cantidad de morfégeno en ¢, se tiene entonces el siguien-
te sistema dindmico:

ax,
at

= -axy T D00 - X)) T (e - X)) T, [55]

donde 1 < { < n, con lo que resulta nuevamente xo = X, ¥ Xp1 = X;-

El problema consiste en analizar el comportamiento de este siste-
ma dindmico [55] respecto a diversos valores de a, D y M. Para ello se
debe encontrar primerolos autovalores de la matriz asociada al siste-
ma [55], para luego encontrar los autovectores de esta matriz. Tras
esto, se integra el sistema [55] expresadoenejes principales y se ob-
tienen las soluciones de [55] por medio de un cambio de coordenadas,
Una vez obtenidas estas soluciones, se puedenestudiar los posibles es-
tados finales de X en funcién de los pardmetros o, Dy M, en forma ané-
loga a la que fue presentada en el texto y en el ejercicio 8.

Una vez hecho este estudio, se puede dar un nuevo enfoque al pro-
blema, asociando, para cada configuracidn de K, las células ¢),...,c,
con ndmeros del conjunto ordenado [1,2, 3,... ,n} de acuerdo con la
cantidad de morfégeno contenido en cada una de estas células. Asi se
asocian con el nimero 1, la célula o células que contengan la menor
cantidad de morfégeno; se asocian conelndmero 2, las células que con-
tengan la menor cantidad de morfégeno entre las células no asociadas
con el nGdmero 1, y asi sucesivamente. Se tiene entonces que todos los
estados, ya sean estos iniciales, intermediarios o finales, por los cua-
les el agregado celular X pueda pasar, se reducen, mediante el proce-
dimiento anterior, a un nimero finito de estados, cada uno asociado a
un elemento de conjunto J, de distribuciones anulares de n ndmeros del
conjunto {1,... ,n}, permitiéndose repeticiones. Puesto que la posi-
cién espacial del agregado celular K es irrelevante, hay que considerar
las rotaciones y las reflexiones de una cierta distribucién anular en D
como si estuvieran asociadas sélo a un estado de X, Esta restriccidn
debe ser formalizada por medio de unarelacién de equivalencia & sobre
el conjunto D,, y luego debe calcularse, mediante algunos artificios de
la combinatoria, una férmula que dé (en funcidén de n) el nimero de ele-
mentos en el conjunto cocienteD,/8, lo cual finalmente indica el ndmero
de posibles configuraciones distintas delagregadocelular K. Sea enton-
ces el tamafio de D,/6 igual a %, conD,/8 = {d,dsy.., d.}; el sistema
dindmico [ 55] define para cada dy € Dy (configuraciéninicial de X)una su-
cesién S(dy) = dy,dy,, ... de estados intermediarios, através delos cua-
les sedesarrolla el agregado celular X. Nétese que esta sucesién S(dy)
estd compuesta de elementos de D,/8. Cabe preguntarse ahora:

i) ¢En qué situaciones lasucesioénS(d,) es finita? o sea, ;se ga-
rantiza un estado final del agregado X?

ii) ;En qué situacioneses periédicaesta sucesidn S(d,), repitién-
dose constantemente, a partir de un dlk , una subsucesién de
S(dy)?

iii) ¢Puede la sucesidn S(d;) ser infinita sin ser periddica?
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Es importante destacar que la tercera pregunta corres ponde exac-
tamente a uno de los grandes problemas pendientes de solucién en dlge~
bra no conmutativa, llamado ""Problema de Burnside'', por haber sido
propuesto, en 1902, por W. Burnside. Es un hecho sumamente curioso
que el andlisis de un modelo de diferenciacién celular nos lleve a con-
frontar uno de los problemas no resueltos en matemadtica pura.

Para finalizar el anédlisis de la configuracién anular de células, es
imperativo discutir el significado de las tres preguntas planteadas den-
tro del contexto de diferenciacién celular y enespecialel significado de
la tercera pregunta.



UNA INTRODUCCION A SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

A continuacién se considerard el sistema dindmico plano que estd
regido por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dx
gt - X oy

@1 X + Azl 5 (56]

Q.I 4
SN
i

donde @, 05, 21, 02e € -

El objeto de este estudio es encontrarlas funciones x(t) e y(t), que
dependen cada una de un pardmetro real, tales que satisfagan el siste-
ma [56] de ecuaciones diferenciales. Este sistema dindmico plano [56]
se puede expresar en coordenadas cartesianas ortogonales x ey como

sigue:
a1 Q12
7= (ny), 4 = i [57]

(21 OG22
el sistema [56] se escribe sucintamente:

ar R [58
T ]

La matriz 4 es un homomorfismo del plano cartesiano F en s{ mis-
mo, expresado en la base canénica (1,0)y (0,1). Los puntos criticos
de [56] constituyen el nicleo de 4, es decir, el conjunto T de puntos
criticos de [56] es:

T = Kerd = (FeElar) = 0) 591

El ndcleo de 4 puede tener dimensién 0,1 6 2, lo cual da para cada
uno de estos casos espacios de fase (o espacios de soluciones) de [56]
radicalmente diferentes; debido a esto, se analizard&n en detalle cada
uno de ellos.

a) Si Ker 4 = £, todos los puntos del sistema dindmico [56] serédn
criticos, mds aln setiene gy, = 013 = Gz = G = 0. Por lo tanto, en es-
te caso el sistema dindmico [56] es trivial, con

x(t) = x(0)
y(t) = y(0) teo]

=
b) El otro caso extremo ocurre cuando Ker 4 = {0], o sea, cuan-
do A es un endomorfismo de F. En este caso, el dnico punto critico
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del sistema dindmico[56]esel origen (0,0). Comola matriz de A no es
singular, ninguno de sus autovalores es nulo,

Se pueden dar dos situaciones bdsicamente distintas: una en que
existe por lo menos un autovector de 4 y otra en que no existen autovec-
tores de 4. Para delinear estas situaciones se debe considerar la ecua-
cién caracteristica de 4:

det (A -AI) = O [61]
o sea
A -Ih+ 4] =0 [62)
donde T = g, + an, es la traza de 4y lAl = Q93025 - Qq50z, €S sudetermi-
nante. El discriminante d de la ecuacidn [62] es
d = I% - 4|4)= (@, - 02)° + 401,04 [63]

Se puede ver fdcilmente, entonces, que si d > 0, eloperador 4 tiene por
lo :menos un autovector; de otro modo, sid< O, el operador A no tiene
autovectores.

b-1) Sid> 0, los autovalores de A son:

A = ST+ /)

1
2
de = %(I—/?i) [64]

Nétese que L, no es necesariamente diferente de A,. Se tiene que:
(A - MNINA - X)) = O [65]
Las proyecciones
P, o= (4 - X1)
Py = (4-0D [66]
son ambas singulares, ya que:
\Pll = lpzl =0
dado que tanto \; como ), sonraices dela ecuacién caracteristica [61].

Si uno de estos operadores (P, o P,) fuese idénticamente nulo (i. e.,
su nicleo abarca todo el espacio %), se tendria P, =P, =00, =), v la
matriz de 4 estaria ya en su forma diagonal. Este caso serd conside-
rado més adelante; por elmomento, supdngase que ni P, ni P, son nulos,
Asf se tiene que tanto P,(F) como P, (F) son subespaciosde dimensién 1
del plano Z; esto quiere decir que son rectas que pasan por el origen,
Estos subespacios P (F) y FP;(F) son los ejes principales de 4. N§-
tese que estos espacios podrian coincidir y dar origen a sélo un eje



principal. La coincidencia de los ejes principales depende de los auto-
valores de 4.

b-1-i) Si A\, # \,, se tienen dos ejes principales no coincidentes:
Vi = {(6,y) €E2a1,x = (ay - Gup - 2/d)y}
Vo = {,y) €F[Rapx = (ay - as +2/@y) [67]

Sean v, €V, y v, € V/,, entonces setiene queel sistema [56], expre-
sado en ejes principales, toma la simple forma siguiente:

dv,

g =
dv,
—2 = )\
3z 2va [68]
cuyas soluciones son:
Wt
vi(t) = v, (0)*
X
() = vy(0)e [69]

El espacio de fase de [ 56] depende ahora del signo de los autovalo-
res de 4, a saber:

b-1-i. 1) Si ambos autovalores A, y %, son de igual signo; o ambas va-
riables v, () y vy(t) tienden hacia infinito (X;,X; > 0), cuando ¢ tiende
hacia infinito; o ambas variables v,(t) vy v,(t) tienden haciacero (A, Xz<
< 0), cuando ¢t tiende hacia infinito, en este caso, el origen es llamado
nodo: nodo estable si \;A; < 0 y nodo inestable si A, A, > 0. En la fi-
gura 22 a)se ilustraun nodoestable; el espacio de fase para el caso de
nodo inestable se obtiene del anterior invirtiendo el sentido de las tra-
yectorias.

b-1-i.2) Si los autovalores de la matriz 4 tienen signos distintos, en-
tonces una de las variables v,(¢) o vy(t)tiende hacia cero y la otra va-
riable tiende hacia infinito cuando t tiende haciainfinito. Este caso, en
en que el origen es denominado punto de ensilladura, se ilustra en la
figura 22 b)para los autovalores de A: )\, > 0 y A, < 0, Para obtener el
espacio de fase, donde ), < 0y A, > 0, basta invertir el sentido de las
trayectorias en la ilustracién 22 b).

b-1-ii) Cuando los autovalores de 4 son iguales:
M o= Ay o= A L70]

PE) = (4 - \I)E)# (0} (713

entonces se tiene sélo un eje principal ¥ dado por P(Z), (la matrizde 4
en su forma de Jordan no es diagonal), o sea
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v o= {(x,y) €E|2a12x = (o1 - 0zx)V}

para este eje se tiene:

v _
dt [72]

Sea ahora U el eje ortogonal a I/:

U = [wyg) € Z|@m - anlw - Baeyl

existen en R, ay B no nulos a ser determinados, tales que B y \ ten-
gan el mismo signo y de modo que se tenga:

a

dt

En este sistema de ejes Uy V, las soluciones de [56] se obtienen
por integracién directa de [72] y [73] y resulta:

= av + Bu [73]

v(¢) = v(0)e"
w(t) = w(0) +4<;u—(0)1 P (i—-—u_(oge“ , siA#8B
w(t) = @(0) +u(0)te, si X = 8 [74]

Para A < 0, las trayectorias [56] seaproximanalorigen, con ¢ que
tiende a infinito, siendo en el origen tangentes al eje I/, como se ilus-
traenlafigura 22 c). Para) > 0, el espacio de soluciones de [56] se
obtiene invirtiendo el sentido de estas soluciones en la ilustracién22 c).
En este caso, el origen se denomina nodo degenerado, estable o inesta-
ble, segin sea la direccién de las trayectorias.

b-1-iii) El Gltimo caso de autovalores reales de A que adn falta por ser
considerado es aquel donde P, = P, = 0. En esta situacién se tiene ), =
= Ay = A, y se obtiene ademds:

3l

A = A-ADF =0, 7 Fer 1757

por lo tanto:
A = M £76]
de modo que la matriz 4 estd ya en su forma diagonal con:
G = G = 0, Q11 = G = A {77}
El sistema [56] se reduce entonces a:

ax _
at = X
dy _

& =M (78]



cuyas soluciones son:

x(t) = x(0)

y(0)et [79]

«
o+
1}

El espacio de fase de este sistema [78] seilustra en la figura 22-d
para el autovalor ) negativo. Nuevamente se debe indicar que el caso

A\ positivo se obtiene del anterior invirtiendo el sentido de las trayecto-
rias. En esta situacidén, el origen se denomina nodo singular, estable
o inestable segin sea el signo del autovalor \.

b-2) Cuando el discriminante d de la ecuacidén caracteristica (62]
de A es 1

de los ni@meros reales R no es algebraicamente cerrado y 4 es un ope-
rador del espacio vectorial real ¥ en si mismo. Por esta misma razdn
el operador 4 no tiene autovalores, pues nimeros complejos no pueden
ser autovalores de 4. De modo que, fuera de E,{ﬁ], no existe ningin
subespacio de Z invariante bajo 4, o de modo equivalente el polinomio
caracteristico de 4 es irreducible en R. Se puede probar mediante cal-
culos algebraicos un tanto complicados que lamatriz 4 equivale a la si-

negativo, el operador 4 no tiene autovectores, va gue e
eg , el ope A iene autovectores, ya que e
.

guiente matriz real:
T /-a
B = >
-/-d T (80]

donde, como se indicé anteriormente, I' es la trazade Ay d es el dis-
criminante de la ecuacién caracteristicade 4. Nétese que A y B tienen,
como era de esperarse, igual traza, determinante y ecuacidén caracte-
ristica. En este caso, esta dltima coincide con el polinomio minimal
de A.

Esta matriz B define un nuevo sistema de ejes coordenados U y U,
cuya localizacidén en el espacio de las soluciones de [56] es, como se
verd més adelante, prdcticamenteirrelevante. Con estas nuevas coor-
denadas Uy V, el sistemna [56] se transforma en:

X _omy-/aw

dt

dv

dt=/-_du+TU [81]

Lo cual, con coordenadas polares

u = r seng

v = rcosg [82]
se reduce a:

ar

‘E = Ir

ag

3 = /4 [83)

con soluciones:
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) N

a) b)

d)

©)

Fig. 22. Espacio de fase de un sistema dindmico lineal plano,
con punto critico aislado y autovalores reales no nulos.

y
y

B

a) b)

Espacio de fase de un sistema dindmico lineal plano,

Fig. 23.
con punto critico aislado que no tiene autovectores.

o(t) = @(0) -t /~d [84]

Estas soluciones [84] del sistema[56]dependen de si I es o no nu-

lo, y asi se tienen dos situaciones:

b-2-i) Cuando I =0, la coordenadar(t) es constante, y las soluciones
[84] son circulos concéntricos con centro en el origen y radio r(0); el



sentido de estos circulos depende delsigno que se le dio a /-d. En este
caso, ilustrado en la figura 23a), el origen se denomina centro.

b-2-ii) Si T # 0, r(t) crececon T > 0, o tiende a cero con I < 0, cuan-
do t tiende a infinito. ILas soluciones son espirales cuyo sentido deter-
mina el signo de /-d. En este caso, elorigen es un foco, estable para
I <0 e inestable para T > 0, Enlafigura 23 b) se presenta un ejemplo
de foco estable.

=
c) El dltimo caso que falta considerar es el de {0} # Ker 4 # £. En
esta situacién, Ker A tiene dimensién uno y por lo tanto es una recta
en el plano F| la cual estd determinada por la ecuacidn

anx +ay = 0 [85]
o equivalente, ya que |4| = 0 por la ecuacién
QX + Ay = O [86]

Considérese ahora Im 4 = {A(?)|; €E}; este subespacio de £, que
denominaremos V, tiene dimensién uno y se representa por

V.= {0y € Elagx = any) [87]
Sea U el subespacio de Z, ortogonal a V/, es decir
U = {(x,y) €Elopyx = - any}l (88]

En coordenadas

[}

u @1 X + Aol
D= @pX - Gy [89]

se tiene que el sistema [567] toma la forma siguiente:

d

ng = (011 + ag)U + (Any - Go)V

v - 9

dt [90]

Nétese que para este sistema, la recta de puntos criticos se repre-
senta por:

(@21 + 0 U + (@) - @)V = O [91]
lo cual, como debia esperarse, es la ecuacidn de la recta J = Ker 4.

En este caso las soluciones de [90] dependen de que la traza T de
la matriz 4 sea o no sea nula,

c-1) Si T# 0, se tienen entonces las soluciones siguientes:
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u(t) = u(0)e™ + =2 _12
() ) T
v(t) = v(0) £92]
L
Y iy / usL ) v
4 v \
/ . N\
»
/ \
! < \ X
A AN \
a) b)
Fig. 24. Espacio de fase de un sistema dindmico lineal plano,
con puntos eriticos no aislados.
68 B -
Esta situacién se muestra en la figura 24 a) para el caso de I'< 0;
elde T > 0 se obtiene invirtiendo el sentido de las trayectorias. Aqui,

L se denomina barrera,

signo de 7.

c-2) Cuando T = 0, se tiene que la recta [ coincide con el eje U.
este caso, las trayectorias se representan por

Nétese que si I'= 0,
positivo se ilustra en la figura 24 b).

u(t) =

v(t) =

que puede ser estable o inestable segln sea el

(@ - @12) V(0)E + u(0)

v(0)

entonces Qg

- a5 # 0.

En

(93]

La situaciénde ay - @)z
La situacién de a, - a,, nega-

tivo se obtiene de la anterior, invirtiendo elsentidode las trayectorias.
En este caso la recta [, se denomina barrera de inversion.



EPfLOGO

En el primer capitulo se menciond superficialmente la idea de las
estructuras matemadticas universales. Con toda intencién, esta idea no
fue desarrollada en el texto, ya que era preferible que el lector tuvie-
se una visidén global de la materia expuesta, para entonces poder pre-
sentar algunas nociones sobre los modelos universales, sin tener la
pretensién de hacer una exposicién en detalle.

En las tres 4reas generales expuestas en el texto, nos hemos en-
contrado cada vez con sistemas dindmicos planos y definidos por ecua-
ciones diferenciales lineales y auténomas. Para cada una de las 4reas
consideradas, estos sistemas tienen sus caracteristicas propias. Asf,
la ecuacién [19] no es analitica en el plano; la ecuacién [35] tiene un
término forzante externo y las variables son independientes; y final-
mente, en la ecuacidén [52], las variables estdn acopladas y existe un
término forzante externo comin a ambas variables.

La ecuacién [19] surge del estudio de la dindmica de poblaciones de
dos especies que comparten el mismo hébitat, y las variables de esta-
do son el ndmero de individuos de cada especie, La ecuacidén [35] sir-
ve de modelo para la neurona formal continua, y sus variables de esta-
do representan los factores excitante e inhibidor. La ecuacién [52] es
un modelo de dos células con transporte activo de morfégeno de una a
la otra. Este modelodescribe la cantidad de morfdgeno que instantinea-
mente se encuentra en cada célula, y lasvariables de estado represen-
tan, en este caso, la concentracién de morfdgeno en cada célula,

De este modo, una misma estructura matemdtica es definida por
variables o funciones que pueden representar elementos o pardmetros
observables tan distintos como son el nimero de individuos de ciertas
poblaciones, los factores excitante e inhibidor en una célula nerviosa,
o la concentracién de morfégeno en células en proceso de diferencia-
cién, M4s intrigante adn es el hecho de que en todos estos modelos,
los pardmetros ""observables'' no son las variables candnicas del sis-
tema en consideraci6n, Estas variables candnicas del sistema se ob-
tienen como combinacidn lineal de los pardmetros observables o varia-
bles definibles a priori. Es por esto dltimo que al tratar de formalizar
fenémenos biolégicos, no hay que cefirse estrictamente a los pardme-
tros bioldgicamente observables, ya queelsistema puede tener forma-
lizaciones méds simples expresadas en otro tipo de variables, como en
los ejemplos de los casos considerados en el texto.

Dejaremos estas ideas en este punto. No deseamos profundizar las
ideas de modelos universales y coordenadas candnicas, sino més bien
queremos dejar abiertos el andlisis y la discusién de esta materia co-
mo un reto intencional para el lector.
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Otro punto que deseamos tocar antes de concluir este trabajo es el
individualismo versus el cooperativismo en la ciencia moderna, En ge-
neral, en el estado actual en que se encuentra la ciencia moderna, el
conocimiento que posee un individuo aislado es infimo comparado con
su ignorancia. Salvo pequefias excepciones, los tiemposen que el hom-
bre de ciencia era capaz de producir individualmente conocimientos re-
levantes pertenecen ya al pasado. La ciencia estd dejando de ser una
empresa individual para convertirse, cada dia con mis {mpetu, en una
empresa cooperativa, donde el individualismo de varios cientificos
--cada uno de ellos cooperando y ofreciendo sucesivamente lo que los
demds ignoran-- se combina para engendrar, a través del grupo de in-
vestigacién como sucesor natural del hombre de ciencia aislado, los
nuevos conocimientos de verdadera relevancia. Mds adn, la investiga-
cién cientifica per se se estd alejando de sus compartimientos aisla-
cionistas para entrar en la investigacidn interdisciplinaria. Estos fe-
némenos de grupo de investigaciéne investigaciéninterdisciplinaria son
particularmente acentuados en biomatemdtica; por lotanto, el alumno
de ciencias que desee proseguir su carrera en biomatemdtica, debe-
r4 acostumbrar su manera de pensar a esta nueva realidad, para asi
adaptarse a la época en que comenzard su produccién cientifica.

A continuacién aparece una lista bibliogrédfica de trabajos citados y
de obras que se recomienda leer, sin mencidn especificamente de cuél
corresponde a cada 4drea. En el texto se ha evitado hacer llamadas bi-
bliogrificas para no interrumpir el flujo natural de la exposicién y por
considerar que en textos de introduccién tales artificios no se justifi-
can. Asimismo se citan, a continuacién de la bibliografia, las revis-
tas de investigacién en biomatemdtica y en matemdtica aplicada a la
biologia. Se aconseja al lector la lectura de tales publicaciones a fin
de familiarizarse con los temas actuales de investigacién en biomate-
madtica.
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