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INTEGRALES

Integral indefinida y primitivas de una funcién. Continuidad de la
integral indefinida. Técnicas de integracion: sustituciones diversas,
integracion por fracciones simples, integracion por partes.

Como ya veremos enm el Si vienTe capf‘ru:_o) La ope
racio’vl de inTegracion de unad Funeio% F(t) enTre a8
/

)/ b i r‘e.Pr‘estswfra, 61“:51Fl‘(zenrmssvrr&Jl eL grea b%o La
corva F(t> enTre A8 Y b.Esto % Pone as( -

b
JF(‘Q dt -~ in're&ral_ de F(t) eurre 3 b.
3

Iwre.%ral, indegi Nida

Su]oanemcs que € es una Funcion TaL gue sv ivme
8\"&. enTre “aéy‘bd exXITe Pard Todo “8'7 ﬁb‘ Per‘rq
hecionTesd aL  wiTervala [C_,al]. Si Tomamas a

CATa inTeqraL Como Funa{o:n de.“b", LLaménche S

4 " “ \ . .
esTa X (p&rd indicar %ue ahors es vanab:.e.) obTe
neémaes -

X
A(X)=jp(t) dt x & [e,d)
3

A(x) es una InTegraL inde finida de p(t).

Caca cada vatar de *@% va a haber una nTegraL



<P

inde(:inida distinTa. La diper“cncia_ enTre una inTc(cj@L
indeginida de (T) y orra sefs un VALOC CohdTanTe.

pt”imef Teorema EundamenTGL d=<‘3|., CaLCuLO :
Oea ¢ una Fuwoaa’m cuys :‘n-rearal. enTre “a'y"x’
existe para Toda 3’ )/“X" e [C,d] y sea A(x)
30 in'r%rar. indeginida entre ‘a’ v ‘X’ enTtonces,
La derivedd de H(x) en auanguier X é(c}d>
donde F Sea conTinud sers iéué"- 3 F(x)
O Sea:
X
A= [p@de  => AG)= F6
3 St c«X<d y f es
(Céxga) conTinud en X,

Continuidad de éim‘e%at, ‘!gdgginida

Sea ¢ una puncion cvy 3 im-earm, ontre 3’ y 'x”
existe para Todo 8y 'x’ & [c, d] )Y sea

A(x) = JXF(-C) dT . Entonces A(x) sers’ conTinua
para ngo % € |, cﬂ-

Es decir, si ta i nTegraL indepinids A(x) existe,

se@  ConTinua.



Y

Fonaidn PCIMITIVE: \Jeamos pfimero ta deginicion .
S F Cs Una FUne{OTn con dominio fD) La Funcio«ja
F, depinids con eL mismo dominia es una primi
Twe de ¢ siy sdo si F es derivable en D y su
derivada es ¢. Es decir:

F es primitiva de ¢ en Des VxED. Féx).zp(x)

Nota: i @ Tiene uLné pPRIMITIVA, Tiene inpiniTas

%e,_mg__g: Tamamos F:IQ—>lQ/ F‘(x>=4|x3

Ahara F{é‘a're; esa F s, dUSTamenTe_) ta derivada de

K“, loor' LO TaVlTOJ F-'<><>___)<.(' es uha PP:'miT:‘V&
de € (‘oorg’ue Ft&) = F(x)>.
Adema’s, Fi(&a're_ QJUC. Q)az,gfuier = der Tipo:

LF()Q = X3 + C \(&mde C es CUaL%uier CWSTan*rc.)

Tiene como defivada a F(x)
Coma VE'S, hay 1'mFimiTas Prim‘tTiva'a} und Fard
cada posibLe vator de C.

e / L3 ~
eLacion Con La nTegral indeginida
Seacion 9 haeginica

COWIO diC,e La de.‘:imia{o;; de. Pr‘s'w:in\fél} F'e.s

PrimiTiva de ¢ S derivada da .
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Poc e Teorems Fundam&a-r&, der calcuro Sabemas
%oe A(K) (in‘reér‘ﬂ(_, fndepm‘da de x )} aL derivarse
da F(x) por Lo TANTO A(x> es una primiTiva de
¢. Comg, adema's, para ceda vaor de & en

t4(x)==§j}%ﬁijU TEHQS uUna IQGk) dﬁﬁTmTa’ Lee

&amos 3 gue lqay Inpinitds  primiTivas.
M é& gb!}l___&__ EL s'mboro:
J e dx

Q sea gque 38barcs Todas (as posibres primiTivas
de £ EQI

ConsTante adiTiva, asi gue

rj F(x) dx = F(x) + C:w C, cvaLgquier

consTante
donde F(x) es uvna de Las primiTivas.

c\e,s,iana ma Prim‘u—riva 8eweraL de E.

STA3S Primi—rivas se clfperemcian por una

Eh‘TO{nC&‘SJ/ par &dmpz_o -.

jcosx dx = semx 4 C
—_—
si derivas esTo, Te de c<cos x

Ahocs vamos a ver JdisTinTos wmetodos para

cbTener PrimiTivas (a L8 obrencidn de ErmiTIVE'S
5e. Le LLAma imTe,éracidn)
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pem antes Vamos a8 ver dos Prapieclacles gfue. Vas &
hecesiTar :

D J[pedrged)dx = feeddx + [aydx
frimitiva de F.,.g primi:: de ¢ + CPrimit. de 8

9 /CF(">£’<= C)F(x)dx

—_—
pf’\'Wl'\T. de CF C. pf'l‘m'lT- de F

Tme___%acio:ﬂ_ inmediata: S; sabemos gue:
F'(x)= C(x) y nos Pfd&q cbTener Las primiTivas
de F(x) L@ soLocion es ’ F‘(x).—f—C"’

E,\'empf_o; Sabemos Qiue_ (xm>’= " ™!

U |
/m X" dx < Km-l—CJ

TaINTO!:
Y u§amdo L& propiedad 2) con Calr Yy E(YemX
=>Uxm-ldx=?lﬁxm+cg1 & B0

O'rro %em!m_o: Guswmos J[L’)){z-[- )51 ]dx.
U:uando eL % anTerior y g[ue. (,meyz'/)( :
/L3>'<2+ X" ]dx?%lujaizdx .|.j L dx
ﬁggsj/iFWiX.+- Qh%iﬁ-c
wn Ma-i

o ® = 5@ﬁs>il+-ﬂhx+c4:%6<+,¢HX~LCJ

) PO(" LO
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LnTe.qrac;o% oor  SUSTITUCION :
=0 f

Se vsa a re.éta de. La cadena. Como sabewmaos,

Q- F(g09) = Q9= £(5) 809
Con P (x)= F’Gg

O seq Qrue:
L/ F (66()) 6’(&) dx = F(%(x))_}_ C} —_— ‘{/:E")’ £E)
\/amos 3 vel 6‘—501405 %'cmpc.os : SE TR

vy B3 (3= ([l

T
k”‘ F(x) Sen (x)

D )L K12 g /e s e
o Nemwa—

F(x) = ~<os(x) 8()6.) ALTE LA CONSTaNTE & St b
Ahors s SXY es q(X) y podemos inTegrar

- _15__ {— Cos(xs)] L€ = (”'5" cos(x5> +C
Bdes vecipicar e resuLtado derivdndowo (per ta fe
8L6 de (a cadena>y Viendo %ue da Sc;n(xs).&" :
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—

%ra Usar iw'rearaciofa Por SUSTITUCION L6 condiciah es
que e ]nTe.érawdo sea deL Tipo “‘:(8@))8'@”,03@@
el produero de cbs fonaiones ;| una debe ser una
quncu?o;q compuesra Y Lta aTra, 3 derivada de La Fun
Cion inTerior.

preéumaré's porsiue’ S LLamad ‘\por‘ SUSTiITUCION ’ esSTe

meéTtodo ... Bueno, porgue hay uvna porma precrica

de imPLeVnM'aFLO C,aue es haciemdo (un cambic de

VariabLe, SUSTiTuyando 6@(} por 5 Y (8’@(}&?& Por'

Lo vemos en eL eéempao antTerior
) son (x) x4 dx = Jsen (T) ar.

Lt:-.xs = dT =3x%dx  —s dr . x%dx
\—-v--.—l 5

Tewqo esTo
eh eL nTe t‘éu«n:\c;:J
Lo deﬁped'o

O sed r"e,em]ouaza's Sen xs) por sew(z:) y
X1 d x por‘ O%E_ DaSPués in‘reérés :
Jo@ 8 - gl re =[x st e

Vorviendo a X ( 'L':xs)

OTro e empLo:
U 1

2
9J X% 2X dx s Usamos TeX>+5x
X34 Sx2 dT - (5x"+ 10 x) dx




o

Lo g)oe, Tenewmos en CGL fm'e.ér'amdo es (K‘H—ZX) olx .
Trato de doTemier eso en €L miembro derecha de dT
dr = 5 (x%2x)dX —=> dT . (x%2x)dx
7<>
Listo, cambiando de variasbLe en La inTegraL :
! dT _ _ S 2
) — G- L EnTJrC_FS_ ﬂm(x +5><) +C}
\_J';r )

T-= )<.5+5X2

Lnregracion por parTes:
En este caso e reqfando  Tambich debe ser produc
To de dos punciones | pero shors der Tipo: FIx) 869

pélﬂ:ﬂ iVlTE.éf"df‘ eSO S€& VB a8 uvsar La F%La de d.eru‘v@cici

det producTo: (F 8)’ _ ng ¥ Faz e F}(i:(FéB/”FS)
= | etygeax - JFege)ax - [ee gladx

& [ /FZx)gCK) Xz FCX)@(X)-jFCX)af(")d’“rC}
8!‘883"\ _
;aiﬁggfo e 1° Sumando

la comdicion  enTOMCES, ©% gue UNa de tos facTores
(F’Cx)} Tamaa pr‘im‘\T‘f\/a. Es c:lczc:ir“J C_iue Se Pue_,da
enconmrrar  F(X). EL orro pacrer sdo debers’ deriwrse.

Vamaes a ver GOGMFLOS:



o 0.

)jx@nx dx = X% fnx —/—’Z‘f-J-dXA—C-

N ° )

Ft")‘x 8CK)ZL@HX El,ealmos womo g’ a x° porgue
\l!/

" , se puede in-rcérdr. Si Tomd bamos
F ()"\) = %‘. 86)() =

a Ohx como F’ rno fbamos a pe
der ewcontrar F‘ Fa'eir..meﬂ're

_ﬁﬂwx—§f+c\

e

LI
X

=_>S}£n><—j_>id,><-|—c =
-

2

aje".x d.x

En este €850, TanTO e como X Tienen 'ln"reardaeg

ditectas. Qin emloaréo) en (a%9s COmO ECSTe o
biene et_%ir“ CoVm O F’ aL pacror gjue. aL iwreérarse
Se ‘aompl.ica" menos. Como &% aL :‘n'r%rdr‘sa %ue.cla

iéuat,, Per‘o X sube su expanenTe &-"aimos:

Pl = € = F)- €7
6@«) - X = 8’(&) = |

Je"x dx - x e~ _/GLXOLK + C =l)<.€,x— C.x.!_ C\

T /
R NTegration Eor‘ Lraccioncs SiwmpLEeS
— — ¥ — L)

14 /
ESTG me;rodo IVVE UniecameuTe Cuamdo eL I‘V\Teéralf}_
"
do e cociente de POLMOJm‘tcLS} ()] St?d} ona Funciofm
. 4
racohalL
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EL in-reérando sers  der ‘ripa F(C*) , con F )« 8
Pot,inOmiO‘S. é )
e O eL gqrado de F es moyor gue e de 8, se

debe epecruar (a division de 10S Fcu,inomi.os:
A~y TEesTo

E@ = 3(’()-% f—(ﬁ —~» YesuLTd, aL dividir que er
% (x) d ) g
8 ’) 6 5rado de. C es menor g’e:_ de_<c}.
Qr, CocienTe | sera un POLl‘ﬂOWI‘lO) Se inTegra
de pocma inme diaTa (Stmta de TeErminos x"")
Eiem@o : (para g,'ue fecverdes como Se d‘uidc).
o—

3
x® sk X OX$ O [ X+
J d.x —7&&:-& @ )(,(x.}.])___w Xz+ x X - |

X4
(esta —u» - X ?_w@—‘
: ~1)o(X+1 N T ) =X-1
De w2 divisidn resua: B e )’U'-—-—-—‘-? g6
2 C(x A
X o Xl 1 2 C(<)= |
X+ —~ X+

g (%)
I'nregrar esTO €5 FeaiL :

/K—l F L Nox - [x dx —/olx +/_%_dr

X+
U pars este Tetmine hago SusTiTUCIGN : T = X 4

ﬁ—x+ofn(x+a)+q

2

—
—

1

) En‘!‘or\c_es, eL TErmino gf@) se 1‘m—%ra de inme

diamo, pero r(X)  no (S&LVO en casos como €L de
A%

t‘wém) P“%UG‘ g,(ueda aira Fuma‘.‘o?: facondL .
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\/c'imos a vef  enTomees, <3r0e. Fodemoa de,scom’oone,r
(‘60/6(,0 o Suma de TErminos que Tendrsn (as s&'%utev_n

Tes pormes: L _ . | « _X Y coyas orimy
Tivas son: (%t 7 (<% e (<P &%)

§ %43 Ik v b (x+3) 9/(;135“0,»( } (m:|‘> (x+a)""

9] x%-a" AR _é__am'g (%)
9 / (x"flra"' O - zaz(n:il)(xﬂa‘)m" t s E:-')' (thfa‘)""*dx

@ ) Xdx et I (<2 &) F) /(ﬁ?)"“‘ ol =(m:.l)/z§< e

'ioﬂ_: A Todas Les FaLTél L8 Constamte aditiva C .

La cD se. ocoriene de Las Tablas de inTaamLes. E sta
drmuLa se apLica reiTersdss veces hosta Que ta inTe
gaz. det Se.&undo Término se feduce aL case C)

Scle paLte seber como descomn pover 40y an Sumas

de TErminos wmo esos  Se pranTesn 4 casos dis
TNTOS seaun L3S rarces de 8@).

D 8(&) Tiene raices reares Y Simpr_es (ho hay dos
raices iauauf:s) E.—V\ esTe (Caso (‘j(x_) SC F)uecle csq»{bir:

Q= an x4+ 8, Xy Ly 3, = 3, (XX ) (XY - (X %)
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donde X, Xz,.., X, Son L85 raices de 8(K)'>/ podemas
esaibir:lrfﬁﬁ: A,y Az .. 4 A«

6(><) X=X, X=Xz X=X p,

ara obrener Jql ; Az) A, oe eLiminan Los denomina
dofes @ esa ecuacion y Se evawvan dmbos miewm
bres en tas raices deé(x), de ahi se desp%am
Las A{_ , _— No hace paLva

E.Eempl.o: / X+l _dX o [ _Xt1  dx Vi e gad

de ib
X2 2 x(x—-?.) aL gg.ioaae :;%?r
— X+l _ Al Az X+|l= A -
= e LA g LS &> +1= X-2)4+A, X
g X (x-2) X X-2 '( >+ £

_ muL‘l‘t‘PLiCﬂth ambos wmiembros par ]
E.vatvande en Las Xp ! x(x-2) para elimivar e demomiviader

X=0 => |I=A () = LAI""/?—‘
XeZ => 2¢b < A, 2 =>[A, = 2/,

Ewvvonces:

[t v e ]dx/’ﬁz bnx g bngedye]

X-=-2

Usando La FarmuLd 9 de in-rearac.fo;a
O Sea, hawadas LasS AE: Se inTegrd cadd TeErmino

por  separado guedando vna soma de LogariTmos,
en esre casa.

2 6("') Tieve  (aices LaLes, at.éunas mdLTn'ths. (clas @)

mas raices iéua.LeSD,

SUPOn(SamOS que. X es raiz de Ccsrado m de.&(}c)



(m raices igualtes a KD.EM ese. ca850, e La descom
Posfc;dn en (aiees SimpLES deben ponerse Los s vien
TEes Te:r‘miﬂos:

AI + A

Az
(x-xy" t (x—x,‘j"" T (x= X))

faca obrtemer tas A; en esre caso se hace como
anTes, pero no SLCANEA Con EVALUA & Las raices,
hay gue evaLvar en GLguies OTTos VaLars de. X hasta
Tener TanTas ecuaciones como t'ncdém'rds.

Eiempro: | xZx+4 odx (x-1, raiz de grado 2)
U Bl

(X-q)z()('Z) “v ponemos 5@4} ya FaC‘TOdeclO
2 2
o[ X=Xe4 A 1 Az Az ] o (x-1)"(x-2)
[(x-a)"(x-z) (x-1 X~ ¥ X-Z ‘\mm;rip. por a(x.)
=> xExpa = A(XD) 4 Ay () (x-2) + A (x-1)
X=l =5 1% 144 . A, C1) => Vq.r‘iw

X2 - 2.1-2-}-‘\ = As(Z"\)‘L =.,‘>‘Fl3._.,6 %

x=o =D “="2A|+2A2+A5 —_— A2-= ‘1+2A‘-A5
\Ofro X C&J&L%Ui&‘d (con O es Fa’cu‘c.) 2 2
Envonces: i z

-4 -5
/&T‘S‘_’ = Jr'xé—?] d’jf ) oy 5 bafe-i)+ 6 @"("'Q@
FormuLas &) y b).

3] a(x\ Tiene raices compreids SimpLes
]5C§ pLefas y simptes.
MHab@', esitonces, &45(.&)’ aLgun pacror det Tipo:

2
X"+bx+C . For cada uno de esos pacrores, en
51 Tieme raices compLeiss, no se puede redocit Ms's
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‘piov @ dra’ eL TErmino:
LA d.e,SCQWIPOS\C"o” e. POVI : < bxrc
+ OX+

Vara \nTegrar ese Tipo de Te€rminos se hace Lo
siguienTe T se compLetan cuadradas en &L denominador

y Se usan Las pdrmulas 9 Y )
X+b><+c = (X+’O> (c bz) wy a* | a=c__{31_?-

tew-ando/'
radoa % = X ¥ _b_
2

POmemdo mc\o on FUHG,IOVI de. W |

j A, (- b/z)+ S du.a [u_ adu +(—.b_ﬁ,+ B,)/__L__

ﬂ]x"' 6!]

W=y a* J WP4a* 2 T
Fdrmos ‘e) fdrmua c)
Eiempro: /__fo_?:_ d x =/ X+2 dx
© -1 (<=0 (x* x40)
Se descompovie en: _Al A X+B2 _ X+2
a XEXHL () (xFx41)
=> A, (&2+X+I>+(Az_><+6,_>(x—|)_ = X4 2
X=l =3 A,((Z.H.H)-_E) => |A, = |

{X“-’-O = ﬂl—ba-l —7|Gz=-‘l
Q....-n —> Ajr24,-28,-1 —|a, .-_-—I!

VaLores CUGLGS%U iefa

j[-—-—+"<‘" ]d,x = ﬂn(x (>+(“)/X+J" tT dx

X&4 X4 (><+-l-)

(S, (x+42__>+5 —> h=Xpl ;8- E
!%(x I> [ _____.d,u, /u,+a du]
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= e =g (e ) a3 e e
o

2

Buena, o7, se comptica, pero con La préerica Te vas
8 acosSTumbrar.

ﬂé(x) Tiene raices compt.%gé y mdLripLes.
/ . . m
Q ses que habra T€rminos des Tipo: (K2+b>&+c>

por cada uno de eLLosS enm (La descomposicqu Se
pomdra’n LoS Teff‘minost

AX+ 3, ¥ A X+B5 ++ Am X + B
(x7=|-bx+c)"" (x% bx+c)™ X%ybx+C

Ew este caso eo procacl.‘mienTo es simiLafr aL decr

caso 3| SALO que acad Tends gue uUsar Tambich (as

£OrmuULAS d) y F)
TsbLs de inmegraces:

ExisTen TabLas donde ka)z UM monTdu de irregrales
ya ras/Ue,L'ras en Func:‘o:n de LOS )Oara’me'rr‘os (ge La
Funhcion . por eqempz,o/ La Fo’rmot_a d) fue Sacads
de wia TablLa de im-reéral,es.

Simpz,emen're, dada uvna punaiofa gue no pode_’s
(esoLver pof nhﬁuno de Los ea%0s anTeriores,
La buscc’is en L *rabt.a; r‘ecmpLaia's LOS VvALOres
de 1os para'mevros y LisTO.
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FJERCICIOS

l ] Demvestre gue

9 4| freyax] -

Como vimes en La pacTe Tedrica /F(x)dx='\7(x>+c

o

donde F(x) es Wwa Prim't'riva de F(x) yjloor Lo
Tanto: debe cumpiirse: F/(x) - F6

E nrron ) i3 Ly
ces ya esTa ; mira USando esro

4. [ ) Féqotx} j—;[‘:@ﬂ; "o - F@M oo

d_F6)- F ) » d c-o

9 /olF(x).—. () + C

dF(E) es e diferencial de a fumeidn F(<) y es,
[ e - £ dx ]

Entonces : /dF<><) - | fecy dx = ums primitiva de £y 4 €
Ls primitiva F(x) de £i) debe comptir:

)= £

por' LO Tavro, Tomando F(x}-_-. F(xj Tenemos und

Si MPL emenTe!
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PrimiTiva de F}(x) Orcas primiTIvas Pocln’a,w ser
C0<) + ; F(x) -2,3 , ere. Todas esas, derivadas,
dan F’(x>,

Asi goe v demosTtames siue:]dpcx)-; F‘(x>+c

95 Jfodx-FRr e => [faxrbyax- L Flaxibyic
cen a#0
La hinS'Tasis es Q}u& F(&) csS uUnd Pru‘miﬁ\fa de F(x),
0O s&: F}(x)-- F(x)

Te 0 es una pn
enemos QTUC demasTraC que = F(cvc+b) P

miTiva de F(Qx+b>_ Fa'c)u,, La derivamos y Vemas:

(—‘5 F(a-x+b)>/= .La_/.FZa-erb); ~ (ax+b)'. f(axtb)

Por re,ala de La cadena
= _5: Q. F(Q,K+-b> = F(a_x+b> > Listo

Nﬂé-‘- La Condicion A¥ O es nececsana ]Oar‘g,ue, st 4
fuera 0 => F(ax fb)z FCb) sef’a Una constante .

= JR b f) [4x = p(y x e

‘ ta PrimiTiva de “|” eg
y L& F‘o’rmuu’:\ det enuncidado ocon %, divi diemdo d(‘a);

de <erwir.

l_z_. Simpr,ipfg}oe, Las Siéuien'f‘es expresiones vsando pfa
Piedadea de (8 ivwearal, nde p;‘midaJ Supanenda gue F<)
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4
es“su(:ic)e,wrememe. derivabLe e c83da Caso.

D ) > () ax

Como sabemos de (a Teor(d3, el 2 Lo pademos sacar

de (8 ime,éral_ : 2-)-%;(X2F(,<)> d.x

Liamanda 460) = X*E0) > - (Pped)= d_g00) -6
Y’ enToncesS |
)24 (x e dox - ?—jg’éﬁ::f_-g(x)w
ComoO en eL %m@
=|2- X*e(x) ¢ c]

9] [ %Z’z(‘%‘m X (<) + g:@]dx

Coma VimaS  esTa inteqraL La 'oodemos coMVernv en s
. /
de Tres mw-earat.es (ver -reor\a> .

%—?;'-(—-2 (xf:@))cix .\-/xF’(x)aLx v j () ox
KesoLvemos de a wna:
* ) e (RF)Ax = d(xppa) 4

~ S
La primiTiva | como siempre, es uvid uncion

TaL gloe,deriv'aa‘al da c_gf_a-(xf?(x»
X
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= F)+ XF ) +cC

derivando €L Produc:ro

. % F’@dx; X L) _JF(K)aLx e

l'mearanolo por parres con : 5@():& (ver reoria)

g@q < |

C)Uh“@hdo TOO‘OJ‘ sumando oS 3 TErminas y unien
A0 Las consTanTes en Uma SoLa:

PO+ XL + XF6) - [peydx 4+ [reydx 4 ¢

° e

m'\'ea. 2 ivﬁ'e.a.
=PI =Py yx e+

-

sz_l Hevear ﬂ'l()() para gue se \/e,r‘itc‘fgjue, La sféuieu're,

iqualdad.
/ CoS X. 1’\(&) b = Brma(sem (x)) + C

Es pscit, 1a derivads de arer (SGM(’Q) debe sep
505:. 8 cos(x). h(x),de ah{ &esp%amos h(x)

(N s s
=> L’( ) \+(sen &7 P&\”Bq Se Cumpla L8 iéual,ch:\-
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E)Ehauwwre Las PrimiTl‘vafs de. Las Si&ui@mms F(x)

9) )= 22X

{z+4x-x2

. ai#
Esta (a podemes solocionar of SusSTiTLCON, Tomando

T 248K 3" Ewronccs ' AL (‘-I-Zx). dx
= dT. 2(2-X)dx => 4 _ (2-x)dx

2

2-X A%, = |  dT =./ L_dT
3 = 3] 1 2/ TV
N 2+4x-X2 / T 2

Qeempr.aeando T- 2-}“" X—Xz 7 %._ :(2.-')() A"(

Usando J okl - s ™ _I:: +C

M+

|1l _dT =L |T2dT_. 1 T | ¢ _ 3T’ e

2 -C'/5 Zj /'Z-—z"/—b— + 3 +
M-l

3
_f:_. (2+‘1x-—x2)% } c\

9 £(x) = b (x4 1)

(X+1)?
Aca ne Podamos vsar wsTi‘rUdofﬂ, asy Q,UE- iorobamos
“POr \o&ﬁ'e.s ".

i

Ee -@n no Lo sabenmos inTe ar, asy %ue L Toma

mos ‘6uab 8(x> y & F"(XD iauou a. resto. O ses:
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G6Y= I (x+1) = gleoy-

\
X+ |

)X = \ g X))o =—
Q) T, > FEO- 3
E nrtances:
D (x+ 1 dx = = Ia(x+)) _
) (x+1)* = X4 | —j(xirn>(><i| ) dx tc
= —.@n()(-l»‘)

+/___.l dx 4+ C
X+ | (x-{-l)?'

.-:-.-'ﬂv\(X*H) - _ 1 C

X4 | (x+1)
9 ). _ae™

e“x_. Z)(_ 2
Acs’ Tememos _O]UC'.. vsar dos meTodos :5eéufclos. Frivmero

SUST'nTUC'tO;a 7/ desFués Fractiowes s\'mpuss_
/

T o dr-28%dx

Para La SUSTITUCION USAMOS

(Y8 Vas & ver Parque’)

E nTonces:
R
e‘ix‘— éK- 2 e“x— e»zx
= &

dT
X 2
ol T

T

/‘Cz—t-z

Ahere Tieme La me adecyada pora- usar placciones
\ 2

SimPLe.S | vVes ? er cS0 ece.éxmos T= € y Fé?i‘a _(Iiue

qwde asi.
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Entonces pactoreamas  EL deviominadaer

tit.2 - (t+ l)(t—Z)

Y buscamos L3 descomloosfcfoin en  praccianes  §impLes

el . JRGRIG

T+ T2
2T = A(T-2) + O (T+!)
T=2 => 4.068.3% —> [(B=9
L‘;_l => -2=A(3) —> A“Z/a.j

/
Ltcéamos as, a:

] * dT j_i/_b__dt+/“/3 dt
% T2

T+

:%/_tl;.rd_t+ﬁ3_j.f%zdt
=It25 ba(1t ) & %—ﬁm(|f-2)>+6

Ahaora ha)/ g]ue, voLver 8 La vanablLe Or‘nainal_j usando

t. e .
Jagt—ix J5 b (g e

9 EO<) = I (14x7)

Esra parece inopensiva ... pefo se LAS Tr8EC ...
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J-@n(l-rx% dXx = X ﬂm(l*—)(’% _.)X.._Z_X__ ax Lo

f gl ®
Usamos parTes con F/(x)=.l N F(x) X
6(x> @n(u—x --=-> 5@)- e

primero lqay gue hacer La

para wweérar

H—x

di\hS\On fesTo Cocise
e
B M Qi Nag

2
2X+2 2 X-|- X%

- 2/
En-ro»nce's: =2 _rZldx < -—2/1__. ax 4 2[dx
/[x"ﬂ T X% T

= -2 a(‘c:ré(x)+ 2)(+C_

USand{:a TabLita Que esta
en L8 parte Tedrica,

Eh clq:in TIVA

jﬁn(li—x‘-’-) d.X Xﬂw ((-|—x?-> 4+ 2 af‘c:'ré(xw-.z}( .l..c]

9F(x)=56n2(6x> cos’(3x) dx

Este lnay que fesoLverto Por SUSTITUCION, com un

. /
—rcugiurro mas. Tomawmos T 5&4(3)()

=> 4dT. 3 ms(sx) dx



S .

Ahocs FiioTe que Pl Tiene e s (ax) 8L cubo, Y
en d€ no es@ aL abo. Entonces:
jswz(sx) cos%ax) coS (y)d)( =

" |—1:?-JL dar

B

o S
Esto sale de q[ue cos®ysem=| => cos’. (- Sen®

jtZ(t-f&)_a_Lsg_ - '?j(tz’Tq>if=—g;jfzdf*{3-}r‘*dr

-
—

Jﬁ_ Semg( 3X) — ._ILS_ sems(ax)+ C

) 6 2

=%
. , -
Para esta 0UsaMI0S 0Na SUSTITUCION wmedio (ara , pero
bastante 0sada. Tomameas -

(Mo T=Sem X como OTras Vec.es} Sino aL re.vc’s).

e

=> dx = cosT 4T

j.__Z&_____dx_ ST cesTdl = -cosT +C
\i l__x'z-l CesT
L(l—xz.—. l-(éen'c)2= 6052‘(;’ => \ | =x* z:—COSt)

-.;Ecos ( arc sem (x)) + cj
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donde g OLTima 5uaa.daa satLe de desp‘-é‘ar T de

__'\L_Q_Lé_.f hraclos s fesuLTados cle CSTe doun-ro LOS Fode/s

Verigicar de dos Formas : F.‘(Sa’ndo-re en Ld Tahld de

wmTegraLes O derivando eL resurtado y viemdo que
coindida con tad () que CSTES in‘reéranola.

QR
8) ) V1= {x+ |
Tomawmos 'C=6‘)X+| de meners %ue, F@c)
quede  sin raices ; ya gue Axs1' - T?
\JX-I—-‘ = -[:3
S B
6 (6\/x+|

‘Lt=-—é—* “—gdx => dx.6TdT

dx
)5

Entonces:

js l: - \d'x‘ | Gtsd-t=6j_£_s_df
X1 = (Xt | T4 T ks

B} e/t;c(it)dr . 6)5_; AT

Dividiendo : T2 — | I s

(-T T
Thvregrando: [ T2 4T n(|iz])- L2 -LX-Thc




i

F‘inaLmemTe:

e [l ) - Bt T ey

- d
)J\{Xi—l —\Ix-\—l

L5__\ Vetecminar La fu Wweion F(x) sabiendo que. :
Q % "N < _
) R=R / ¢ - o= ) f)-3

Conocernos La derivada de F(x)) imTeérando obTe

hemos La fof ma éenerat de wsLquier puneidh que
TONga  es3 defivads .

J Ry dxs [ dx - o [ X% 4

3 x% 3
M -4\3\1—21.;&)
3 Va

,
La guncion F(x) debe Toner esa powa.
E.L. vatraor de C Se, de.rarm‘ma Con 18 Segunda Comd{_

FOO=Tx'4c  wn  £(s)-T8 4.3
=> F(8)=24C=3 —
Y:i\nan,»m@m‘ra]r ueéamos a %ue: F(;Q:sw +:\

9 F”.' \Q-—»—le/ F”(X)'&-_l
2\

V4
aon

+
? 7 que LOS \Ouﬂ 0S
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(i.23 /4 (L‘,6> PerTenecen a (a3 5ra'cha de £

En esre caso Tenemos a derivada segunda de F,

as\’ Q)UGL pars obrener F(x) Tenemos s)eue, inreérar‘
dos veces.

J et () dx - o2 4 ax

wma hueva ConsTante, distin
=.—2.!><|+C,x+d Ta de C.

csta es L3 forma de (k)
Ahora "\ay gue ocbTener s valores de (8S ConsTanTes
v3ando 8% orrd dos con diciones: F()=2

€()=-2 1"+ x4+ d FE= 6
fH=-24c+d=2 @
f(a)=-2.2+C4+d=6 @

Restande @ y @ —> 2 -3C=-4 - [c=2
Eeﬁmpba%ahdo C=2 &N @ = -2 -|-'2 +d'-‘-2 >
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FinaLmewre La F@c) cz,ue. CompLe (a3s condiciones deL

Gmuueciade es:
E0< =‘2\]7<—'+2><+2J

C) La ecuscidn de La recs TangedTe 3 La \cUneio'm,
Ch eL Pum'ro X=1 es ()/"‘ ? X _3>>/
y/
F’: IQ—PIR/ F&(x) - 12 X
Dabemgs que LA (ecTa TamgenTe a Wd corvd en

un punTO debe Tener L® wmiSma Femoliem-e. g}ue La

corva y  pasar por ese  punTo. Ear Lo TanTO,
de ese dato sacamos que

¢ L puyvito (1}10 pertenece a (& Ccira"[:rca de

F(X) (POF%UE; Lta f(ecra T&M&WT&. e X=[1 vare 4)
® L4 pendienTe de F(x) en X=I indiais

€5 16031., a8 7 (1&06!. Que La de 1

La f(ecra ‘ranaemﬁ‘e.>} por Lo Tanto povTo (1,4)
Sabemos gue F"C,)zq,
LISTO, ahord \wTe gramos F"' das veces, obTeniendo:
F= exy c ; F6)- 2xP+ex 4 d
Imponiendo 135 dos candiciones goe oorovimes recism:
FE(N=4 => 2+Cc+d-=4

C(D=? =5 BLC=F wi> nvwﬁzl




Envonces: \f(x) = 257 + X4+

E.. Qesueua LAS 5;801&41—&3 Cclaciones dipercwcfag_,e.s.
Q ‘
7 )/:(Lz w 163

\Qesoc,\)ar UNa ewac-io/n dipermciat imPLfca on covir(ar
LA Funaicfw >I-_- F(x) enelal ?ue, sanstCc]a esa va
eion. Ha)' mychoS TruceS pars fesover esre Tipo

de ecuaciones , en esTe ed‘erc‘ucio Vamos A Fresewrar
AL unos.
\VEames este caso : y’=>’-—l—
)(z
_-.-."-7 y}

" | A Teniemdo en un miembro _Z_J
xz
pasamos & im‘red(‘a(“) consrdeando
/ t_f)Zue. )/ - F(x) :
= | PO dx . [ dx
FCO R
Ahora vieme e -ruco. gdare gue buscamos ta Frl‘

miTiva de L;?C)% y Que -@MF@;_); cler.‘v&da, o\adUS_

TdwmenTe eso . Es dear:

CQ\« F(x))j = F)(x) — Ewrowces, I%( F(x)> es

/- 69 Co d p’ \
o 53] oma peimiviva de F
por ra de L3 ena P F_(x‘>
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Lisw*o) ahora voLvemas & La ecuacion e im‘r%r‘amos eL

orre miembro. (Fmemo.s Las constantes de inT%rdciofu
d‘uwas, en er miewmbro d&re,c}\o)

balpe) - L 4 c
Despejando () 3 en(fe) _ o[£ +€)

Syt
ovra consranTe

=> (X)) = Sk c” = F(x.)= K é‘]

Conewsion: —edas Las funciones de esa For ma
()/-..-. K é}/‘t‘) CUMPL&V\ y’_.y)_i..é =0. Esvo Lo P&JG/S
veripicar defivende L(x) | obTeniendo Y- £x) ¥

feemplazando en esa ecuvacion.

9 Yyay-o
Este Tpo de cc. c\.tp. es 1w Tipico. £L metrodo

Para fesoLVerLo €s L misSwp groe, eL q't)e UsSamos redeiq-.
/

y’-:.—a,\/ = Y .-a ->j_>’L’a£><= —a dx

/

= @ny=-ax FO s 7,.55, e
—_ Myz K E
9)/}-]—0,)/:}3
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Esta es una 6cmcrau%adofw de 18 anvecior. La soucion
en este (as0, esra CompuesTa por dos TErmivios :
Uno es e de recin (k é‘“‘> y eL arro uno cons

ToTe | de mavera %ue, Se. \/e,ri{:;giue La ecyacion .
Enrtonces : -
>/= Ke™"+ A

ﬁecmPLazamos esO en La ecuaCiogi ‘oalra bugscar et
vawor de A giue ve.riFig}ue:

(K€ 4AY 4 a(xe™ 4 a)-b

@& 4 akELaAb = Asb
F}V\QLMGHT&'. —aX
0%

E. Hailar 18 satvaidy p&f‘TfCULar‘ de ta 58. cC. dn‘F_

Y(0)-= I

fara %Ue- Sanspagd La Condicion IMeiaL
Y = lex y

La s::waio';n 6%@1’& a esa ec.ua::l&m es .
/

3/
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Con La comdicion inicia 7(0);-,\ se degine L& cons

Taute K Y(O)=- K=l —> Finatmente La v

e,iofw >/ %ue CUmPLe L3 ecuacio’w cln‘p,y L8 coudicion
inicial es: {y o 28 3

8

Caccut,ar La siau‘rewre ivmsaraz.: Jx F’(Kz ol X

Hay que resovera  por SUSTITUCION , Tomando T- x?

=> dT-=2XdXx — dT _xdx
=

= Jxfeyx- [eydr - 1 opa)yc
[+ Fed +¢]

L‘L Hactar F K-,IZ/ F@) F}GQ—KZ -0 vy E()= 2
Brimero de::r?%amos-.

| fz(x) F}(x): x.% > \nTaéramos :j f'z(x) F}(x) dX:JXZdK
Usamos una sustiTucion - T-f(x) = dT- by ox

=>jtzdt=z3§+c =5 T2 2. &

3 3
orrd consvauTe

3 Z oty /
=7 ()= X°+3C = )=dx3pc

T= F@c)



<A

Con L8 condiciom €(N=-2 sacamos & s

E-T 4 -2 = 14¢/-8 = [c-7
por Lo TAnTOo L FC&) :3| X34 7 W

\‘_O_ ObTener 135 Fomcioms“y& que Cumplan 8 sig. ec.
diperenciar

/ 2
) = sen(x) Y
Este es orro T\‘Po de cc. o\ip. La (eSoL vemios de

LA Sié, manera; usando y';d__V:
dx

4L - seni) 7

pasamdo CL dx a La de,redqa y eL yz a La fagj’uief
da, (%Ueela .

% = gy dx T [ - famgy dx =

>/?.

—_—

wrisbte es Y /

=i
__2;_, - -—cos(x) EE =S ;/ - cos(x_)-c

—_— — ‘
> >/_ Coséc)-c]

Newa: las ec. der e 6], 8) y@ Tambidn (83 Pochas ry
SoLver @ este me&tado ((prabs hacerto, dau&).

FIN EJEMPLOS
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INTEGRAL DEFINIDA

La integral definida. La integral de Riemman. Integral inferior y superior de Riemman.
Funciones integrables, definicion. Condiciones de integrabilidad. Integrabilidad de las
funciones monoétonas y de las funciones continuas. Propiedades de la integral de
Riemman: linealidad y aditividad propiedades de positividad de la integral. Teorema del
valor medio del calculo integral. Funcién integral: teorema fundamental. Barrow.

Aa Ldea de “Ln)re.%:ral. 2h mocho mah vield  Que \2 de
devivada . La nowdn e Ln\ecafai \\e_cag Yanta \or 2nkti-
800” %ﬁer—gob tratando Jdeo venver gro\o\emah deo drean

YVO\umo_r\en . &n Qpocen cnas te cienten \&ép\a‘r ‘L-i-'-?.na

C%uf-’- xenoWwer  Nolomenes é\@. »SUdon 30_ revolucién y
an %e_necaQ \a, Ln‘ka%rail daf_‘micla a» la \ne_rram'\e_n{*‘a ?‘
Lo Vxa  Cuaudo tiene que calenlac Avean, Volomenen
Velocidad , orpacio, ete. YPero como \mstoricamente

el problema VTGS Con Aread nomsotron tambidn |o

hace con Con Acean .

%Q pcoblema Que Yon tntecenra on calevlar ol dcez de
la. re%ién é‘u‘a?aéz autce  la %vég‘\ca de LN guncicTn

SLpengamod phtiva en el totervalo [ab] v el eje X:

y T (NN
=1
e
: A
Atea b;‘lo \a %\'a{lica il ] N
d(’_ [:u:) . P} b )(
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Sopongamon  gue o Conocemod LA pérmole  pars

calev\ac el Area A de \a pigura ., entoncen pode mah

calcolac aproxima damente’ e Avea Us2ado aﬁcgo-
no» re.c:bn%dm :

Y 4

Para APrOXItnarmon Telal podemon usar muchoh MAS  Yec

targulox
%\J 2 )/ A

3=Yp o b =¥n X

Pora vty OUtima Piqurs hemor dividido el Lokecyalo [akl
en 0N Se_c&me.n\oh i%oa\e)s Ay &on%;¥ock de cada iatecvale N

Ax - \gﬁ_@ . I3 Eev@rach la o2he de cada TEQ)\An%uko.,

Lan altocan de \oa co_c_’kan%u\or; N\o Yon 'L-:&ua\e.h, po O
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e'lQmQ\o \a a{L‘\ura AO_& OQ}\N\O n \\= Q\’(n) Yy Zn %.e_ng_
ol \a altora dell Lemo ve.c’tancauto 2N W - Cug.

Y b
Foa

by § - - -

|

|

! \ ) b
%o "L Xn X

Como conocemor \a bare vy \a altoca de cada  rectan.

gplo A &rea totall en \a noma de ada una  de \an

/ -
dcear de \on w_dau.\.%o\om exta Area oy aproxiocnade-

mente "\.%ual al Acca ba‘)o \a corva cge. Cx -

Az [ bx v Foa) Ok + - -2 4 Covardx v .+ B Ox

A = Z £ o) I
=1

(baado norobcon b dividimor el intectade [abl Widimor

Lo Qe Ae Wama una P&.f\"\dé(\ del intecvwale [ab1 .

Nosotcor ‘mGmon una parvicsn  en w latecvalon igudes.
peso \a vecdad on Que No A necedita Que Acam

Lodon (.%Qa\en. Qor Q’\?_mg\.o 1 Re M« subinkectalo
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X,-%e = DXy ol Seguncio X; -¥ = AXg vy no tienen
pocc%ue, Nec Lc()joa\&n: AX, # A;(l Y (Ae! %n.no_ral Q.(L

Lntecvalo L-enimo  caide }_\)(-L . & atoncen 2 dcea

\Da‘\o \a QoYva de \‘=Duc\ \a Poe\emok QproxXiMmac \of

n
A ~ Z C(i;) A’(L
i=1

A de cnan tam\:cx;o 25 neceharic que  para halac \a

aldura de cade Lntervalo UMemor Ao ox fremo decedno.

Po demon Q.Q.e_‘\\c Loa_Qci_mef vdoc X—: dentro de L Catecva-

o M v clwlare su alboce ome  §LK)
R IEAN

Aca N MMOA una pm-hcﬁén qrw' no clw&éa n M’.f-

meaton \‘,%ua\@ Y Qe \an  al¥oran entan tomadar an

welguiec ¥ € M.
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E stan sumah ¢ \\aman Suwmah de Qie_m;rm

Paca cada x-f Que p_b‘]amoh tenemon una soms de

Rig mann éxs}'m’ca. Ha\ava una &i_ue. Aea \a mah cGD\re.n-
de de todan vy otra \a wmenoc .

y 4 Ta

v}
-
>
|
2%
v
%

- B

Suma ingecior: A. Suma  superiec: S,
*
Lon X; son loa del

loa Xf son lon del axire.-
extremo xagu\e,rdo

mo derecho 4 cada

cad t .
de * talesvaie inkervalo.

&JQ ave2 A ba‘\o \a coreva debe ehtar antre

entor AL Naloth:

Non damon  coenta Que aute Ty DUME oA heau loh

Lotecvalos |2 soma Lagefiof calncidica con \a Avpefiof

l_oh intervalon tendrdn Qe Aer tnan c\xigru‘.%of\.
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Si \lon LnYervalon son tan corkor ue tienden 2 cewo

2ntoncen N aon Lc&oal a8 S | tendce cmon Qq\ NRC(C-

Aa&o_ro Naloe del  Zcea. ?oc\.e.mors de a\c ?un_ 2\

Sxea Na 2 hex L%oai a c:oallc_i_u\ 2aca de \lan Sumen

AN AKX - o gbr\-’roncqh-.

Gada potodla b 2xacta v no  aproximada,

5{ pPennatnoh c_{_up_ P\ e A :z.i Q.'\'mi’re_ é& QA‘\".}.h

Avtnah poc\o_mom tene mon \a Ae.;imcj.én de -

I.n%e.c%\‘al de_ antéa

o

5 [-\Lx\ dx
a

Lo Z- P({I‘) On(,;

Ax 20 i

Vamor 2 ves en uN ejemplo  como ouhar \an So-
mn2h de Qiemann paca hallar ol Avea \::;'\o \a
tocva  de la £oacicn Cexy - ex dende ol
Nalor X=0 anta ol X=%:



<l =

—7/.]

Divido L Aa%me_n’ro

len Ax- L » X,=0 , X = 0xbhx =4
n

|

Lo,A47 2n © parten (,%ga.

7

XL‘O*QAX ‘% g svag K= OeBHDE .0 « X

A}

Comno Kf tomemon lon  extee mox La:c%ble.rc&oh-.

H
Coa |
(Y73
l‘. 5N v
‘/n Ax
XQ-_-O - pk}(o\’*a e? :i )(‘= J.l_ -+ E(.xi]a C,

- -« &
¢ n

PES
X, = 20k » P = "

Fovmemm \a houma &

A - P Ak s Pl A ¢ PO Ak v oo v B kaa) Mx



M2

(n-1) Dx

A e bk v ehx.bx e 2% A o4...t € . Bx
(n-4) Bx
AL bx 2 e Mk v @ M.t e
AX 2 Ax (n-1) Mg
A = ( &_ t 6 y & + - - -+ e. ) LK

tods & exprenon que  se halla entre parentehh 2y

& 7 -~ Ax
Nz progre hion %eomelcnca v @ Yarn & & .

La Pévmo\; de una pvo%re_bidﬂ cae,omé-}r'\ca ns

n

| SR | Ny U o \a ¢az2dn . ém nueatro Pfob\em‘a
- 4
todo q,ueéaz
0 Ax
e & % g s (e'i)__é‘_"__.
eax - 4 E. 3>

?ar} C_i_ue, eMta xoma A clo_ exacto Ql valoc cieg
Aved é,i‘)\moh ci_ue. LeniamoA L%UQ_ 'homér 2_9\

Q{enite con AKX 5 O

A L A - L (e-1) _Ax -(e-4) s Ax

»0 b‘

Moo Ax» o L | e -4

AL Limite podemor xenolverlo por Vhopital y doi

éw\*omcm\ ol &rex Ve e-4 .
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o ?OC&QW\.OA de cic que la Lﬂ%e%wa{ AQ_Qiﬁ'\ da

Nale e-A:

?o&e,moh de cic  ahora que ol WUmike de \aa

SomMman cLe. Qiem‘ann &e,(:';rw_n Lﬂ‘l‘e_%valen » Y 0o

Jr,ienen poY Que hex on ére.a. Una Ln’(‘e_%tal cl,e

i:‘\(\lc\'a pue.cLe_ dac ne_%a'\'wa 4 nola , pefo =N

el problema que tenemon Que venolver on ok

c:[e, ha\\af O é\-ea 5 entoncen AN e \oo/s‘=+‘\va._

Cono ce mon N2> \an im‘re.%ca\eh clegmic\ah y SO

de.(:\nac;én como el 2fmite de oLna auma Qe

Qie.mann .

Ahora  pode mor pre%on’racnm'- d Qué condicionea

tiene Que complic  woa punc;c’m o para our

=0 Lnjcec&rasl cleg'ln‘\da an 20 intecvals Tawl
Q,st‘r.;'?.

)..0 Pt'\ mexo ‘?’FUQ- ‘L’\ene_ C?,‘_UQ OC O en ?ue.

lax  Soman  de  Riemann ’cen%e_m on 2l enite L



4y

a
i Z. tixd Ax £ L N L tiene quL
Aksoo '

existic  ginito. Tambicn poede »aec Que \2 (n-
’Le%fal de gL da no exista, st la poncdda texd
No ova deginida  au todon  on valerer x dadl
lntecvalo ,  por  2{emple Al Poxy = :_( v 2l ta-

tecvalo o 3% Lodl

Y A
i \
] "‘9 /K
'l
%
/ .
. >
1 X
A
\}e_mo» q_ue. 5 V% dx no existe , %o e_xls"ce.
o
5 QL A g;_\ _\ + de i
[‘:10\*3 el Aave2 por Que (X)= Yx No ehta e fini-

da y adomay No W “acorada’  2n 2L lodl |

NO O» N hadio q_UQ. CLK) N2 continoa paca

%ue AR Ln‘re%reb\e. ; c_\aro q_ut A @A continua MNera

avtomatica mente Ln%e%ra\ole. Neamoh vor ejemplo \a

A\%o'\ﬂ.nlra fun eidn -
g 4

O
vy -
| 1 2 € <3
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y &

5 °

- //J:?—_f

o’/’:
A 2 X
Cix) en discontinea <en X=2 p2xo acotada on
3 -

10,27 an*oncen 5 Pexrrdx  axiste . 2l area totral

0

ox \a svemz de cada oma de Ven {¢ean de cada vec-

-Lan.%oko. (&n vecdad deberiamor tomar el Umite wando A 2.')

Finaﬁmo_n’te poe\sz_mc::h decir qQue A Foad 2n uma
concidan aco¥ada en [a.bl ¥y Que tiene vn

nomexo ginito de discontinol daden 2an [T "

entoncen Qu\ QN Ln%e%va\ole 2a 12k .-

Ahora \{a sa beenon cvan do una ?.Uﬂc;icSn 2N un -

te%va\:\e 4 podemoh  N&r walen son lan prople -

d,a&o.h onan meorlra_nicen 59_. \a {,n-\-e_caral c_[.o,(_;ni.:la,

No vamor 2@ mortrac \an do montra cionen Ao onbtan

propie da don ya c;rua. lan *pocLQ:S Ver ¢n Cualq.mr libro.
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Propiedader de la integeral  daginida

mg Lan  conatanten pueden  salic guera
de \a i.n’ce.%ral ,
[ o
5 K Cu\ Ax = k S D(,x\cix
3 2
Parca entender enta propie dad Cmag'\ne_ MOA c;{_urz_ w=12
(%,n‘\oncen W0l o 9l
A A
f 2f
| - |
/4 :
} % I | :
'////: : A |
i _P H | D
3 b X 2 b X

Claramnente Yemoh gque A \a  goaddn e duplica o

drea se  doplice.

b b b

Propiedad 2 - J(c‘”‘)‘*“ 2 [ Bde v [hds

2 3 3

éxﬁa \afople.claé 2N \OaAJfAn‘l‘e_ Q\ara: QQ éraa

f24dones 2§ la Sum~a AX |aS areas,

de dor
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Pro ple AaA 2y ¢

SV oen QQ Latervalo tab1 Qc_\c] 2N menor 9 Lcaual ?ua
O‘((‘é QUﬂdéﬂ %(J(\ QY\+0nC€A: Q(_K\ £ C‘?LK] -
b o
S Fuxydx g S LX) dx
3 -1
Y 4 Y (r Fex)

I
I
o ) X 2

CLi] I
777 > ///

&9& érea ba‘\o Cu\ 2N MNENO( AQ dcea ba\o %uc).

U]

(Propl_e&aé H \’t_e_orema dell valor medio Ln’re_caan

St Py &y Loz poncdn continod  gn 2l intervalo

[5,51 éentoncer 2xiste on c e rab] tal Que:

S: Coade = (b-3) Feo

Este quiere decir gque 0 valor del &rea bajo Fu

en tgoal al Zcea de oun “rec*ay\%ubﬁ de bare (b-2)
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de 2aliuvra QoY Miendo c on punto del tatercvzb.
v 4
F(_C.) 1 /

| \“\i\

Y

fu

\

5' _—— e —

|
l
p-

e
X

Todan entar propiedadoen lan hemor entendido
pensande  gque la integeal deginida  reprenznta
un &rea  paro recor de Mok que la Lni‘e_caraﬂ. de i-
nida "no’ tiene porgque Aer un drea . por ejem-
Plo pueéa_ dec el momente de lhercda de oun
coetpo cfgiéo., y lan propiedader son igualmente
validan .

\.\(’_%amoh ahora a oun porto Moy importante:
‘iQomo caleo\amor  Lna tm#ecataﬁl doginida 1

Aronacr una Aoz de Riemann v calaulacle e Q-

mite on moy complicado, 2antevncer Que \NacemoA

Por ejemple como calcula mor o Ai%uiQﬂJre_ tnteged

Jib(l £2X +4) dx

]
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Paca  remolver ante problema hnecexifamon (2 ayo-
da. de el teorema E:uncla.men'&al del cdlevls”

fr

s “rccﬂ\a de Darcow

Teorema gpundamental del calols

St el tntervelo de tlotegracion s [a,X1, 24n-

toncesr \a \'-Y\)thifal deginida ex ona  gunadn de

X @ X
S [ ) dt e Eae)
b
A
f
el Srea an und
//\ puncion de X.
‘_\\\ :
+ = 4
a At
/._/LM&M_A
el Leorema nor dice que Flex) = ?u)‘}

Y salbe mox que TGO en ona primitiva de Ty .

e
Lo c_qruc_ CL'\"LMOIS recien ho cambia At Somamo)

.

una constante C 5 Cerydt = T+ C porQue
5

si dexivamorn \» constante da  cerco.
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éb*a constante. C  on Q_‘:;C_,\Q do \allax - J\uponc&a-
™mos  Que ol ~alor de x aoan 3 =»

2
‘{:LL\ dt - Tay ¢+ C ; eco \a iLnte el cia
P P ?
2

ceco: No ey Ace éo_mla_ Q& haata a"ﬂ

0O = F)Y + cC - -Tay = C Ny con 2nto
\ 5 \ ; X
5 pésmols  guids ) Prydt = Texy-Fea)
pY

vy pinallmente AL elip X igual a2 lo teaema la

R e% \’; le, 'Sba\*rou.)

S
S Pieyde = Fik) - F )
>

Con enta Férmu\a o Que poéc’.mon cal calar
Ln%efacaleh c[‘e.(:iniéan. Nosotror qUe_rfamou Nallae

1
S (Kz £ 2X *’i)clf g enton cen \o que tene moA

0

que Naces o : Qriemneco buscamod ON \pﬁm\%wz
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c&a PN Qur\cién q_ue. enta clah’tro dao \a Ln\-e_c&vﬂ-.

5()(1%9.7(4-‘1.)4,{. = ) = _>§_?’+7(2+><
3

Y Ahora la calcolamor en 20 Qimite AL pRciol e

\a Ln’re_%rz& ¥y <n an_e_(‘lo(:

FOa) = 4, ¢4 44 = g ]

Solo teneamon que
F(oy = © tenrar  aonton Valorea:
8

5 (Kit—'z:{ &L)At = _“{3 o

(o]

NO‘S q_ue_c\a N OL\'U\'\Q puﬂ*c pox L2xaminax 5

coands vonorror habklamon el Akea en powncidn
r.3

de x : Axy = S i db
a

que rocede ai ol valor da X en (a pinitamente qraude

od

M X0 +od = A = S Ferdt
a A

£ ) Fwo

N
N

LL
\\\" .

o}
~9
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parece que tenemorn 0n  Arvea ULatinita, M ewm-
h&f%o st \3  poncdioa Se  pega 2l 2 Ao lan

absisan  tzpidameate . o  Nvadlor  dell dcea puede e

FH\"*}- C?:)ﬁah Ln’ce%ralm Ao \awnaw -

In’te,ckra.keh i;mpro pla”

od
Una i.h'&ﬁca(ng Lonpropia Lieuwe \a tovma - 5 flardt
Y
vy para  calesladla have mon:
e %
S J;Uf-\:“'- = L 3 ey de St éate
A bt pa¥

Limite oxiste gintto  outoncer diremon que &N

f.n%e%ml Lmpropia Conve_r%o_, A no  dire mor grue.

A'\VQ.'(%Q. 3

Poc ciemplo: Queremor hallar el Avea bago \=
poncsn £y - i/xa desdo X=1 ‘vapta XK=+
4
Y
1

+ »
1 X
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b

b il
S ‘1./’(,. ax = L S x 2t dx \
4 b e 1

L‘) ba«a bi%m?ica q_ue. \a p*r'\m‘xjrwa \a evahamm pt‘\mﬂro

U\\ow\ue,go A

o>

RS SRl )

E,'malwmen’fe. onta Ln‘\a%ral converge .

’PUQAQ, pahra<noh tamlboten que \a ‘Ln’te_oﬁfa,\ SR Lmplo.

pla  No pOY QUL 0 Lmite de

inte e\ acdn  tieuda 2
taginito,  Nao

t&u.ea por a(w@\o
tntervale [a/bd -

pocgue \a tunddu

VN2 aAnntota \Jeflclcao\ c:lanho Agl

Su?on%amoh qQue Q,fuere_moh nallar

\a i,n{‘e%wrah
1
. 'l t.
5 i/Km CI-*( Yemon au&:_ \a I {UE YT TEN 2 -ene
o
vz asntota Vecdical o X=oO
A
Y|
/
11/
///; >
1 X
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rd
L a cventa que Lendct amon Que hacer oA

4 A
1 dx " Lo [ wtde - | S (-}_ +i)
. *7 ero € c»o 1 €
Y ixte Limite da  taginito ., exntonces \a lateqge g |
cbvuc&e..
A
\Nleamor on eiemplo man: Que e mon \allar S j_{c:LX
s .
—>
Podemon comenzar poc calcolar 2 Ln’(e_cata\em
o 8
S 1 dx + S 4 dx 5 par2 YHhaMae la primera
X X
-4 o
c. €,

i S g_cl'c = L \n\x\[ = P\'._ug. \th\[ = ~od

E,‘-&O‘ b €93 -1 ()

para nallar \a Se_cgon&a )

1 1
h.a\-l. S 1_ A_‘( = Q.;-I-L \“K \ = - ﬂ-LLl \'ﬁ 61 = 4ad
€,oc" X c,»0O €, €,%0

€,



~$6 =

y como amoaN \“_n*e.%va\e;x éive_cc&ohn e e cnon que Qo .
Ci¢ aue \a Ln’fe_cafal '\.mpﬂ:)Q'\a or“%\r\al &vqr%a. ?eco

veamos  oita rovema de hallac¢ ontra LV\’(QC&(&:L:

tome'mon LA misme N A cada \ade Y \aégamon tender

d ceco onte valce W -

A - A

R 3 Ld Sw.l

v B S
VIR \mx\\\1 H“"\i ]
\mvoL -A 2 k

s Ly E-\nh - \nh)j = O A\\ova p_Q \-mu“aéo

h—=o

o cexo. Estoe Ae \ama valor prindpal de Caudhy.

gn*oncen n foa Yiene una Afntcta Vertial L xX=C dentro del]

[avbl, ﬂ.l Naler \3\"\(\(‘_)'?89. de \& L\’]*Q%le A@_fé:ﬂ

o €5 o
NP 5 {Lx)éx = L {' S f(xdx ;.j t(x\clxl

"
3 nro a Ciw

Fiv TEORIA ywmiDAD 6
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EJEQCI ClOS

EJERCICIO 1
Mediante \an  soman de Riewmann evnaloar

en el intervalo [0,4].

el Avea A

b’af)o a2 %\'ée'&ca de ?(_,c\g X rd

éoo- drea q{ue. non \:Si dea er e Avxea Ae un trapec}so:

Y
A
] \‘|
i |
N
/-\\ '
7 . ‘: '})(
Si usamoh N Lntrervalor  de 'L%ual armp\i Tud . 13 am-

P\H'Uc\ do cada uno de ollon  Meca:

Ax - 4-0 = ’i (gﬂ+oncm \a Nomz Az Rizemaan .
a 0

S- 7 Cxfy bx.
K=

i
\)A

il |

g
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S, como en \a piguea e.ke_%..-.mch e K,-f en el extee-

mo L’iq_o\evcé.o de cada intexvalo 5 entoncen €n el ?r\-

mec L%\\‘e.mako QQ.L‘\O 69\ 9,- LA\ QQ se%unén el L_‘l'_‘; €N

el teccero oL 2.y y en ol k4l-érimo ol w.Y
n n

%n{-o*nceh en %c&nefa[ teondre mon Qe lan  alkocan de

lox fangy : 4 :
oh reatadngolon  Sevau . ?Lk.ﬁ) vy este o

k.‘-é\;,l v \a som2 de Riemanm Ci_uﬂ.:&a:

e T (‘&li*-i).'i = ‘-j_g i k.4 x i 12
K=1 " . l K= 0 W=t )

L2 som qQue conkiene all 2 on: Z 2 - 29 porque

w=1\
per\a Nvecen sumar el 9. LQ S-qunc\a UM N Qu&
L‘se.ne la \A, Ya o M tan F::fcii pero por verte
n
tenemor Ona F(’)\rmo\az 2 W = alned) =»
ke .
nlo T2 )0 )
=3£Lm+2.’i - 16+ &
n n

Pa\-a ?ue.. anta  sSoma Nod AQ_ eg\ é\re_; E‘_Q_\nem‘oh gfu.z
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tender © 2 oy = B Lo (164- &) = A€
B

N+ 00

&»Q area Ael Lcapecio oM eantonces __&_Ea_

e_.‘)e.rc,\‘c}o 2
Emopleands ha *recg\a de Barcow hallac el drea

bayo 13 cora Y. X412 en el tnkervals [oKT

Sowciéﬂ !

&Q pro\o\emz 2N ﬂ_l mismo qruz_ en el e‘\n_rddoi Pe-

Yo ahnora pacra podec allac el dvea yusamoh \a

in‘ce,%rai definida:
y
A s (x+2) dx

o

?ara Te_bo(LVG’_T ehka L*ﬁ\'e%r‘&l primexo \‘,anmoh t.?fuﬂ_

ha\b( 003 P MtV de L {‘.unc:.cfn Y= X4

SU(&'.L\CL& - XPiax
2

Yieve la constante c\au\’re_c&facidn L%oaﬂ A cero,

€.\e%( la prim:l‘.va ?ucf_

());gm\:n’e. podﬁmoh hacec Qb%o)

Y
B\:( KQ‘ x 9_7()‘ Anord ema coenta PN evalva-
= o

2,
mon ea el Limite Supesior [(H) Yy en 2l intecior (o)
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‘/ renfamonr 2ator  Yaoren:

A (u"m.w_tg‘m.o) = A
3 2

éQ\ \alox &0\ Axea éa o mismo q_ue_ con A =wma de

Riemann | Como tewia Qe bec .

€‘\e,vc:ic.‘»o 2.

€ valvar Sl K,sz’lki dx

(»]

Solo cién :

&Q Prob\em; partece A.Q_*ncj.ﬂ.rio} 1Lr:::uC:«;C:.?éﬂf‘ﬂc)'x ona pr‘\m'uh\tl

) \uo_%o aplicamos ‘f‘q_%\‘}. de Barcow.

&m?ecemon entoncen buscando 0N \'Jt"xm'\lr‘\v;h

———————

S)(. J.?,%Q#L i Po&o_mor\ 0sar |3 =[ustito -
cida : I¥*+ L =0 _, L4xdx = do » dx- du
Lx
3 —
La mke%val qrueéa: J X \lU cl,_t..J _ 1 U\‘léu
Y x H
3
HAc;emors Mnora exta Ln’xe_c%rak- L. L_._{z " éu”l
2
5
TE‘.'{\Q_‘(\'\DJ*: c;ue_ volvec a \a variav\e )<}2' entoncen
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\‘ewvéamors q{ue_ O era 2x*xA o \a pv'\mik'\va 208

%
L (2{14- 1)2‘ , Con eata pr‘\mtl‘w; Usamon \a
6 /s
2 & (2
‘re,%\'a» de Barcow: § (QK +i)1 —*
6 0

= A3 p‘ma_Qm ente.:

A\noca, veawon  otra tranesa  moy Ol Qe \\anr a

ote wismo venoltado ;. denpuen de \a soshity-

cidn Ix*+ 4 = V0 a i,n’fe,%vao\ WOA c;uz&o’-.

|
Z\ U‘ﬁ' AU Y. lo q_uﬂ. nicomon Que_ L‘ﬂi‘Q_%t‘é.r v

Nolver 2 \a varale X, peco podemor hacer otva
na: No volveremon a la variable ¥, en cambio

Usacecor ofcod Q{enikten de Lﬂ’tecgfacjdu-. lon  Uniten

exan Oy L paca ‘a2 X , pero Cwalen Secan para

2 letea 02
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M Y=o - U= 2.044 =4 , m%=2 - U= 22+1-5
LOB Ueariken para la letca U se«flaw 6.7‘:-3 - \poée_mch

\\’a\\ac \2 i,n\re.%ral 1115‘3 0% do

\{ no ‘{:e\'\cl.re,mal\

i
T‘C.CQ.LHA&A AQ. volver a X , veamon:

e\e,rc,icio L.

E~naloar 1 X A%

Solucidn:

Noevamenie el problema parece senclo, buscamon
L2 pamikva y \uecd»o Aplicamon ta regla de Qarrow.
N\ova vVanod A LUsar orxa ferMma, ovidente meate \a

LY\J&Q%':ASL se rvenoulve \pOr el wéiodo de Ln’re%fa-

Cdn poc parten. peco como Ltafloyen lon Umniten
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de Lﬂ&ckvac:xdn en 2l enro do por  parten 1
Tenemon \a 'S(%uie_n‘\ﬂ tSx o -

o e 'S
S N AU = U-Vl - UCJV
= a a
Usexmon  enta ;drmo\a . en \uavso p\’o\o\e_m:.u
\’ = \“K - AV = \/7( é'f(
C\,U = éﬁ = O = X
éh‘\*ohc@:
e c
S Wxde » x| - [ L
i 4 1
=
= K@.\ne - A\ i\ - 5 {.dx
{ { 1
i o e
= .4 - o I
\ ) li

é\"\ Jl"o\(\c.(’.h :

Vexi (.i calo bus cando

directamnente  Ona  priemibiva
ﬁ\pego aplicauds Barrow.




-63 -

E‘)erdcj-o 5.

Ha\\a\' \a de.r‘wacla az \a ‘,uncidn:
<3

Quc\, S (’r_'lw}.)é’c.

xﬁ.

S C:lU CAC,)‘ﬂ :

Si pensamod Que Py no 2n wnxnp que Lne L -
"Le%ral definida 3

entoncern yode mon vesolyerle vy

\U&SO hacece a2 detiwvacida :

Una primitiva de 2 foncidn L‘.n%e_%rauc\a heaa:

{_;_3 . Jt_._z Y Con enta p("umlltl\ja LDsSAatmo \a \-e_%\:\ cl&
S )
?)3’('1‘0(.1.\: , : ’(3 . \

Foar - Jt_’fi_)\ -3 (3 |-
3 A} et > £}
13 1 2 % 4 c 4
e W) = X X X - X
3 o+ > 2 2 2.

3 A 4y
Qhﬂ = Ef-, X~ + i/6 X" - 'L(ZX ahora  derivamod.

(i = 9, X
(¥) = A

6, X2 _y, X3
‘-/6 6_

%A%o pue o
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D teaoh Simple , peco \)UQ.A?.. pahamnon QR ex contrar

\a prisaifva  Aea oy commplicads ,  entoncen ?oc\remoh

ootener \’é. c&er'\\la.éa ée Quc\ sta \nacec \a Ln*e-

acaﬂl !
La 'ce)\'pk)e)slf'&. 2n C:t_ue_ M ., ex\ ste una &érmo\a (1&12_
NON Qexmite. ‘nace¢ ento: =X
V(%)
¥(¢\ = S Q) i Patoncen
LGA

fu\ = %(\tud).\l'u\ - %(ULK)],U‘L@

USemob enta $6rmo\’a a vegs si \\e%amm a lo mismo:

£n Vet o Cano

%U—A: Y2 x 3 O) = X , V(X)) = X2

—P

\
()

"

(K%3)1+(%3))-3><1 - (kxijﬂ bc’l)) Q¥
= (KC’ b %?’).’bfi . kx“ ' {’“).zx
Coaxty - axT - 2x?

. axd s x® . 2x3 . pue Mmoo mas paak.
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e\e_f oo 6.
Obtenec e 3Area de \a ‘{'e_c&'\o'n Urnitada  porx \ap
%\-érr'xcarx de M- j: vy Y= X

Solucién -

Comence_mon é‘\\ou‘\anclo ambap (ondonesr parad Poé.er

vex el area Que mon piden:

Y B
%
|
. : R
1 X

Para allac \an vater seccionen lqoalamon amban Qon-
Clonan :
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AQ\%¥ALISIS'HATBHATICO (28) Segundo Parcial TEMA 1°

APELLIDO Y NOMBRES - 3 = DT . .. .- )
1 3 4 NOTA INSCRI mierccles

2 — H
=T _gl NORiaERIEE®  sEDE _)o DIAS nARTes [ LiRihes
Wi % R fz¢ I | | HORARIO @iwe fio:0c AULA 3%

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

2. Calcular €l &rea de la regién limitada por el gréfico de f(x)=xV17%-x° y
la recta g(x)=8x.

Eiercicio 2

Este es un ejercicio de dreas. Vamos a tener que calcular una integral. Pero antes
de eso, veamos un gréfico de las funciones asi sabemos qué cuentas hay que hacer.

£(x) = xA17* -x*

Vemos que el drea se divide en dos partes: Area 1y Area 2. A ojo, parece que las

dos dreas son iguales. Bueno, lo demostramos asi podemos calcular una sola y

multiplicar por dos (hacemos la mitad de cuentas).

¢ Te acordds qué es una funcidn impar? Rta: Es una funcién que cumple que f(x) = -f(-x).
En el grdfico, esto significaba que es simétrica respecto del centro de coordenadas.
Bueno, fijate que las dos funciones son impares = el grdfico es simétrico = las dos
dreas son iguales.

= Area=2.Areal

La férmula para calcular el drea entre dos funciones es
Area = erecho - piso

ay b son los limites de integracién. En algunos problemas te dicen que tomes x
entre dos valores. Como acd no nos dicen nada, los limites de integracién van a ser
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los puntos donde se cruzan las curvas. Los calculamos igualdndolas:

f(x)=g(x) = x417°-x* = 8x

OJO: si x vale 0, no puedo tachar las x. Entonces, hay que ver por separado el caso
enque x =0 = las dos funciones son iguales. Ahora si podemos tachar:

N177-x? =8 = 172-x2=8%2 = x?=172-82=225
> |x|=/225=15
=>x=15 6 x=-15

Como solamente vamos a calcular la primera drea, tomamosa=-15y b = 0.
Enel Area 1, g(x) > f(x) = g(x) es el techo y f(x) es el piso. Nos queda:

Areal= [ techo-piso = [ g)-f)dx = [8x-xA17"~x"dx
15 15 15
Tenemos la integral de una resta. La podemos separar:

£§x—x.417=—x=aac E [’gm— flgc.\/l?z—x’dx

La primera integral es la mds fdcil. La calculamos directo:

xz x=0 i
8xdx = s~‘ = 4x? .
15 2 x==15

x==15

La segunda integral la podemos calcular haciendo una sustitucién.
Tomamos u = 172 - x* = du=u'. dx = -2x . dx. Nos queda asf:

1 1
[x17 ~xax = _[)15—5(-2x).\}l72—x2dx = f = V.

Esto lo sabemos calcular.

f —l\/;du -1 u? - - _1(172 —x?)¥2
15 2 2°3/2 3

x=—15

x=0

x=-15

Entonces, el Area 1 nos queda

x=0
x=0

Areal= = 4x°

- _%(172 _x2)3a’2

x=-15

= [4.0*]-J4.-15] - [[-%.(172 -0’)""‘]—[—%.(1?2 —(—15)‘)3’2}]

x==15
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= Areal=567
El Area total la calculamos como:

Area= 2. Areal= 2.567 = 1.134
= El drea entre las funciones es 1.134

" ¥

3. Sea I:w—R derivapie tal que _| £ (2x)

1
dr=10. Caleular [ G0 4,
x x

] 172 1/2
sabiendo que f(1)=14, £(2)=8,

™o

Ejercicio 3 Nos piden calcular: fn%'

No sabemos cudl es la funcién, pero nos dan algunos datos. Por los datos que nos
dan, parece que tenemos que calcular esto integrando por partes.
¢Te acordds como se hace?. La formula es asi:

[u.v‘cﬁ: = uv|: - fu'.vdx

Tenemos que escribir el integrando como un producto de dos funciones: una que
sepamos integrar y otra que sepamos derivar. Nos dan datos sobre la derivada de f:
entonces tomamos f(2x) = u, y x™ = v'. Entonces nos queda.

u=f(2x) = u=[f(2x)] = f(2x).2
vax3 = vz Iv' = Ix"dx z Az x2
Ahora podemos calcular la integral:

% = [ roxd =

/2

- f(zx).(—gx-z)r - [ ren2xd =

x=1/2

x=] '
. _1/@x _of L@X).
2 X an o

. ! [f(2-l)_f(2-1f2)] 2 f LDy
1 x?

T2 1 (1/2)?
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- L1y . [ L.
= —Slr@-aro) + [ LT

Estos datos los tenemos. Nos dicen que f(2) = 8; f(1)= 14y fu f '(‘Zx)'dr =10

X

Entonces, la integral nos queda:

2x 1 2x). 1
!2% z ~E[f(2)—4f(l)] + fﬂ%dx — —5[8—4.14)] +10
” f(23x)z - 34
2 x

D ANALISIS MATEMATICO (28) Segundo Parcial TEMA 3

APELLIDO Y NOMBRES: D.N.I:
INSCRIPTO EN:

: : . : — NOZERAEE®  sEDE DIAS

| | norar1O AULA
En cada ejercicio gg{:riba todos los razonamientos que justiﬁcgn la respuesta

2. Dadas f(x) _x+_§_§_nf_(_x_)_ y g(x)=x, calcular el idrea de la regién comprendida

entre los grédficos de f y g para xele ?;e%1.

Ejercicio 2.

Nos piden que calculemos el drea entre x = e*y x = %, Esto es porque las curvas se
cortan una sola vez. Entonces, no existe un "drea entre las curvas”. Nos tienen que
decir de dénde a dénde calcular el drea. Fijate en el gréfico:
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Vemos que el drea estd dividida en dos partes. Se dividen donde se cruzan las
funciones. Este punto lo averiguamos igualdndolas, y despejando x:
3Inx 3Inx

=X E T

X X

X+

> In(x)= = x=1

Entonces tenemos dos regiones: una entre ey 1; y otra entre 1y e®. Para calcular
el drea, necesitamos saber cudl de las dos funciones es mds grande. En la primera

parte, g(x) estd por arriba de f(x) = g es el techo y f es el piso. En la segunda
parte, es al revés. El drea total la calculamos como la suma de las dos dreas:

Area= [ g(n)-f()x + [ f(x)-gloudr =

= [_‘x—[x-rin—{)dr + rx+3lnx-xdx =
X X

o ——-——dx-c-'r?—Ef(ﬁc
X X

-4

La integral que hay que calcular la misma. Entonces, calcular la integral indefinida, y
después la definimos en cada caso.

I3l“_£dx = Podemos hacer la sustituciénu=1In(x) = du=u'.dx=1/x.dx
X
2

Inx , _ _ <
[3-;¢r = [Budu = B

> 3% = 3 (Inx)
X

Ahora podemos calcular el drea:

x=1 x=¢

Area = —.[_4§—19—xdx + [ 3% = —[i(mx)2
x x 2

= —[[%(ml)zj-[%(me“)zﬂ . [[%(meﬂf)-(;-(w H

} + %(ln x)2|

=4

x=e¢ x=]
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o] o))

,

=24+54:=78 = Area = 78

3. Hallar f derivable tal que £(0)=1 y 5 (t%f(t) =ate3t,
; e
: 4 f£(t) Y}’ £'(t)-f(t)
Sugerencia: [—T—] = 5
e 1r;f
Ejercicio 3.

Nos dan el valor de la funcién en un punto, y el otro dato es que :

FO-10 _ [f(r)], I

e' é'

¢ Cémo hacemos para calcular f 2. Mird: nos dan la derivada de f (r)

Si integramos esto, y pasamos multiplicando e', nos queda f(t) . Entonces:
-—fi,’-)- - j'[f—(-,fl]'dr = [4re¥ar
e e

¢ Cémo integramos esto ?. No podemos hacer ninguna sustitucién. Entonces, la tnica
posibilidad que nos queda es integrar por partes. Tomamos:

u=4t > uJ=4

vzed = ys= Iv‘ 8 Ie"dt = 1/;.¢e%
Iu.v' s uy- Iu'.v

I4re3‘dt = 4t e I4 —edt

&:ies' (4 1 3‘+C)
e' 3 33

= f(t)= e'[-g-e"—C) > f(t)=%y.e"-C.¢

Como calculamos una integral indefinida, nos quedé una constante C. ¢Cémo la
calculamos?. Para eso tenemos que usar el dato de que f(0) = 1.
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£f(0)=%9.e*°-C.e° = 8%5-C=1 = C=-1

= La funcién nos queds f(t) = /5 . e* + /5 . '

B ANALISIS MATEMATICO (28) Segundo Parcial
APELLIDC Y NOMBRES : - Al

1 2 a OTA INSCRI '. ¥
M H M m:m '°Ha£'ﬂf“ SEDE  (iacdad _ DIAS Cw- m~:r.:§

5 (bwco)) HORARIO 403 hn AULA 326%
En cada ejercicio escriba todos los razonamientos aue irmri‘f‘imm C P—— "

‘:...

2. Calcular el &rea de la reyidn limitada por el grafico de f(x)= '%%I%‘ y e1
eje X para 0sxs3.

Ejercicio 2.

Fijate en el grdfico que el drea entre f(x) y el eje x estd dividida en dos partes:

2x-1
3x+1

1 f(x)=

l

Eje x

Primero veamos donde se separan las dos partes: donde la funcién corta al eje x.
O sea, cuando f(x) =0

2x-1=0 = x=1,

_ 2x-1 _
Fp) = 3x+1
La primera parte va desde x = 0 a x = !/,, y la segunda, de x = /2 a x = 3

Acordate que el drea la calculamos como frecho — piso .

En la primera parte, el piso es la funcién f(x) y el techo es el eje x (y = 0). En la
segunda parte es al revés. Entonces, calculamos el drea total como:
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Area= [P0-22-1, , f 2x-1

3x+1 n3x+l
- _£f22x-ldx . r 2x——ldx
3x+1 23x+1

INTEGRALES

Como la integral es la misma en los dos casos, calculamos la integral indefinida y

después la definimos en cada caso, asi integramos una sola vez:
J'Zx -1

T = [(2x-1(3x+1)" = solamente podemos integrar por partes

Tomamos = u=2x-1 = u'=2
>V =@x+ )" = v=vz [Bx+) =3, In(3x + 1)
j‘wv = uv— |u'y
j(2x-1).(3x+1)-' = (2x—1).-§.ln(3x+1)~— IZ.-;—.In(SxH)dx
Para calcular la segunda integral, fenemos que hacer una sustitucién:
u=3x+1 = du=u.dx=3dx.
[~§-.1n(3x+1)dx = j  InGx+1)3dx = I-;—.ln(u)du.
¢Te acordds como era la integral del logaritmo?. Nos da asi:
I%.ln(u)du = %{m(u)a—u] = %.[ln(3x+1).(3x+l)—(3x+l)]
La integral nos queda:

I(2x—l).(3x+1)"l = (2x- )"‘(3;“) 2[1n(3x+1) (Bx+1)-(3x+1)]

Ahora reemplazamos esto en el cdlculo del Area

Area= - [?22-1, , f 22-1
{ 3x+1 23x+1

Como las cuentas son muy largas, vamos a calcular las dos éreas por separado

22x-1, _ InGx+1) 2
Area 1= —j: 3x+1dx--[(2x D=

.[ln(3x+1) (Bx+1)- (3x+1)13_ ]

& _1__ In(3.1/2+1) 2 1
[(2.2 )-——3 9{ln(3 +1).3.= +1) 3. +1)]]
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[(2.0—1)2(%”2 2[1:1(:*.0+1)(:<30+1) (30+1)]]
_ [ InG/2) 2[, 5.5 5 In(l) 2
= [ - { In().3 - 2]] [( 1).—= [ln(l)l l]:|

[ ln(5/2)§—%%] %: 59 .1n (/2) - /3

Que cuenta larga, no?. Bueno, ahora lo mismo para la segunda parte:

Area 2 = ﬁz" : =[(2x—1)~]£(-3i3‘i11 2 [InG3x +1).3x +1) - (3x+1)1 }

< [(2.3-1) -——"‘(3;“) -

= [InG.3+1).3.3+1)-(3. 3+1)]]

1 . In@G.1/2+1) 2[, .1 ; T |
[(2.2 P S,._111(3.2+1).(3.2+1) (3.2+1)ﬂ

[ jan) 2[ln(m)lo 10] [ "‘(53’2) 2{111(5:’2)5 ;]]

3
5 25 25
=2, ——InlO $200 = D 23
5 In(10) (10) + 5 "3 ( )92
= 1n(10)(-5-—39) $22.252 pusry -
9)°9 9 9

= (-°/5) In(10) +°/5.In(?/2) + °/s.
Veamos cémo nos queda el drea total:
Area = Area 1+ Area 2 =
= 5/9.In(%/2) ="/3.(-*/5) In (10) +°/5.In (?/2)+5%/3. =
=43+ .In(/2)-°/5 . In (10) =107
= El drea es 1,07 aproximadamente

Nota: en ejercicios como este, muy largos, no hay problema si te equivocas en un
signo o en alguna cuenta. Lo importante es que esté bien planteado.
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P g
/G. Haller G({x) tal que Gf—g-—,-l-)=3 y G [x)--l;m(-.i—} para x>0.

/ b 4

Ejercicio 3.

Nos dan la derivada de la funcién. Si queremos encontrar la funcién original, tengo
que integrar :

G'(x) = —sa-_sen(-f-:) > 6(x) = j'xissen(%)ca

¢Como integramos esto?. No parece que salga ni con una sustitucién ni por partes.
Pero podemos hacer un cambio de variable para que quede mds pasable:

u=1/x = du =u'.dx=-1/x%.dx

J-—l;.sen(-%)dr = j’-iz.-lsen(z.l)ca z j‘— u.sen(2u)du
X X X X X

No la pudimos calcular, pero quedé algo mds fdcil. Ahora podemos integrar esto por
partes. Tomamos:

fz-u= f=-1 y
v=sen(2u) = v= [v

jsen(Zu)du = -1/, . cos(2u)
[£v = fo-[fv

[~usen(2updu (-u).(—%cos(2u))— I(—l)(—%cos(Zu)).du =

u.cos(2u) - J%cos(Zu) = %u.cos(Zu)—i—.sen(2u)+C ‘

(SR

Ahora volvemos a la variable original, y tenemos la funcién:

lu.cos(Zu)-l.sen(Zu)+C = —l-.l.cos(2.-l-)-—1—.sen(2.l)+C
2 4 2x x 4 x

P x) —l.sen(Zix) +C
2x +

= 6(x) =
<Y la constante C? Aparecié porque calculamos una integral indefinida. Para
calcularla, tenemos que usar el dato de que 6(2/(3x)) = 3

6(2/(3n)) = M—lsen(
2 G

3z

2 yiCc=3
/37
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3z 1
=> Tcos(S:r) =% sen(3z)+C =3

= 3%.(—1)—%—.0+C =3 = Cz=3+3%,4.x

Lﬂ fl.l!‘lCién nos queda: G(X) = #x_)._ i-_gen(2/x)+ 3 i %_z
X

B ANALISIS MATEMATICO (28) Segundo Parcial m TEMA 3~

APBLLIDO Y NOMBRES:

1 2 3 4 NOTA INSCRIPTO EN: b
SEDE: DIAS: . lil!:lt

: HORARIO: AULA: :
En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la rum

2. Considere la regidn del primer cuadrante limitada por la curva
y el eje x. Hallar todos los a>0 para los cuales el &rea de la rogidn es
mayor que 9.

EJERCICIO 2

Sin importar cudnto vale q, el gréfico de la funcién tiene esta forma:

F(x)= xda*-x*" *

Eje x

Como solamente nos hablan del drea del primer cuadrante, calculamos el drea rayada.
Fijate que el eje x (y = 0) es el piso, y la funcién f(x) es el techo. Para poder plantear
la integral, necesitamos saber dénde se cortan f(x) y el eje x. Para eso, los igualamos
y resolvemos la ecuacién:

xda’-x* =0 = x=0 6 at-x* =0 =
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= a®-x°=z0 = a®=x% = |x| = |a]

Como nos dicen que a es positivo y x también (todos los puntos del primer cuadrante
tienen abscisa positiva), los puntos son x =0y x = a.

Entonces, el drea la calculamos como:
Area = [recho— piso = fx.\/az —-x’dx

Esta integral la podemos calcular haciendo una sustitucion:

uza®-x%> = du =u'.dx=-2xdx
[xa®—x7ds = f(-%).(-Z)x.\/az—xzdx - —%.E:\/;du

Llegamos a una integral que podemos calcular directamente. Nos queda:

x=a

1 [=a _ lu N 213/2
—ELJ;du = ~3373 = Area= —5.(0 -x°)

x=a

s Ar‘ea - [—%.(az _az)m] _ [__;_'(az _02)312] = 1/3 a®

Nos tendria que haber quedado |a|®, pero como a es positivo, sacamos el médulo

Obviamente, el drea nos quedé dependiendo de a. Nos piden los valores de a para los
que esta drea es menor a 9. Entonces tenemos que calcular:

13.63>9 = a®>93 = a>327 = a>3

= El drea es mayor a 9, cuando a es mayor a 3

. 3 /3 .
3. Demostrar que la funcibn-r(:)-rtm(t‘ldujl tcoa(3t)dt es constante.
' n 0

Calcular el valor de dicha constante.

Ejercicio 3.

Tenemos la funcién F(x) = fx:rsen(r“) # _[mrcos(3r)dr y queremos ver si es constante
(en el enunciado dicen que si, pero hay que demostrarlo).

El truco para este ejercicio es que la primera integral vale 0. No importa lo que hay
en el integrando, si los dos limites de integracién son iguales, el resultado es 0.
Entonces nos queda:
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F(x)=0+ f”tcos(Bt)dr s rstcos(3r)dt

Esta integral nos da un nimero, que no depende de x = F(x) es constante
Esa constante es, justamente, el valor de la integral. ¢ Cémo la calculamos ?

No podemos hacer ninguna sustitucién que sirve = usamos el otro método:
integramos por partes. Para esto, tomamos:

u=t = u'=1

v =cos(3t) = v= Iv' = Icos(BI)dr =1/3.sen (31)

fu.v' = uv|: - fu'.v

t=x/3
["t.cos@rr = 1. —.sen(3f)‘ -I Bl.%sen(&)dt

_0

1 t=x/3 11 x/3
= r.—-.sen(3r)< - {— —.—.cos(3!)1
3 1=0 33 0

i=x/3

> [t.cos@ndr = t.%.sen(St)i--;—.cos(&)

1=0

w1 V4 1 1 _
|:? -3—.sen(3 —)+ .cos(3. -3-)] [O.gsen(3.0)+-§.cos(3.0):| =

= 0+‘/9.(-1)-[0+’/9.1] = -2/,

La funcién nos queda: F(x) = f "t.cos(3h)dt = -
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SUCESIONES y SERIES

Sucesion. definicion. Convergencia. Sucesiones monétonas. Sucesiones acotadas. El nimero e.
Definicion de serie numérica. Ejemplos. Convergencia de una serie. Propiedades de las series
convergentes. Condicion necesaria para la convergencia de una serie. Serie geométrica. Serie
armonica. Criterios de convergencia para series de términos no negativos: comparacion, de la raiz,
del cociente, de la integral. Series alternadas. Convergencia absoluta y condicional. Teorema de
Leibinz. Series funcionales. Series de potencias. Serie de Taylor de una funcion. Operaciones con
series de potencias. Aplicaciones al calculo del nimero e y logaritmos.

D N 7/
e_:ElVIlCLOVl _d___e_: SUcesiIOn !

Si & cada entere M estad asaciado un mUmero real

Ay, , @TONCES , & e i ordenado :

A . a,m)q

deFine Una SuCesSion.

)

Oe pvede pensar, Tambich, auna sucesidn come wng
Funciofn cUyO dominio Sen LOS enTews. la l'm%en

der enrero m @S a, et Término enesimo de La

)
.7
Svcesion.

Una Forma de depinic Lna sucesidn es & Traws de
/ ¢
13 pormus para obvener sus Terminos. b %‘MFLO:

{a, =.J_} es La SUCESion | 1. L

bt o e grkionen

M= m 2zl g )T
COnve(‘gLeMc@_:
O o

Uns sucesion fa.l Tieme vimiTe L si para cada
M

§ perTenecievre 8 W0S (EALES POSITIVES, EXISTE Ln
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N positivo (gue en general deponders’ de £]>'ra:_ Que.
\CLM - L\ < & para Todo m> l\q

En ese caso deecimos gue L4 SUCESIOn CcomVeroe
J
o L )/ Lo escribimos:

lim 75 =L]o' am__..l_\

mM—= i

Esro Sguipica gue Los vatores de a, se van acer
cando Tante &8 L gue Siempfe voy & encomrrar

on N a parTir der cvaL L3 disTancio de @,

pore mHyN, a L sea menor & & ((por mds chi
C_}o-.-ro gime. &aa eL £’>

GrapicamenTe.: L

@ —0-etjes—w *+—
% Ay 25 4 %,

\-ws a4, <°e 4acercan a L.

Una sucesion gue ho COH\/@IB&. Se LLama diver%en're.
E svo pvede pasar por dos rozones :

¢ LOS TErminod de La sSueesion ofecen indefinida
mente, Tendiendo & +¢ @ -od.(Ed t Ay = m)

o LOS TETMINOS Toman Vvaralfes arternados, hacion
do Que La sucesion osciLe Sin Tender & m‘m&u'n
VLol (@m B TL LA R I R osc(La).
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Sucesiones MonCTOMASS :

e Una sucesion es crecente  si Lam < a‘ﬂu-il
para Todo m3> |

(FaeiL, tos TE€rminos vam aumentando suv vaor 8
medida gue m cre.ce.)

® Una SUCBf)fO}VI s decrecienTte Si - l Qm > 0.,,,“}
pare wodo mg | |

Una sucesiofm €5 mMAnoTONa8 Si €S Cfeciente O de_
ClecienTe, .

Qucesiones acoradas:
Una sucesian {G.MK CS Aacotada S exisTe oun hdmero
posimve M TaL gue )a,..,] <L M paro Todo M .

(O sed, auat.%zuier TErmino de L8 Sucesion gue se

me  ocuma aéarrar Va a8 ser wmenolr A& H).

——

rearma: Una Suc.e.sioj\n mGwéTOV_@ cmverae, SN y

SOLO Si es acotada .

EwromaersJ COn CsTE Teolfemd podés clecids‘r S’ una
SuCcesSign mondTona comverge Q vo Viendo St emeon
Tas AL él)wa COTa  Para sus T rminos.

%@_ﬂiﬂkg: ia"‘" = ‘,';,‘] es decrecionte (1 )+ 4‘1_) )

y También es acoTada porgue omo Mz | =>



- gq-

L ¢ | . Por e veorems anverior, concwimos gue
m

{_l(.h.z €S Und SUCESIOn CoMVerqenTe. .
@

por arfa parte ceste Teolemd Se enmnende inTuiTivae
menTe. Si tos Q, vieaen cfeciendo y efeciendo , pe
fo no pueden pasar v cierto Vaor M, enTomees
Seauro véin a TJener siue. Tender a &afw vaLe”
menor o iéuar_ a M.

—

ofema del Sondwich

Mochag veces Te vau a pedir gue decidas si une

Sucesno’n es cmVergem're, C no y} en CAS0 en 306
Lo 3ea, busear er Limite. Muchas veces emcontrar
e LimiTe es Fa’ci:, S\ f‘eemplazals’ m par Xy USAS
Los meTodos de ta unidad I& . (Urras veces no es
posibLe fesoLver La indererminacion por ese camino.

En aLéuwos casos Te puede servil este Teorema:

Si am,bm y Cm Son SucCesiones TaLes s}ue.:

(_CL,,, < b,,, < C’_ﬂ y 6clema/5 h‘m G,m = lim C - L
_ m == M —»p9 m

'IYH bm = Lj\

M-

E%emga.o: Dada wma b, oL gue:

Entances:




2
m =+ | < b ﬂi’ 1
3meor S UaS Lo+ S

podemos doTener e Limite de bm sacando Los

£y
timiTesS de (as Sucesianes %ug L& acotTan, S’ @STOoS
LmiTeS sSom iquaLes coineidifan con eL Limite de b .

—=Q
im ;P41 _ i 1t Ue*
m>n 30 | mea 3-1/,2 S
0 g
lim J_::_J_”J'T_ lim _1_(<1>”" - L
m-»pg M ) M-» 00 s e 3
|

paf‘ LO T&VITO! ‘OO(‘ eL Teorema deL sandwich :
lI'WI b =
mM-» 20 ” 5

. - . / .
DeFlHlCAOVl de socesianes por fecumencis :
I

Camo vimos} Una sucesidn Se ]oued@ cleffmir‘ a Traves
de 15 farma der. Terming éeheﬁﬂl. (f’ﬂ‘" ‘-'6‘ Ay = ml/z).
O-rra Forma de dq:inir Una SuCesion es IOOF recyrren
cid. En este caso el velor de un Termina clepemc\e
deL vawor de (03 TEmMinos antelriofes. Q{ %émPLO‘.
a, = |
Qo= N.Ap |
N Pard mx2
E ¢ necesacrio depivir eL valor @, aparTe, y& que Tados
los otfos valefes de ta Sucesion dependef dn de csre.

_———_.__.> La QUCAC?,S;Q/V\ 2% - a.l.'-'l j a"z.:' Z Q,-.—Z

CLS-_-3CL2-.6} aq.,._&l Q5=ZL|J&TC.
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Sub Socesx__oweQ_ ]

Dada uvnse sweesion {QM}JJ., N7 PO/ .

Se pueden Tomar inpiniTas  Subsvcesiones Tomandg
SOLO  Clertos Terminas de esta sucesidh ( fesperanda e
orfden de apancdn en }a,.,?} Es decir , dado omn
Con\onto de ndémeres f‘zu’@z;“’-S;--'I TaL ?ue-.
L( ﬂaz< Ls Coaii y l&c hatTuraLes

pbmg fa .o, a0 |

es wma sSubsucesid, e {a,m}.

Eiempro:
Syempe 19,1.0,3,5,9 41,10, 1,5

} J }.-..

Dos posszes subsucesiones serian :

{cm} 3,9, 1,5, . (con L2 kyoa;bye, Lq,g,)
_ré_o(‘ema:

Dada una Sucesiou ]50.,,,} com/eraewre) CUaL_o,uier sobsuce
Si6n Svya Tambieh serd Convergente Tand eL s o
LimiTe .

Como concLusion de esre Teorema podemos decir gue, si
dada wna sucegidn encontramos dos Subsucesiones can

disrivro Limite . enTances L3 sue. ori&ina;, no es oouvelaem're,



Deg_fm‘eio’n de seric:
Usda una sucesion : {d,,aa yoor) Qg \l

'\%demOs armadr und nuvevd sucesidn de manera gue

eL térmivio 3, de esa Sucesion sea igquaL a La
Suma de Los m rimeros Terminos de )’Qm§

Es decir: \

k-l

i " . ¥
Estw 5uc.65uo'm {Sm.i de. Sumas pafciaLes  se Lamg
Secie.

par ‘emplLo: La serie c.orrespoﬂdienre_ a La sucesion
5] E
=L { esg S . E__
i m ] ’ " =| k I
Cmver%emaa:

Dado que uns serie es un caso parricoLar de
Sucesion | eL criTerio de Canverqemcia es ec
msmo . E.s decir, La serie €3 converéewfe-

31 exiISTe un S TaL que: ' j
M-» ) "

AL L(M'I'\"e. 6 S€ L& LLama 8umad >/ Se escrl'b@.‘.

|' = i _ s
mingosm (Linw = E"QL"'S

Sen
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R 4
I\)o*raatgg: Pa(‘a indicar LOS Termivies de uvna Sefie
usaremos ?_'a_m

Pr‘opie.dad

de Las enes convergevrre-s:
Dadas dos series convergentes 20, y 2b, Y
dOs consTanTes (X 7 @J La vrweva Sefie

Z.(o(am+[bbm> Tambien conve,r%e. y U Sumad

Viene dada r?or‘ :

é—(“aw pbL)- é—&u (3 E'j bq

Condi(:'iof.n NeCcesaria para La coﬁvg%c;a ie und Seric
Si La gerie 2. Q, cs convergente  emtonces:

o],i.ﬂ, A = 0. (O ses, Los Terminos de (a sucesioh

correspmd‘uem-e 3 esa serie Tienden & cer‘o>.
Orea pormd de expresar este Teoroma es:

[Si (l:“n_:rm Q, + 0 => 13 serie 2A, no COH\/erée)

ESTC. S Un TeoEwma muy U/‘T‘;'L. . Si Te F(eaum'raw
st une serie Z ., converge O wno y vas verifi
cas gue L8 sucesion QAm diverge o Tiene umi
Te no nuLo, podefs apirmar Q]ue, Z_am Ai verg‘e

y PUHTO.
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EiempLo: Z \]mk es uvna Serie no com/eréemre.
O 1
Esto se ]Df‘ueloa de forma direcra Viendo gyue_:

I .
ml_vrtw\p;‘_ 69y 1o cero.

O‘O: Si Llegas @ que lim A s Tiende a ceso
= “8 e al Gm ST /
C30 no Te Aasegqursd _o,ue. La serie =2.Q, ses

coweraenre, S0lo gue es f)oscbte, 906 L0 3ea.

Serie éi;@mg';rri_c_:ﬁ:
Las series g,omcs’-rricas Tienen 13 porma

dande X e$5 Uh mimero rear Fid‘o.

Estas series se sueLen empezdr con M=0, 0 Sed
que. 3, Serd:

Sm = éx‘“ w4 KM g™
{%demos chTener La FO’FMULa Paf‘a eL Termvo Sm
de La siqguienTe manera:
Om= | X X%, . 4 x” Hucripuico por x L@

.X de arriba Las
Ros S om Koo Ko 74, 0™ Cesro. 4

(l"’()sm‘:- l- KM-H ==-> \fm— I_XMH
|- X

= 1T X |

pal"a X=l es FSI'C,\‘L‘. 6(;‘-:; I-l— |+-.- +l = fh-f"(

Te,niemdo La Fo’rmma Podemo.s CaLCular &L Ll’miTc

C?:i cS q'ue. exisna) de esra Serie !
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im 3, - lim 1= X"

M—»0q M—og _i__._>_<_=r.‘?' =1 'X)<‘\

,x,>| eL Lfmi‘re riende g ) y L3 derie nQo
Caﬂ\/ﬁf‘ée

Enromacs Si )X <|) La sene me coﬂ\/e«rae- Y
Su Sume esg

I—-x

E_; pLo: ObTener La suma para a8 serie E_ e

Primere (8 tLevamos a La ol ma de La serie

(380144 eTrica: cs‘re. es X .

%) 3"25-‘ = %l li_l [?(5 - ‘]

Las congtantes L8d
/
Pode€s sacar pacTor comun

Le aarcép e Termino Para
=0 S& O YesTo a’:uera

(vare (3' Y- l)

Ahora s sacamos eL LimiTe:
k.
lim1 6(m 3! ..1 ellm ] G
M-» g éo( )
con L3 ’r;_
muLa de,F.;a = -———-—'- - 6 = 3)
Serie 6&9;«1. | - 3
Serie acmdnica:

La serie armdnica es lé-(in—-l Se puede demos

Trac ?Ue €STa sefiec es divergenmre .
-}
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S Tomamos LA Farma mas é&nerdt‘. [Z—MLP—\

se Fuecle demostral Q)ue sdLo sers’ comverﬁenve
8 p>I. Es decir:

converge < > v (ver demosTracion
z 6 F mas adetawc)

w P

mcovwerae si pgl

Ceitecios de  convergencia Jpara series de TECminos

ho negaﬁvog .

HUV POCBS Veces €S POSibLe cbtener L3 Suma de
bna serie. (como en eL caso de Las CCjeowaéTm‘cas).
Lo gue en 8&46&3:, se pvede saber es si es conver
ente O no. Hasra ahola TenemosS uLh CNTeNnoO: S|
Los T€rminos G, no Tienden & O Seguro ho convelge
Peco en caso de gue S Tienadbn & O habd %ue pre
bar o aa.éu’n meTodo  si efecTivamente converge.

A conrinvacion vawos a ver aiqunos meTodos pars e
Ca50 &M 303 LoS (A, Son POSITIVOS © cero, pera nun
) neaaﬁvos.

Critecia de go__m_garamo'n
Si 4,20 y b,>0 pars vado mjp | , Y existe
una constanTte PosiTiva T :

posi C ToL gue [a'“‘ <c bm}

Pafél Todo m  enTonces, si me conve,rae) ZQM
Tambien covwerae..
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La concu_usio;n de este. Teorema Se puede. F‘ormuLélr‘

'Tambie'n de 13 AQUINTE menerd: si Za,m no Cmvcrge

2 b,, Tempoco o harg’

Nﬁel-. S se sopfrimen un N*® Ffwi'ro de TErminos ar Pml

cipio de una serie La COm/erchenc;a o diveqrﬁencia no

Se ve GFGC.T&dd_ por Lo T&HTO} €L Teofema anverior
7 . /

Tambien vale S soLo 8 veripica d,< cb, pars

m2N (donde Nes uvn N° f:fdo).

E empLo:
“& 2 Queremos saber si 2 -J”—‘T ES Comveréewre,

SUPOVIG.MOS que s y para Frobamo buvgcamos una
b, que L8 acote y pafa La CudL sepemOS que con
ve,r‘6e. \/C’.amos

mlem(m-1y..3.2.1 > 2.2,.2 _ 2

m-I| FaCTOf'eS mayores mM-| veces
o iauat.a-s 3 2.

— =1

-m

Evronces - bm._._ 2 g Qe
" —4

Como me converqe (Bcome‘rﬁ‘ca con X= 2 )}

-

Q)
Nora : Tambiech podés usar este criterio para pre
bar gue aigona  secie =b, divergel buscando aLqu

sabemos Q}oe ‘r'ambie;: Cmverée.,
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na za, Q[Ue, diVe,r*d“a ToL que me}clo,,,.

CriTerio de cmgaracidn poC gaso 3L Limite
Si a,»0 y bn >0 para Todo m 3 | y

L“M Qwm I}
mM—= 00 bf‘h

emoices =g COnVeF(cSe. => me cowerae,

S5i, en camhio; ese Limite es cero .a im pLicacion
Soro va hadia (a l2quierda (Z b, cmverée. = 2 a,,
ccnve,rée,)

Notra: Cuando km Qm -1 se dice Q)UC- fa.,z y

M~w 9 m

§‘o,.,,f San  Sucesiones ASinToTiCawmenTe i%uaLes_

E&WPLO‘ La serie 2 | €S no cmveraewre.

(o (m +1)
EsTo Lo sabemos porque 3 compsramos con La

Sefe armonica = 1L .
"

‘ \ ——

lim Von - l;m WD lim l+nLq = |

M—> M
24 me.(m-i-l)‘ M- m M->pd

J=

Como = 1_ no Converge y €5 asinTdTicamenTe iauab
m

a 2_ |
\,M(Mfl)l

deducimos Q)ue TSMpOCo esra COnvefBe,.

C”'re—ﬁ\o de La ilfl"f‘eq‘ raL : Seas (—'(x) U8 Fumafo/w
A=

PosiTiva  decrecienTe deginida pafe Todo feaL X >



..qq_.

Sesn - \ S = LZ: F(Lﬂ ¥ L’Cm =J FG dx}

/il
pad  mxz1 . Entonces © ambas suvcesiones {Sm})’

%’Cmi c:cmvm"acmJ o ambas chVBracn.

Gra'Ff camenTe: v 4

'Cm es ‘;éuau aL area baéo La corva Fé() desde x-|

L\&STa Y. Sm) en cambio; e5 1guaL & La Suma de (as

a?cas de Los cvadradrros <CU>/(§ a?ca es, 'usTdmeyiTe}
F&}) hasta m . LO éjue, cL Teofewma dice (\/ ?Ue aca’ 1o

VamosS & cJemosTrar> es gue ambas sucesiones se com

‘ \ Jeraen .
Ioor"raw 80& . 0 rLas dos aonveraem, o tas dos di cécm

E'\empz_o-. \émos 8 demosrrar G'T\)e,

La seme > _\_
0 ) 5
c;0nverae SoLO S P>l. para €S0 uvsamos eL Teore
mMa anTerior on F(x) = 1 enTonces

P /
X
m
3 =2 1 |(es jvstamenTte La Serie armowca
™ in j(P ) /
| 5@4 eraLi 2ada S I/m p)
't Pt m -
T L dx = 25 l » m P P;Ll
)(P "'P'i"l | l-"P

|

Qm([x\),::fzm(m si p-
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Ahora vewos s T, converge o vo y o gue’ casos:

TP el -g <o (p>1)

i mm e

ﬂll‘:"m Tm = { M= L-p %) st 1-p>0 (P“)

im Ia(m) = 0 si 0=

M—=2

Evrronces . _Cm SoLo converge  Si P>l : Q:Jr eL Teo
(ema, S, Se comporTard YQuaL .

Cri're(‘io de La a2 (Cauchy>

Sea Zam Lhe seriec de Termivos mo neaariuos TAaLes

E}U& | lim “?ﬁa,m - ,a

M —= o

Entonces: o Di Q<l) ZQM convefzje
o S L , = R cliver‘ae.

» Sf Q:J , ho se PUG‘»A@- s&ber Sobra
LB comve,rgem&'a de 2, .

Enromces, esTe cliTerio es moy lora’ah‘ao v UTiL

Siempre ?ue_ J no Te de |, (En ese caso hay
Q}ue. ,06561(‘ A vsSanr dtau’m oOTro CriTe(‘(O)

Eé'emgz.oz = " comverée 7

Usamos eL criTterie de ta raz: ¢ es memarg’ L.
P )
m[
m —~>~AX M == DI mM Mm-=mw N

g}( Lo Tamto =M™ s c,omva“ae_.
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CriTerLg deL cociente. ( D'ALem ber—r>

Sea Za, wa seic de Terminos posiTivos Tates  gue

(“M Amer  _ \
M- a’m =

EVlTOVI ces ;

.S Ll Za, converge.
«Si L4 Z.4, c)werae
e Si Q:I , ho se sabe.

E(\;EM‘QLO: D&ddi(‘ S 2_ m! Can\/e,rée. Q no.
m

m
Hacemos Gms para ovsar e criterio deL cocievre
A m
C’—m+- ) (M+I>J/(M+lm“ __._M%';l/ nm _/ m >m
Y TR S OV IR
U sando i (mﬂ)! = (fh-ft)_m_(m_')'” ] « CM'I'I) ) fh.l
(m-l»t)m'”;—_ (m-t-l)m (m-}-l)
L\]_O_'\__F_\_: La sucesion (|+-|_.m es una sucesion _o,ue,
m
dpafece por T0d0S ([ ados. Se.

Puade_ demosTrar 5}“’@'

Cs mondTana cfecievte Y gue Ademss, eS acorada.

por LO "\.“avr\'woJ Por wo de Los Teofemas Q)ue, Vimos én

L& parTte de sucesiones, Podemos de dueir gue Coq\/e%e_
E. LimiTe AL Cudl c,onverée. e§ eL nNIimero e.l

O Sea QIUG. :

M— X

lim [ +J_>m= e -2782..
m




E__n-ronc.es-.

lim a'(m—-—-—‘ = l‘lm a4 "”l= lim l i =

M~ Ao, M b My Mo 33 M+ | -
M

: J
I F I S = . wes
o -
Tiende A& *C.”‘, ComO clz‘gimos acich

Por la Tarro 2. _ml converge
M @)

Series A L.Tcrnada__g__ :

Hasra ahara vinimos Trataudo con Series de Tefminos no

negamivos. Las series aLTernadas Son agueuds coyos TEM
nos son posiTivos Y neqaTives de pormg aLTerndda. £s dedr,
Son de a Forma

> k- L-i

LZ: (-l) Ay, - a, -a, + a, ... +(-|) ap, +...
donde ws ap >0,
&‘é‘-édé%‘ Si {Q«.j es Und Sucesion mondTons
decreciente con  Limite ceo , La serie arternada
2 (-—I)m-la_m conve,rae,.

’ -
Ademas, si S es La sums de esa seric aternada y

Sy La Suma Parciaz, hasta m, Se Tiene:

0< EF (5-80)< Qg
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Em-amcf_s) LO %ue, dice Leibhig es: Si en vez de Tamar
La suma TateL de La serie, S se Toma (@ suma
paraiaL hasra m} S,,,,J CL eccar “S-Sm" CumPLe LO
SitguienTte:

. (-1)"‘_ C‘S'S">>O —> o ses gue et signo de
error es  (-1)" gue es ec Sféno der primer TErmi
ha no sumado en S, .

o ("130‘(5—5“)(&,“1 —> CL vaLor de. error es wmenor

que e vaiof Absoryto der primer Término ho Suma
co en P

%prl %:Lm_ es monoToma decrecienTte y sv LimiTe

S cefo. por LB reat,a de_, Le‘.bniz sabemos %Ue. 2@5‘*-1—1_
mM

converge..
Gra/piémen-re L3 suc.es‘ofn l)m“l'
; \ (- Y, es:
L IR
V. | T~
2 ) 0,3_ )
l, M oot .~
-l | AT
2 _ A
- a,
Ll S —>
9 es (a suma de Todos esSYOs VALOreS
- L -
S5 €5 3 suma  S-sg es La suma desde M- 6
hasta m=5 en adeLanTte .

Leibniz dice, poc %MPLO’ goe (con m=5)
0< -(D-3%5)< L
(5-35)< &
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Canvergencia  absouusrs ') condicianal
O

Como vimos re.cie:n, La sgene 2(_: S cmverée_.
44|

an GVhb&!BO 2-—(7-:— no conve,rée,. 65-1-0 ;m[o:,ica ?U&,
dada Una serie Za, Convergente (a.,b._.(_l)"‘"_i_ en eL
edempw>; La Sefrie 2[0.,,,\ no necesariamenTte Con

: s JA_ 5 a
Ve(é& (la,,,l = L Por;]ue aL Sacar eL mdduLo de.saf?_
fece cL 51‘8140)_
E:Lsiauiewre, TR ema c:lfce %ue,’ cn camloio! La t‘mPLicacio':q
inversa s vaLe:
JToorema: Dada vna  serie Za,, , si Z]CL,,,,) con

verée, cuTonces ZQM T@mbie Cmvcré("_.

Evrouces se degine.

Serie sbsoLurameyTe, QM_M%& Una seriec Sa, es
bs. conv. si 2'Q,,,| Conuerée.
Serie _condicCionaLmente converasre: Una serie =4,

es cond. conVv. g Za, Converge  pero Z]Qa,] cliver(jc.

por LO *ram‘roj L3 Sefrie 2(.—1)%‘_[_ esS COndiQfOn&[-_
m
menTe Cowv&ré&/rre,.

M=\
Qor arra f’arTE-; L3 <enc Z% es 6bSOLuTamem‘Te_

converqenTe, Qrgu e Z . ComQ Sab&mos cs Con
A P mz ! /
veréenfe.
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Series de. gunciones

Masta ahore hemos Tr‘a‘rddo con  Suces\ones y sefies
Coyes TErminos eran nimercs (eaLes. Ahora vamos
A tonsiderar Sucesiones «;me donde. cada Términa €5
Lna Funaio,vz reaL. Cada uvna de esras lcunct'owe—s G C<)
Tiene Un dominio .Dl Comn \oara Yodas. Thra cada
X & D Podemos CONSTTUIC Orra SUCesidn %F”'(’QI de
némerqg’ donde os TEmMminos Son (OS C_orre,erowdt'&fﬂES

vaLores de Las funciones e X.

Q - . v /.
veda depmmlal enTonces (A FUV'ICJQVI limiTe F:

M —» pg

\j@c): i Fon () con X £S5

donde O es e Co@uw‘l'o de ppunTos X para  (os Cug
Les La gucesidn <F""Cx)_€ converéc.
VDecimos 851/! siue, La Sucesion iF”‘_’( converéc 3 F o

eL cawmuvnte S.

E\empLo: Tomamos F’h (x) = X" can 0<X €| (o Sea
U , )
qUe, D = [O-, i]> La Funaiov\ LimiTe &5

O si 0gx<|

C6)= lim x™ _

(h—= Q

| St X=\

En este caso S coincide con D) Porgtue_ ?F""G‘)E
cowe,rée para Tedo X en L,
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Una sefie d& FUnciom&S es, ComO cle,bés Sopome,r’ ona
sucesion de Sumas parciaies de Termivios de Una suce
Sio’m de Fuwaiowe.s %ij Ehmmceaa} (0SS TErmines de

LN serie de FUmCiome.S son

@ " Ft‘i’Fz.‘\”"‘JrFm

Trming ceuesimo de La serie.
—ra'.mbiefm G EesTe CBSO! Para cada )(} chﬂorar una Serie

numerica Corres pa«dl‘em're ; Z |:,‘,, (x) ‘

Series de porencias . Tomando tos TErminos
\E,,(x)z Q. (x—a)“‘J} ta serie de punciones comes

pondienre se wams Serie de poTencias de x-Q .

Fara cada X (a serie numérics c’.orrespomdfen're Tiene
Términos c\e. a3 Forma:

c L m
Es M (x-a) - a4 @, (x-a) ¢ .. 4 a, (x-a)

ESTaS Senes doaver em’m Q o depaadiemdo de. LOS Qm
Y det vaitor de X

Qa_d,\;gé; mnverﬁmc‘a: es e (adio’ deL inTervaio de

centCa “Q_qpalB L CvaL St CumPLe, gjue-.

e pam Todos Los X perTenccienTeS @ ese anTormo
Ld8 Serie de POTGMCde C&fwex‘&e;

¢ P33 Tados os X exTeriofes a8 L (8 Senie d:que,.
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ompLo: Ruscamos et radio de c.om}eréemoia pera L8

Serie de Po'remcias z —(’-"1-‘- X (a,.,ol en CSTE ca&i))

fhra eso Vamos a usar eL cciTefio delL eociente.
Como, 8¢ X<O esa no es uvnad serie de Terminos
poSITIVOS, pers Foder USar eL CriTefio vamos a pro
bar com. abs.Si 2]—1——’(“‘ cowefae =2 1 X" comverge.
ml m|
esTos Sown LOS Q,, para ev eriverio

I.L..... x"‘*‘l
(PP (D) lim ot XML e XY O

has \_lTX"\ mee (malyat | mee o
m

COnCLUfw.O&, enTOmcesl gfue, L8 Sene Z .;ln_{: Km cmvaae

absoz.u*ram&are loafo C.uat?uier vaLof de X..

EHTOV\C’.ES) éL radio de conveuawaia de. esta selie

de poTentias e€s 69, (conueiae Vx & IR)-

Gré’p’camemre., el urervaio y eL (adio de mmveaaaacia

son o

a-c a ay C
¥, ey " —A —>
dv clat’n Ga inTervaio de diveréencia :

Cﬂwﬂaemci a

Finat—mewre; cada Serie de Po‘rewc.ias dan‘we una Fumdofa

Suma c\;yo vaLolr e Cada X d&amewalo: de Conv. CS:

) = 5 1 (X“"ﬂ e © 58, fE) es e Limite

de 8 seric = a, (x-a¥
(en tos X en que, esTe Umite &S Fimi‘ro)
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Se, dice, enNToONCES, %Ue' La sSeqie represenm LA Fomctofa F

en eL \nTervaLo (a-(".J 0_1-{") )/ oe La d&aOmina czle.Sél_

Yoo en Serie de £ seadm FO‘remcias de a..

p(‘opiedades cle L3s Eumcfovle,s represe,mracﬂaq Jol
series de parencias

Taorema | . S{ ua Funcio:n esTa rcprﬂseﬂ‘r‘dda ’oor L&

Serie de ‘ooremejas ch>= Li a, CX"Q%X Q)
=0

en €L iurervalo (a-; atr); emtonces serd coviriwa en
eSe inTervaLo )/ Su 1vrre,5rat. en auat,giuier‘ MTervaLa

[ a-R ; 04 rZ] (c,om R< ) \omlra’ CALCULACSE 'm'r%ravdo 3
Serie. TErmMio & TeErmino.

For cjempuo, para Tado x & (a-r, atr) se Tiene
x

F d - i a 3 N b s _ = Q _ LH
) f@dz = Laf(f ' dT - = F&(X a)

a

/7/' - X
(epresenTacion en serie de JF
por orra Par're, Se. Puede demosTrar QIUG‘ eL radio ¢

de ouvergeucia de ta serie or,ainm y e de (3 seric

InTe,chrcada Son Buaté‘-s (\’" h ambod casos>

Teof‘e,ma 2. S una \L\mc,\o';n F‘ esTa r‘e,‘oresem'rada la:f
la serie de potencias @ en e inTervalo (a-r;atr)

de converéeuciaj eITOnCes Cxiste ta derivada F’(X)
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Para cada X deL inTervaLo de Conv. Y vaLe. :

F’@‘-) _ é k.QL (X—CL)L-{ (et Términa pars k-0 desaparece
le =1 | porque es consraute y @ deri
var se va).

Ademas, eL @dio de tony. de esta seric derivada Tambien
s iquaL a (Como Para L8 Serie oriéinal.}

Serie de la enerada pac ona Cuncion
Jefe de loyior 4enetada g g uncion

Si a La e,xlore.sfén FG‘)"' LZ_.oaL (x—a.)" LB derivamos m
Veces giueda Lo

Q) =
F (x.): E—m kl Qg (x-4 (e eL Unico Termino

que no depen de de (X—Q)

¥ evawando en X-q - ) es eL g’ viene l=m

F (CL>= m!l a,
EnTonces: e
Q= (?-) para cada m >0
™

esa es la porma de calcuLar (oS coepiciesres de
L3 reﬁ;resemracroﬁ en serne de porencias de Fé{)

—ré,of‘emét Si dos series cle, Porew\cias/ éam (X-—GLY'
m : . .7
)/ me (x-&) , Tiénen LA I:msma Fuwcuaw 8uma F‘(&)
. W, 4 m
en un Oierto eMToMmo de GL/- cnTonees Clmz.bm-_-. F:h)(laq

/’
EhmnaeS’ Toda puncion due Tenga derivadas de cuaL
qui er orden en Lv INTErvaLo abTerTO @ ToMMo ar puv
0 af (‘mginh-aman-re, derivable diremos> Tiene La



Siau'\&ﬂTB re‘O(‘CSOaTé) C‘l'O:ﬂ én serie de \Om&n ads

P

-]

()= &, EL (x-a

c:lovuc]e. F(O\(qb (EL primer Tetmino de La Sum a.-roria)

e . v
es, SimpLemeuTe F(a,>) L8 puncion sin derivar evalua
da en A’

EST& fEPreS&'\TBCI&q se. LLAma 36(“\'& de T;;{LQ_{‘ aenerq
da PorF aL redeckr deL RUNTO ‘a?

COMO ya debes haber wotrado , OS5 Tetmos de esta

secie Son OS  MiSmOS que Los der poLinomio de Taycor,
E:s decir) Las <Sumos fl:?(‘Cié)LeS de estad Sefie Son Los
Pouinm‘nas de Taycar de cliSrivrro.s ordevies de F(X>

FIN TEoRIA DE SERIES
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EJERCICIOS

l__l_ Obvener el Termino 6&4@(& de. 1A siguienTe  SUCesidn:

F &84 23 teyd

Fiiare gue wos denomiviadores en cada TErmino, coin
ciden ‘con m° ( 1,8,2?,6‘4...>_y c;iue,}adema's,
eL Signo €S alTernado Pudié'ndOSa expresar  coma

N “E_nronces =
) \amf--_..(") ] M2
m 3

Nara: No hay o método mecanico f)af& resoLver 8‘@_&:{(:1‘05
QMO esTe | €5 simplemedTe QL Tanreo, Probando disTin
Ta% opa-raaes a ver cuvaL da.

Lz_l QObTenec Los 5 Primeros Tdrmivies de La &‘éuu‘csme
SUCeSidn (ex\orasada de earma re_cUrreMTa>:

{ a,=3 /'/ fa@ m > |
An= Ay + 2" (cada Termino depende dec
TEMCMing anterior.
60&40, es FéciL T = W’;
2 |
Gr= Qoo+ 2% @+ 4 - 3+4-|F
a'br- a.2+2_3= "?'-‘—8 =- ?'
Qe Og ¥ 2% = 15416 = |31

Qs = Ou+2%5- 31432 (63 J




VL,

@ada %QMEM&N / a,m=1.-_("_‘):’

ZM

960mpw:rar La Siéo‘tewre TabLa )’ (e_loresevrrar:

" b} 2 3 4 5 6 | 7 &
s 32 | % | s |'She |35z |°%en |28 |2%se
|@m-11 | V2 | Va |8 | Vie | V32 | Veu | V28| Vose

2™ 2"
A

%7 T SN I _:L_ * Q,

| s s anide sl g cilies
: o . T | *'—*—I

23 J T T S B o |an-1]
| ' ;
A ST S S S S
' 2 3 4 5 ¢ ¥ 8 M

Como L ve om e ra'cho, Los TErwminos A, oscitan
arLre dedor de l{ac_éca'mdose cada Vez mdas.

les, ~sdrmivos ]qm—j] Son  mondTonameute decrecien
Tes, acercdndose a Q.

QCGL&JL&(‘ e umite de ta Sucesion )Sa-m_(-

lIWl O-M = |IWI ( I — ("l)n! - E
(h =g M- 2m '
TR C)" oscia, pero es aaotada.

Camo 27 e s ) Crrronces
M —=pa

&
{ ¢ .._C:l—)-.. ——p@ *
dec ra‘:too; eL Lwmite de 2.M  m-=o

E—Vn'wo@s, Coma €era evidevrre

La Suc.es'xo/u S [
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9 Havwacr Taios oS ™M TALLS gfua LA diStanda onre
e y a Lwi T Sea  meror gue. Q,!.

Le distancia enrre 5 y | es , P ;\ = —2|_T :
(onemos La condicidn 'a_m_ |\ <0l =>
4 <0l = l “ %

—<Ol == 1 2" 5 10< 27 —=>
A o

%Zro<m — 332<Mh —> Lm;.q\

Evronces | de A, en ddelante Se cumpie (o ’oeclido

Lj__ Demos'rraf‘ PO[‘ d.&FiV'!iCiO/H %U&:

lim 3m% 4 | _ 3
m=u MMy
(,» EL umite Se f?uede obrener con LOS mis mOs me‘mdos

ve Se uvsanm Para VariabLe (eay (aomo SUoen ez de m

d‘tgera x>. Es decic:

tas frechitas significan

(
2 70 ifense 6%).

lim 302+t |, Wt (34 Yme) -3 (s3]
M~ oq MZ—M-}\ M — 0 \M(l_.‘/m+%n7_> A
o o

En esTe %‘we;aio se f)ide gfue campmebes _c,)ue ese
e oL LmiTe por de{:x‘mc}oﬁ, La deF_ de LimiTe dice
giue, 3 es & timTe de ?amz Si: pars cada &

(teaL posi-rivo> exste on N (posiTivo Y dep endievre de&)
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TaL gue : \a,,,_s\<£\ para T0d0 Mm>N

Enmaes, pare veripiear eso, emperamos Imponiendo s
con dieidn lQ,h-3l<£\ Y buscamos Lueéo e N a parir
der cvaL eso se cumpLe. Siese N exsre , se prueba
que 3 ers cpeaiivamente & Limite de ra sucesion -

3miy | 3\= 3oy | ABM +3M -3

mi my | M2 m4
- \ ;’:‘2 & & <& condician *
oy

Ahora se hace La Stéufenre cadena de desl‘(juaLdades
Pard SmeLth‘car 22} u’sg}ue.da dsL N a Par‘n‘r der ayaL

Se Cumpre La condicion.

dm - 2 < 3m < Im m
M2 my | @ mEmyl ® mZm @ m*—1mz

@ 2

= 3M  _ |6 <& | e s eso se redud‘o La condicion »
Jz'.' m# M

..Ti_..< g —=> % <M =S 5.‘m'or,emen‘re TOmando

3 N ‘%uat, AL primec aTero  mayor 8 £ (Para eL &

Ciue %UI&IBS}' Se Cumpte La condicidn . por LQ “Tm
TQ Se ha Pro(oaolo giue 3 65 el LmiTe de La suee

Sidn %amz.
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Jusripicacim_&s_‘- Todas Las desiquaidades obrenidas Tieme
Coma med LlLegar 8 Unad expre l‘d« SimpPLe der ﬁloo
C/m < & (domd& C es una c-re.>-

(1) En esva exloresicfw S8camos Las bartas de mdduco.

Podewmos hacer eso si consideramas Q}ue:
%501-—2_ SO s> esTO es verdad s m>2Z/,
MMyl SO Ay esto es verdad Siempre  orgue
MmZ m4l €S una Para’bo:_a hacia armba U
Siv ralees (o sed, Sy vaLor €s S(am,ore_ >o)
E__vr-romc_e:-:-.sl Fomawdo @0 condicidi qoe m>zz (w
waL vio Tiene semrido en este caso Porgue esO Siem
pre es verdad, ys gue mx1, pero Podr&a Teuer  sentido
Si hubiera dado uvna comdiecign dew "r:‘Po m>3), Se
pveden sacal tas barras de mdduco.

@ E:STa 36’550&0‘8::! SaLe_) SimPLeméMTe. de C_}ue,*.
Am 2 £ 3M (siem,ore)

@ Como w2 myl > m2m => _3m  3m
m?Z_ m mEZmay |

vaLores F?oai-rivos}
pof @0 puedo pasar dividiende sin dar
vuerta La desiquardad.

@ ESTe eSS CL TfU%UfTO f:tnaL, COne'\c\erdmos m>2,

entonces :  L-m > | - LM 5 e
TME>M = Ll -m =5 mEAm < m=m
(1) Z $m? &
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> 3N o 3m

- M ?___L_mz.
i pa

L\“STO) eL resvo sate dicecto.

podmos olex:ir, entonces, %u& ,Qm—5\< Q0
(Fer gempro) si m >6_.600. O sea, desde
N=2col en ade.tavrre, Los TErminos de La sucesion
S5Tan 8 menos de O}Ol de_ distancia aL 3.

l5 USando e Teorema de inTercalacidn IOFObaf‘ gfue:

lim ( ‘ ' v o et _
M -0y \l—;\‘! + \lm-Hl + \)m+m> =

Hay que buscar dos sucesiones a,, Yy Cm Tates gue:

1 |
An & ﬁ+ﬁ++ __‘_—W < Chm
Y que , ademds, Teigan LimiTe ( En resiidad cvando
L es o basta con eucontrar Qq, %ue =8 menof Y
Qyue, Tienda a4 00>.
Para eso vemos que Todos oS suwandos de ta  serie
Tiomgrepa porma Ypom G (<, y,6 enTonces:

ML £ 2m (E<m3 =2 _ZITyréml‘ -
+¢
\II—T'\ > - B T s T T SO L 4;71]
mHlt Tz m] 2ol ™ o' 2
w‘————g

m Sumandaos
Con eso dbTuvimos [&m nJ_nE ) L& cvac | cbviamenre,

Teme Limite od.
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A(}lelmﬂfs CQMO M C;’m = _\_——- : ‘ —=->
‘ ! e vy

YL t il = "_]

o ? Tor 1 T 2o "2t ot

/ e
)/861 Tenemas Cm = Jml asyo LimiTe. Tanbien es .

6 | Carcurar Los scautem-es timites UTitizando im Ym L |
M= pg

) limsm\](sm l) [ MJ\’_\ :m MJM m

M~ m—= o9

tigmemos M= dm-l (rm ya no es esrero)

;lim mﬁn—lm =E_

)Jnm /‘4

M—> s >

)
3
[ —
=
>
N
| I
R
I
3
I —
3
3]
3]
, SN
3

L:f_l Dcmoesn'r‘e. %ue. La Séu\evﬂ‘e, SUC_CS\OM eSS ho
COM\)BI'EEMFE.
f =) ,( N

t_sTa SUC@S\OW e ¢ —1; l,‘"j; ‘J ---)_‘)lj_j}“'

Los Térmivos con m par Fbrmam una subsucesion
B, = | Cuyo LimiTe es |.
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% ./

los vdrminos con m impar corman  una sub sucesiah
Coy =1 e,u/vo umite es -l .

COMO Los LimiTes de, dos SUESUC@S?M@& de. O.,h Son
Y . r .
distivtos ;. emronces @, n0 aonverac (ne Tiere meTe)

8, Demostrar si Las S&ufemres afirmacianes san verda
deras © FaLsas.

V) lim @petr n lim by oo = hm @
M=oy M =0 h—~w b,
FéLSEi: para. den'IOSTI’"&I"LO POﬂGmOS Un C!OVITPo"%'empLO y

LISTO . on Qm‘ %) )/ lom= m? se cumpte (a8

%ipoﬁ'esfs (Los umetes Som aa) pero

lim Qm - lim M i = O # |

—

M =09 bfh M ~—»o M2 M~ 59

9 Toeda sucesion 3cotads es convergente .

F—a:,sa \ Uin Contra ‘quPLo es la sucesion des % ¥
O.m-.-.(-l)"' es :Qo*rac\a: Ia_,,,lgl Vm £ IN Y

\ ooy vergenTe.
Sin embanao; como ya Probw:,, na s Con 8 Te

\ql Catcvrac, si existe, e timite de (as Sn‘aufewres
sSuces\anes.

” 2m
m T ™M _—_—
27 3m + 1



(

=1y ) e 2
90, =W“M 9 @, %(m+c>_%(m)

. o
=2y Zmr—A m —»06Q | - =D
9)

Zm
b lim om+2 = fim [ + ‘ = =
N =0 dSm4 | M 20 3m4|
U divido - 3m4z [3m+l

T 3myl |

M —» 0

LLevarto a8 esa Forn«;&).

- l|m l + _._._l_....... 50‘1" 3“4'1-! S — (2_%/5
M=t 3+ | T

CST0 Tieude

v/
(\/dmos a uvsar lim (( +_L_)ﬂ’?’ as/’ Ejuc' TraTamos de
m

Todo €sTO0 Tiemde o “%‘
a ‘e’
: ™ %
9 lim (Y =t Y _[0]
M g = Mm—>eg 2™
Esto 3e ckbe a g{ue J_ es uwna Suc.esio';q convel”

m
8&4'1‘9_ con LimiTe 8&3{_%3 Cefo. >/ C-'Om s UuUna

o
Sucesion Mo Conv aréem—e COSC{L&nTe.> , pero acotada.

. |
d) lim 20! ). 2 = I ___2____.=@

Mm—wn M| m—=a m) - | Poemadi 0D
m\ ]

0O
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9 live oy o = i (e ) oo + )

. = M o0
inderermviacion \‘ Mé"\-l"i) +M
(00— &)

< lim m(’“+“>2— M _ im Pt amaar®
e \IM(MH Y 4m M= \[mm+4) + m

= lim !um 2.

M >0 WH m—-“@+l

0) b, [ e - o, [y ()

"o B ) - 'g0-le]
.

Viste 7 No Tiene nada raro, es Lovmsmo gue

Gue antes  pero con M en vez de X...

Ll—o—- Fare cas Sféui%es Sucesiones .

{a"'iz "£;0; 252,05 2y fb,,,?:sl_}.é_j Lt
ObT&me,r:

Inmglm Dlmb Ol (b

d) lim Ao

M —»pq bm
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a Eswa Suce,Sicfm no Tmieme LimiTe (c—:s oS ci:,am'e,)
FT‘(SaTe, Que hay 3 sdosucesiones gue Tiemen # Limite
a; it -
§a,’;hi=o;o)oj... e LimiTe =0
;a’kz

m§ > 2,2y 20 o LOWITE w2

b) lim b, =0. . obvia, m07 Esta suvcesion es
M= / ’ '

b, -

._‘la. ‘oara mz95, as\’ gue conVerda a 9.

9 Coma mei €S dcorada (}CL(,,) < 2>, dungue no cmvega,
)’ ibmi Tiene Lwmite =0 —=> l-.‘m (ao.bm>= @)
Db, S -l ma,

N
Caca La SUCesidn 3mqmg hay 3 SubSUCesiones} una
'
Con LimiTe -*0()} arra cont Limite O 7/ arra ©d.
Qof LO TaMTO, No TYieme Limite .

u, Para La Sucesion A, = |+ FI_ decir si:
a) Crece o decrece
9 CO*NE’J‘ae o cln‘\/arae
9 Es acorada O wo.

rimeros TErMnES son: 2.3 .4 .5
Los pri S > 2
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O sea: 2; I,S; 1,33, 1,25, ...

E videntemente es decreciente. Fara pmbarw com ,oam?s

Q Con ;
M a-—m...l a«m=‘+-n-11— Qm+| = 1‘|-"——l
M+ |

=D cowerae

T
J'_m

=yl £ 2 => s acorads
m

Nota: Como es mMondTona decrecisyire, Y acgrada nece
, -
SaridamenTe debla Ser OOnver'dche.

Ahors Pasdmos & Los ejereicios de Series

12 - - ; faut
L__ Oe.nermmar Si Las Si&UlevrreS Series, de Tetmivios

posiTivos, Za,,, son convelgenTes 0o .

9 A, = Mtl
2‘”1

Vamos g usar eL criverio der CoC evrre.

I
liwt Goe i Cmﬂ)ﬂ/f“ = lim > 1
m=w  Ap, =g Mt/ 5 m m—>pd 272 “J <

COMO é:-}.z.. ) cgluc, es wmeviar gyue. 1’ ‘oor L enTeio

deL cCgciente Zé?.n,, convesge |
. J
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9&,,,,7%

E_ste es muy Féoif_. Usamos La candt'ciofaa Necesaria

para La convergencia de vna seric. (omo lm a,,
ho es cero 1 iy
—> la serie Zaq, no converge.

9 Q, - _ml
(m+2)|
\Gﬂ‘mero Simpu‘p‘camos a. :
Oy -~ 1] .
eyt (D))
Yahora podemos vsar eL cosiTeno de paso ar LimiTe
Con bm l

T e

|
lim (nx2)(M+ 1) _ lim m= - )im '
=064 _n‘q_’;‘- (h =00 (m-rz)(rm—t) M= 00 fh;"l ""n‘:'

- Iim ' =
=00 (w@)(u@)
0 0
COWIO bm'-"‘" €S Una élfmcﬁnica 8&465"5?.{283&! con lozz,
m'Z-
sabemos que 2. Converge 'y coma et Umite da cociente
dic | = 2a, También cmverac,_

9 G, = MmE""

podemos USAf eL efiTeria de La @iz :

=z
[immﬁ:p | m,(mémz ” lf_vfmmm :]&m =« |im W ém}”‘

(B M~+od M= 09
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2
CQUY\O lina m\]m . 7’ ,l‘m e.m/“".: }I‘WI éM=O
m-=p M —=pd M —=pg

"-_""> \ ma_ = = .
lwma,'.0 => Zaq, converge

) o daz
M\ - |

\/amos a vusar dOS CrITENGS CGn EesTe Caso. g‘a‘mero eL

de paso ar Lmite wn b, - @m

z
e "
,im mIm24| _ m?2 |

liwi g N

I
Sl T N [ -

m’l

Como er Limite deL cocienmre did 1, sabemos gue de
)/Zb», Se  ComporTan iCﬂSUGL. ero Todavia wo sabemos
cdmo se comporta 2k, “as/ que vamos & usar e CEiTe
Mo 'm-reérdl. pdra ver eS0:
m
F)- g To- | Legx g
K= X
|
s in*rear&r eso buscds en La Tabia (0 Lo haces
"‘oor pawas”)/ ObTeniendg -
m 2
X, X, m i
E, uwiTte de (a suvcesiou

Tpy S
lim -‘CM = ,iM };—%M ___.L..i_!]:D
M (h

w0 m-=p
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For Lo Tavro, La Sucesion T cmveréa.
m
Yor & criterio de 1a inTea.rdL) L8 serie i F(é)

(O sea 5. %ﬁ’-) Se comparta \6061_, Qrue, C,, -
Ca«cwsta& % me converae_ y ‘oor L0 TaUTO Zam

m
|
mm
\/amos d vsar eL Cefiterie deL coaenTe:
Q 3M+l (M-]—\)!
__—&m+‘ = (a3 ()] pym
m 3™ m) 3m ml (m“)m-rl

ml“i
_ B3 TS et ™ ,____:%_mi.:s(mj"
BT et (M foreT) (m+1)” ek

3(_._‘__*._)‘% =5 ) - 2 > |
A '+;* <l+_nj1_)m M= s c-

Qe o TanTo Z_a,m ne Conver‘ée..
2"

L]S&WOS Tﬁmlo“iea CL <CfiTeno Clel._ cocieste. .

]

((meN1)* 2
S 26 ((meyml )T o

A 2z
A 4, (r\;— J)z (ml)"’- 2>+
2_ 2 -2m-1
_ (m-H)Z ™ (m+1) _ (m+l}2 5 _ (MHY‘
2m+1
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i G . i o (@40)° O
m—>0 A, mwun 2 @ 2%™

(ESO Proba-to COMQ uieras, es Fa/cu_ Una nmanegad . en e

. 2. probamos que M+ converge . con Lo Qual
F % 2_ Zﬂl Eja /
.’l"z._’*'ml_ clebe, Tener LimiTe 8ua¢ A Cero )/ Por LO Ta8uto

2 :
(m;l . mgnf - JHEL Tambidn Tiene Upite 8ua.=_ a m)
2

L\'STO, omo €L LimTe did <| > ZQM aonv%e

D , = (ml/”", 1>M

Usamos eL cocitefio de  (a fBIIZ.:

b & - o 0T b - - B

h— L —
esTO Tiende a |

Lisvo\, Como €< = 24, wwerge . (es Weat).

l.l_g_. Sabiendo gue. Qpn > Q (Técminos po&ri‘vos) v gue
lim (na,)=L ; proboc gque Z4a, diverge.

My
Vamos & vusar eL ofiTerio dev paso a LimiTe .
Como v{mos, esTe oriterio diece %’ue St Q20 Y b,,,;o

>/ lfm A m = | => éQm y me Se CompaefrTan 5.\31,

M»=n M

Nora: No wmports, en reatidad, codiro vaLqe ese Limite
Siempre riue. gea Wad anmstavte distinta de Qy de .
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Evronces, \oor eL enunaiado :

\im Qo _ 1\
M9 \/m 2

javaL . Como 2.%_ dtwsrae => 24, di\/er%e,

= ZQM y Z-’; Se camportan

Aclem'c{sl S 2a_m o\t‘\/eréal evidevreanerte = 4 Qo

Tambidn divetae,, ya gue 24Q,, = 4.24a, VY, entouces,
3mbas deben comporTarse f&UBL.

\‘L‘l Derermine L3 Gonvergencia absouta 0 candidions, de
LAaS SiguienTes 3erics AaLTefmadas.

‘ED afL(}t)“.J[EZZ_

M+ 100

primero vamos 48 Frobaf‘ S\ 2 ’(‘l)MJE ):.- 2 s‘ﬂ'll .
M4i0D myico
c:owergt ) ‘oors}ue S €sa& Sene amvaae,) enTonees

La 8Serie aLTemada OF{&EW&L Tambfe/n Cmmf@ae. (c_omver

6&40%6 Mﬁ) para €50, USamos €L Criterio de

‘oaso AL LimITE Con bm—_ Jﬁ (de. La cvaL gSabemos
M

que dh/erée porgue €S uwa serie armdnica 5eme,rau2ada
COn P = -;'—- < l) )

. m
}lm M +100 .

_\I-:(\:\T M—=p M+ 100

por LO -ravr-ro} - \[m] Tambicn di\/e,r%e.,

M+100
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Can estTo Probaw:os Qrue La Serie 3Lrervadsa Z(—a)ﬁ' Jm]
M+ 100

no converge absorutam esire. Tenemos que ver, emoaces

Si om\le,rae condi GonaL menre | es decir, si £(—t)_§7\
M+100

Tiene suvwma bcimi-ra. era eso Q)uisie’mmo\s Usar Leibniz
/
\09\”0 pafa USac Leibniz Nneces, Tamas _orue s TErMmings

(m sean mdndyonamente deerecienTes. \/dmos a ver
M+100

St @sto s 38 0 no. lgt.anTethas %UE_. L0 es, 0 se3, %Ue

Amn < Ay Y VEmos & %oe.’ Ltfaamos .

eLeyvo aL cwadcrado.

\I"'H" <. \{T =

hy 141010 M+ 100
————
At A m
B .o N => (""l+|>(m 1—100)2' < m (m+ IO__I>2 =

(m+101)? LM+IOO)1
(m+V) (M2 200 m + 10000) < o (m? 4202 m 4 10201)
1P+ 200 Mm% 10000 M + M4 200 h 310000 Mo - 202 M*- 1020\ M <O

—m%*—m +10000< 0 v Ahaora hay gque ver si esto

eS verdad. Grar_;c.amos , para eso, La pard’baa:

«1 0 sea g!ue,: —mi-m+loooo <O

/
-~ es Verdad solo para lm; 100

. /
Es decir grue_ SOLO & partin
de ma100 La Sucesidn {ml4. 00
S mMoMaT. AECIreaECNTE .
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Sabiendo eso, fdenos hacer o sguiem-e;

0 i = m
Zlm (. 2y y S (e
¥——Y—__J \.--—-v——-—--_-'
esTa suma &5 esa  sene si cumpLe L3s
RiniTa 564010, Y6 que Tiewe Condiciones de Leibniz .

un ndmeno pinito de Téminos  (Tiene TSrmwos monor. dec
y con Limite goar & 0)

Por Lo TaMTO | L8 Sumad TotdL E5 Sumd de un Tetming Fin‘s‘m

y ona  Serie que compre Lesbniz Y por o Taumy, Lonyerge:.
Concsion g_c_,\jﬂ Von? converqe, CondiliondLmenre
. M+1Q0 @,
92@) n*
(m+))
3%
pf‘obemos pr\‘mero 1) ; m convefae © wno.
(f'h+1>£
USavnos eL criteniQo deL cociemTe:
I (M_H)B?
im _@ﬂd_ = lim (m+2)) _._-[im (m-ri)aﬁ\-&»«qrﬁﬂ‘
m>o Q. Mm—>n m?°? w1 \ m (m”_)(wj_l

(m+|)!
:l|m (‘+_I__>3?-‘_.=h@
. m/) M2

Entonces S m3? cmveréa ¥, por Lo TauTo,

(1))
m
Z(—-l) ma? Converge, absoLutamendre .
(m4)) .
'\JOTa: Nao “;m‘oorTa CudL L3 eL TE de (—l> Cn

La Serie auternada, 8L pin y aL edko, 8 digerencia es
una ConstavTe imuLtipticariva. Es decic, L8 serie
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-
2(-;)“‘&,{” es 5061, a La serie (—4> Z(-‘m @, y ese
(V) apuera wo caudoia La canveuaene.ia.
9 Z(—l)m a, con  a, ’_% '/ma St m es impac

Yoz S m es par

Nota: Aecs’ no Poclrn’amos vsar Leibniz }oorz_;e La Sucesidy
A, no es mondTonamenTe. decre.ci&rms_( r za’emf;;,oj
para m=3 vate )55 J pPa8 m=4 vare Y, , ewvouces

Aa< Oy => no es decrec,icmTe.D

Probamos (a camfe‘aemcia de. 2a, . No Foclemos
LSAC €L criTerio del cocienTe Porgjue, mire Lo goe pasa:

Obmﬂ - '/(MH 3 _ m* si m es Paf‘ (m+|, 'nmpar)
. Y ()?
7T 3 '
(e _ M St M es vE@Aal (mal ar
YV (me)® Par ety por)

Como esos dos timites dan #, nO sifve Usar este

criTeno.
Lo hacemos de ta Siauien"re manera

od
e ey R
E:WTOWC-&S} éd_m es suma de dos Series, de (as cvales

s&bemn
05 Que wenvergen %ri—i<%_ti y Gomo

| ./

% /1.2 - = oar = Tam bién c«:’«mw‘fxr:cje'~éc2
l\t . -

MiSmo Podemqos decir gobre Léw:. —’——: = > y, per Lo
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TavTo, TAambidn amuerae.

Comwsfo/m d 2_( ;)“'a_ Converge abso
i 5 % wramente

5 ;
l ,Qamos'rfar C}U(‘?_ Su ZQ,;., es absowramente conver
6&4‘!‘8 entonces 2.Q7 es Conueré&nTe,. Dar un conrra

%empw pava  ca feciproca .

Voamos a usar e criterio de compardcio% por paso s¢
Limite (z_a Seéuwda F&PT&) g}ue, dice gue. - dadas
§d“'i y %cmf de TErminos posiTives | si

n’:-oo .___O”‘m. = P ZCM wnveaﬂ} enNTONCeES Z(:‘m
Tambien con\/&at‘_'-.

\/a 5 ‘ 2 2
mosS usar dn"-" a’fh = IQMI Yo de.. Tbi'mihos
Cm . laml POSi“TiVOS.
Entonces: )fm dm_ . lim Ak = liw lam'l

Mmws Cp M= U&a[ Mo

Como Salo@moS’ For hifxa"r‘esis; qrue sz es abs.cw)

Gutonces sabemos gide, Z[a,,,) cs COVIVCféEMTE. Y, per
Lo TauTo ZC,, es corvegente. Ademss, debido o gue

Z!Q,,J €S conv. Se debe CowrpLiv gfue. /f-.lfm [a,,,)=o,

por Lo TamTOo e LimiTe de dCTm— da cero Y T,

m

CDVIV@%@ “—=—_> dezzaz COV\VC}FQE- :

.
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60508'“05: ahord] un ConT(a Fﬂem\ot.o Para La (‘e;dproca :
Es pdci. Tomamos Q, - = Z 4, st converge,
pero Z0a, ho.

116 | Si ta sums de tos m primeros Teminos de uvma

Serie es: M+2 |
Zm
e .
CSte  sefie Y haLLer cL Termind Q@ .

AnaLizac La CDMVE%SV;C&E& de

Una serie Za, es, en definiTiva, Una sucesion.
Cuyos TErmnas son 85 SUwWAas parc:‘ae,es (hasre M)
de tos A, . EL enunciado estd diciendo gue esTos
TErminags Son iauaz,es a “_ffliz.__fé_ Es decir:

2m
m

Z a,L = Mm+z |
L:l 2.M

E s moy ‘cafc.i(_, Tenieudo estos TErmos anaiizar

LA cmuaramara !

g m_:]yi — = o
M —»pd 2M 2 Z a‘f" ”Ve'%e

pa,ra obtener e Término A\ VEmos E?UC‘"

10
é_'_a,,z _ 10+2 | __,‘.-OIL\ - SIA.)

2 .10 (estando
9 dos
S aqp - 92 =|-o,sscar.s e
L:’-—l ZCI

e

=> Smo "S‘? ={alo = -0, 0l




~133—

Dada 16 serie aitermada 2(—0‘%! _Z_Eh_

M
9 O brener LoS vaLeres de @ pare Los custes o

Serie Comuerée absowwTamente .

L] Para Q.;,_l_} Qb‘r@n@(‘ eL varer de ta Suma Cou
error menor @ Q001 .

9 Usamos eL criterio de @ a2z con Q, - 24"

m
Pacs ver o eovwerée absatvtTamenTe -

lim X Z”‘a_f"l = }lm ﬂ."__. = 2Q
M—> 04 g M —> 00 W
para qlue. Seal con\/eraem—e ' Q:ZQ, TIene QrUe, ser
<l = Q. & L.
2.

Sioa >_12_. — S%Um druerée.

5 a.. , ew J oes - | y eL crterio no sivve.
2
féuau, en ese caso: QAu = Zh(yz)n'_ Ly sabemas
—Z - 5

Qrue 2_‘(;1.. d.‘ve,rae,.

- it M-

En conorvsidn Z (1) 2"a™  converge absorutamen
™ %) |

i I ( 2 ;_g:a COV\VG.\’aC,) SALO S ALt
M i

2" m

gpara a.,z-zl‘_ => L2 serie s ZG*)M—‘ |
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/7 ¢
La gucesion 2{: es monotomamerte decreciente y SU
m

timite es cera. For Lo Tanvo, por Lleibniz, sabemos gue
338 seqie comerge. (Lo cvat ya sabianmos dev punTeo cg) y
gfoe,, ademas

0<(F(5-5)<m (S=2E)

Careviac S es imposibLe | as gue La podemos apre
X\mac ot L3  Suma )oarcsaa_ D EL errar comeTi

Ev e enunciado ‘oidem Ln error menor @ QOOI.
COM Ce0 sSacamQs m} L3 c:*awridad de Términos Q}Ue_

d&bemo:; Sumar P&ra ObTeoner 1a aProxivnaaa‘oﬁ :
("IB(S “an) <. Amy, = M\‘ <00l |=
——r ya +(M+l>
errox

cs%no der error \,._DC: esta condicion sate M.

/ u
Esa awndicion es una ccvacidn Trascondente (mo nene
SOLICION o ; ban :
Ci G)(f?u.&‘r&>/ Para resoLVverLta Uas Pro do
con M= 3 - QM-H = OIO|5 ) no girve
M = L' = a_m+| = Ol OOGZS — 4 Srve ‘

E.V\TOU\CC?-S’ 3,1 aprOxima a S con un errefs menar

= kL
> i Uy s ERIER
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i‘g l AnaLizar ta converaemc:a de. 3 seric Z.a,
S S R ) i

M\ M4 2 \‘m(m-rz)

\/eamosJ Zd_m cSsT4a Farmada Pa(‘ .

=

o

Za . 2 Z
b= L k- L\L+2! J(—_ Lo 1“ (L{-Z)I
N ~— —! S—

Serie de serie. qLrernada
Termwos POs.‘TwOS

i tas dos series que (8 componsy oomueréeuj CUTONCES
Zam Tambieh wnvgréera’ , Siendo Su ‘suma’ La suma
de Las “Sumas‘(\'_;> de. csas dos series.

Evronces demmosTramos 'OOF SeParddo:

) para '
™ {iy2!

LSamoS €L criterio dec paso AL Limire

C.Onb

- - ve PO Selrf uvwa armdnica
T mlm m¥% ? i l
éenerat,iaada con P=§?__> |, sabesnos goe Converge .

l
Iim _m_m‘l'___? = )im _\M__] m___ - II'W'I | - m
M=+ ﬁ—- M —=ag %W m->x \l f-f‘?z;—

or Lo Tamwvo, = _|

Converqe
M(m“} @,
-
o Cara N usamos Leibniz. [s sucesidu '
\Jm(m+z) | m (02+2)

es, e,v{dewwamew‘re! mondTond decreciente y 8u LimitTe

es Cero. Por o Tanto, @LG%Q
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Ll'STOr enTonCEs é_Qm COM\)&"%E-.

l\‘i‘ Sabiendo giuc La Somad f)arcfa:. de tos m lof‘im@ms

TErminos de una seric es Dy, JOTES ] cbrTener
Mm% |
L TErming enerar A, . E—S converqenTe CsTa sers‘c?
m (j :

fara obTener a,
m
Sm = _ﬂi’_%__ = -;\_ CLL

mZ | restando
m-|
Sm-—; = M-tz _ 5 al
(M—I)Q_ ( =1 l
m M-
Mmiz  m4 __LG_L__LZ_ Q| ___,’anq'
m2 | m2_.2m =1 . =1
[= — Ay + a-m]

p@f LO TanTo ; haciendo ta resta :

\Qm= —m%3m 4 | pars e y mg2

(m*-0) 1 (m-2)
Que ta serie cmverae & evidenTe
li 1 s -‘O l*t,/s:g goma es O

M —> &

@_‘_ Si a sene Z-Qm es mmveu‘éeyrre, (am>o>.

M

Quef e puede decir scbre La cmveramcia de -

a b #1
)2 fa ) £ e
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a) Ve La parte Tecnea sabenos %ue.:

S Z_I):)m, eomleréa — me C_aa.ve,rée.
Toma*'do L)m = _Q_—r_h_ ..—7lb l__ \O—m O,m

- (Clm >0

2)" €2y] 2™ per hip)

Qor eL enuvneiado sabemos Q’U& i

com/efdc}
201
por Lo Tento = g—zr,;"‘ Tambi€n coverge.

)Usawaos eL cliterio de paso aL umite, can b, -

2!11
Qo
i & _ lim 2™ Lo (_9_-5"7.@
M>x  Om_ M=o 3" g \ 3 '
2"'"
Como 2 QAm converge. 7 Q dic O = 2. dm
2™ 3"
También converge
Q
2| S;
l_ 4 S a,>o 2. Q,, converge, Qrobar gue S I _
/ g P 7 a_m

dwerae.
E.s (e Faat. mica : S de Cafn!erée => ’u'm a, = O

M-
w0 Tamro  lim 1 (0]
y PO( - og i f

Sabieu&o \/8 91ue, LOS Te.rmiwos —ZIZ— de La sefie

m

£ 1 no Tienen unmite nulo Gueds Probado que
/
Qam

S L va 8 diueréer- (u, oso‘uar)

h
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rqlnara Pasamos a Ser‘ies ele, pOremcias.

‘22_ Deverminac e cadio de convergencia pare Las
SiquienTes series de pavencias 7 AnaiLizalr e con

loa‘TamiemTO de (38S miswids em (0S5 exTremos det
inTervaLo de. conueréemc;a obTenido.

=) M

9 = (x+3) (Ae,sarm:.w arededor de a,___-3)
M=0 (m+) 2"

\/amo'a a Probar convergencid dabsoLoura f)ara Poder

USAr e c¢fiTero deL cocieuTe (&, QuacL Precfsa Seres

de TErminos Posmvos).Si 2|0n| conv. =5 Z A, oonv.

|a, |- |3 || Axrs)”
(my1) 2™ (mr) 2"
‘ IXTslMH o
(L|VV\ I]a£+ll| -.—_(wal (ﬂ‘l-l'z) 2™ ay lfm lx+3l I(M-H) Z.ﬁ‘1
- o —»0g l’(“l‘alm m—>o % m "M M)
s —_] +3|” (m+2) 2
< lim |xrs) F5D) o {lm' : 4
m-»% 7.8

Tiende & |
for e cofiterio ded cociamTe, si L< |, La serie

conver !
0-1xt3] o1 —s |x$3]< 2
2 S

distancia at (-—3) menor g}ue.,z

Por Lo TamTo Gzl es e vada de convergenca .
\/ eL wmTervaLl Es: (_3_2 3_5+2_> _ (,.53,,)
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Ahora veamos en rLos extcemos deL intervaLo

X-""-"" => Q(h = -——_-__ZM = ————-|
(me) 2" My

Compar&ndo con b= /o e LL&aa a qrue. Za_m no
wmvelae. Para X=-1.

Xe-5 = Q,, .2y - G:)m._i_

(m+0) 27 m+ |
En este ¢aso, como _L__ es maoT. dec. Y S LimiTe
M+
es cero; por Leibniz po demas decir que La serie
ALTErnada 2(—1)“’ | s’ Covwerée,
M+

OOF (e TAnTO

de Cowe%e para x E [-5}-15\

Nota: Se puede probar que  puera der inTervao [s)

ta sefie no Converge, 4i siquierd condicinalmente (que

&S L0 que on (ealidad importa y no La conv. absa.u-ra). Esvo

. : x+3d)"
se hace viendo gue lim (%W%T $+O en esos Casos.

b é(—l)ﬂq (x-1Y ( Q-1 en este caso)

M:z
m |

Usamos, otra vez, e cfiterio deL cocienre com»

Jan)- | € e | L Ll
m | m |
|x__,|ﬂw|
imi eyt - lim |x-l) e _ o
M | x-1|™ Longl (m1)mt

~)
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CowcLusiém © CSTA Sere convc,rée, Paf‘a Tdo Vvator de X.
c) = (" m
)é_((:)u) X" (a-9)

Esta seric no es de TErminos posiTivos  ni
au-crnacla) s uvna wezcld. Lo 30& Podemos hacer
cs dividirta en dos sSumas y ver %ue’ pasa  con
cada uwna

S (EVeN X 20X 4 2 X
, S —— T
© &

Vamos a ver s conue,raem de Forma absorute @
Yy @ Ewn ombos casos e va de a, es el ms

mo : )dm)= IX)M, Com eL crmiTerio der aocieure
| [x]™ )
¥
wle ST - b Il
mm
= ]lm
M~>od

\%r Lo T&VlTO/ Las senes @ y @ COnv'ea&n P&ra
auaq_%u;er vator Ae X 7! SWTOVIC@:S) Z((—;)m+1>_>£_

/p,”?
También converge  pafs Todo vaLOr de x (e radio

de ceweréanoza ©s bd),



SN

e
d) 2 o, con  a. - 1.3x X% 3x3 x4 3x"T x™
m ) ) J ) % J /

M= m

\/amos a bUSCaf‘) Frfmero} L3 exprc,smfn de La

serie.
3 4 m
éam;(+3»v<+xz+5&+x oo+ BRTFXT L

H-x. +)<“+X+ ~|—3)<+3><. +5X5+

NV

=Z_)( -|—5>§L+)<+X +J
2 x> +3>§ %sz

Mm=0

= (|+5x> > OQQ WUsamos La Fdrmu:.a de La

eomeETNCs vy Sacamos (a
=\(1 3)() |
L( T <2 ] L

cxpre:sio’n ( con base )(2)
| - X"I < \

(Para lx2]>( =5 MZ; (X2>m c:\fue{‘ae. y enTouces

a ver e.>_
Z0p d 4
Veawmos Los Casos e)ch‘ernoS

e X=| =5 Z—am- (l-\-3> Ay e

oo
o X=—1| ==>Za,,,.,([ 3 é_s((l)) —> diverge
COwcLusiOn SOUO onverge S
\x2|<l =5 |xjel - Y et inTervato
de convergencid - es \(-l} l)}
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Hawar a serie de Ta)u,or on X, =0 pars €343

L8 de 1Aas SigquienTes }euwa«imc’:‘s) indreando oL

inTervaro de converéem ca de as series obTe
mdas .

9 @:()Q_. _S<I_+_C_L_ ton a# O

Queremos cx presas FC)«) como Serie de _r;lyz.or AL rede

dor de x, =0. 0 sea:
£6) = =5 @ (39}

CDmO vimos éen 3 TaoCia (oS s, de,baq Tenef Lo

poime: [am= EOE [ 1@ T o amanes et

"]

ObTen amoS P(‘fmero La Formc’l de ta derivada ene
; ¢
Sima F"')(xo) :

Oy~ fO- %

o ., o B s
(=) F()‘-&?

(x+a)®

(m
3) =& (3) =B Vsando a4, - F ©)
X)) = —_ O = ™m
Fe - 2 ORED .

Oy ml o by Yl
F C)” ()Q-\—d.)m“ o F (O> vl
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E:wro:ncesf a expresioi; en Serie de _\—éycor de F(k) aLfede

dor de Xo=0 es:

FC)() = é ("Y' X

|

Ahora veanos cudwndo esTa expresi@fa aonverqge (y de

pdso Verifpicamos 05 4, chTenidos). En este caso

Podevnos feCoNSTTUIC LA ex,ores‘oi. Usando (a fzo’rmuca
de (a @wéﬂ‘fca:

_l__((-l)xm___ |
mee A\ a 4 |=

M

3\

';)_(_’<|
Q

(E)

(]
Es deaic : | 5 "™ 1 4 Ix|< |a)
M =0 afn-ﬂ a_"x
por LO Tamo/ e radio de coq\/eréeuci& s )a.)

E-YI LOY e&XTrewmos :

X=Q => Z”_ C—L)M__Q,/_h__ _ ZM_ C—l)m

— OsaiLa e
M=0 am+‘ M=0 & e / Forgu

las Sumas parciaies vaLen ZL. 5
X-- = Z @Y 2
om0 aﬂ"l-!—l mMm=0 a

Parai&es dann m Lo cvaL Tieude 8 K.
A

LI.STO!BM‘T”OHC.&S} S inTervalo de conV. €S L(-Q) CL)

0. il . O

) T

—— dwexac., L8 SOmas
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0) F() - @& wn a>0

o B e

FO6) = @ @) = POy baa)
F(Z)GQ . G,x.aa(a,) | a/l(a> _ F(z)<o> _ @MZ(QD
— 70 = 47D

EVITOMC’ES, LA expesioja en Sene cle, T&yLor‘ Para a,"

Cs: od
05 2 (boaY )ﬂ
m |

m=0

Buscamos ahora e ivTervaro de Convergencia. usau

do e criterio der cocievre :
{(&A&Y‘"‘x”‘*

Lo el UL o Baa)™ )"

R 1< . B CTN A VA )

= jt‘m (éha)/)(//_n_h =@.

m =

o Lo TanTo | er radia de C"“"e"’ée’”da =8 ¥
EL inTervard es (-o M)-

C) D~ R OTE
FO)(&3= 2 cosx (-senx) = FP@ - ©

F@)(x> .;2[: senX + coszx] => FC‘) (o) o ]
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FCS)("‘Q _ -2 [- 2 SenX CosSX 4 2 Cosx (—Smx)]
- 8 [5enx cosx] — F@)O)' o

\_—-—-——v————._____.-
voLvimos a La

forma de Ff‘)@() SoLO

Q’UE. eL C-Z) qi,ue,do’ muctipLicado per C—‘l)
FC‘!) C &> _ 9 ‘L_ o e i (_os?')(] — FC") (©)= 8

>/a(16) Vemos g}ue, F(s>(o> va a ser O y gfoe,
F (o) v@ a ser 8(-4)-—32 yas....

Envoncesy L8 GXPFESlow en <erie. es!
2 = 4 %
Cosx-=l+()><_l_ X+(32)><+

y, TanTeando Y con baswzame. paa‘aana , &
JOue,de. expresaf esa Sumae de La s;& man era -

LCOS X = Z ) 2" " x 2" ®

e

(CamProbaLo Si c,}ue,re’s’ desarroLLd L8 Suoma y vas a ver

que Te dan Los T€rminos de arriba>

fAhora veamos (& comveraemc;a de La serie dec s
do t€rmine de La GJLPFG-SLOM en seriec (®.

( IY‘»-H 2(m+1)-) 2Cm+|)
o T e gt e
M—>xy (— S s K'z'“" M =>4 Zﬂ“l"l 2m
(2mY)) (2014-2)1_ &

2
_lim 2. X =|o!
mwn 2! (2mt2)(2m+l)
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Qﬂr Lo TaMTo esa Serie Con\/exae. ‘oara T0d0 vaLor
de. X} eL inTeMvao de Co«usuaemcia son Todos (os
feaLes .

Lﬂ_ Carcuar @n(l,l 5 Con un ever menor & Qoowol .,

para ESTO NVNamos a4 UuUsar La ex_pi‘e,s(d/l. en sene
d& ﬁn(l-{—x) 7 vamas &8 evaLuac eEsa expresicﬁa

en x=0,1 . Como ese X es cercano & O, e desa

roLLo en seric Lo hacemos arededor de X -0O.

Cow-O gﬁn([-{-&) es (8 inteqraL de %-[—X. Yy Como ec

desarreito en gerie pPaTS  Viyx yB Lo Tememos
(eé. 23.a con aal) vamos a usaflr L4 pm(oieclacl
de inreqracion (ver parve weércaa) pare carcwar a
serie  de Qv.(urx).

{——‘—— = 2 " X para ]x]< IW der 56 23.4

‘-\'x m=0

IWT%F&MdO y saloieudo %ue. ta Qere se Pue_de,
mTeérar TE€rmino 8 —TEMrmino

X

J L dx - ,Qm(l{—X) - é C—-l)m/,()(md_)(

| + X
o

=> \\&A(H—K)-- % %‘ﬂ; Xm“] ‘oara ]K)<l

(EL radio de comv. & & mismo %ue. pard _I__I cComo
I+ X
dice La Pmp'\.edad)
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La represevTacion en serie de Qm(t-{-x) enTonces, es

Lna gerie Aacremada. [os TErminos A, = X pof orte

; M+ |
f’a‘“‘i’& Son monoToOnamenTte decrecfem‘re_:, CSvZemPf‘e.

erb‘e- X< | Y ><>O.)y Ti enen Lt’mi'rc noLa . pOFLO
Tamto, podemos usar leibniz y decir gee :

("‘)m (5 - Sm> L am+1

donde S es 18 soma To@L Yy Sn €S (8 suma
parzia de 05 m prim eros TeE€Minos .

E L enunciade pide que catcuLemes (s suma pars
X =01 (glue. aproxma a8 @w(lg)) con Un erralr me
nor s Qoool. $ara eso hay gue sumar m Tdrmines
dode ™M debe compLif .

a

E L s aorresPo«méxew-re a X=0l| es:

m+2
O.mH = ._(9_*_0__. < QOOOl => EST0 sSe Compte @n

M+ 2

mey < 0,000 |

_De, manelfa Q[U‘E’. SO/LO d@LOEmos caLcuvLaf Los pm‘mems
3 vTdwminos ;

In(1+01) = ‘-—‘C"T ol 4 &Y at® L EY° o8
7 3

=> O/M(IJO v O1-0,005 4 000033 =7[Qn(f,l)g, 0,0'363\
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Ji\\am.rs:s MATEMATICO (28) Segundo Parcial TEMA 1°

APRILIDO ¥ WONBRES: .. N R
SCRIFTS BN

i‘\ Q- ;< (i = ??IM “IhSHE“ SEDE m[ CRI DIAS nmrasgg,%ﬁ:f;’
' I | HoRrarIO Boo fig:0c AULA 3®

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta
5p-1

n+1
4. Hallar td‘doa los valores de p>0 para los que la serie Z [L—L!-]
es oonvargent’.e -

Ejercicio 4.

Nos piden los valores de p para los que la serie 2(4

n+l g

p-1
n:
] converge.

Veamos. ¢Qué sabemos sobre series que convergen? Sabemos dos criterios muy
importantes para demostrar cuando una serie converge o no: el de D'Alembert y el de
la raiz. Entonces, acd vamos a tener que usar uno de los dos.

Como aparece un factorial, conviene usar D'Alembert (si estas cuentas te parecen
dificiles, mejor no uses el criterio de la raiz).

4n+ln' 3p-l 4:!1-1."' pl
Z[ ) = la sucesidn es an = [ - J . Calculamos el limite de D'Al:

n" n

OJO con esto: no es muy dificil de entender lo que hay que hacer. Calculamos el limite
de D'Alembert. La serie converge cuando ese limite es menor a 1.
Lo que se complica son las cuentas. Vamos a hacerla de a poco:

(4"’*'_*‘.(;: + 1)!]""‘1
limZzL = lim (L
X0 a” X—p0 4n+l Jl! Sp-

n”

Podemos escribirlo distinto:

(n+1)+1 AL
- lim 4( +1)£::2 ;"' ] = Acordate que (n+1)! = (n+1).nl
n . J

Sp-1
= he 4"V (n+1)ntn" & S T 4 " & fi 4{ n J" £
s (n+1)" (n+1)4" ] | (n+1)". el \n+l
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¢ Te acordds de cdmo se calcula e ? Bueno, acd tenemos exactamente lo mismo, pero al
revés. Entonces, nos da e

> liml = (4.e1)% = (1,47)%!

x—-M:a

A nosotros nos interesa cudndo la serie converge; o sea, cuando este limite es menor a
1, 0 seaq, los valores de p que cumplen

= (147)%1<1

Para que el resultado sea 1, tiene que ser (1,47)°i. Para que el resultado sea menor, voy
a tener que usar un exponente mds chico. Entonces nos queda:

5p-1<0 = B5p<1 = p<'/s
= la serie converge cuando p < /s

D ANALISIS MATEMATICO (28) 8Segundo Parcial m TEMA 3

APELLIDO Y NOMBRES: D.N.I:
1 2 3 NOTA INSCRIPTO EN:
r_l WoELREViF®® sEDE DIAS
| HORARIO AULA

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

n .
4. Hallar todos los xeR para los cuales la serie Z -:-(-35-'-"3—)—- es convergente,
: n+ :
n=1

[PROMOCIONA | FINAL 16/7 10hs | RECUP ixo/2do 7/7 10hs | INSUFICIENTE |

Ejercicio 4.

Tenemos la serie Z J_ y queremos saber para qué valores de x converge.

¢ Cudndo converge una serie ? Cuando se cumplen los criterios de convergencia:
D'Alembert o la raiz. ¢ Cudl ? Cualquiera de los dos, el que sea mds fécil: si se cumple
uno se cumple el otro. En este caso, parece mds fdcil usar el criterio de la raiz. Este

criterio dice que hay que calcular lim 1/|a,, ;

(2x-9)" . (2x-9)" - "
= |a sucesién es a,= . Calculamos el limite de la raiz:
Z 7n+ J?n+6
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o ’J_ 2x-9)" i”(Zx -9)"

JTn+6 n—m ?n...

En el numerador se tacha la n de la potencia con la n de la raiz. El numerador tiende a
1, porque el limite de la raiz enésima de cualquier cosa que no esté elevadaalanes 1.
Acordate de esto que es el truco para resolver todas las raices enésimas. Entonces, el

limite nos queda:
,l"hugva,,l = [2x - 9|

El criterio nos dice que la serie converge cuando este limite es menor a 1

= [2x-9]<1 = -1¢2x-9 y 2x-9«1

-1+9<2x y 2x<1+9
8/2<x y x < 10/2
4 < x y x<b
> xe(4:5)

= La serie converge para cualquier x en el intervalo (4 ; 5)

. &
B ANALISIS MATEMATICO (28) Segundo Parcial TEMA i"
APELLIDC Y NOMBERES : -4ijiigh My emapms,  D.N.I: 3;65&? 329 ﬁ‘
1 2 2 oTA : INSCRIF o ad
PR ‘ﬁm "OFialRiEE®  sEpE Guadad DIAS 4y:iy:3 -
|5 (énco) | HORARIO #am hs AUIA 3eo‘f

a8

En _cada ejercicio escriba todos los raszonamientos que justifican Ja rupuute

4. Determinar el valor de a>0 para que la serie de potencias :
’ o b

2
N n
Z -‘fh— [14-—3—] (x-4)}" tenga radio de convergencia igual a 2.

n=1

W‘Tm ~] "RKECOP —ro/2dc 777 10hs 1 INGUFTCTENTE
7> - * —

n

Ejercicio 4.
Tenemos la serie Z%;.(l +%) (x—4)" y nos dicen que tiene radio de convergencia 2.

¢Qué significa esto? Esto significa que la serie converge cuando |x - 4| es menor a 2.
Pero nuestra incégnita no es x, es a. ¢ Cémo podemos saber para qué valores de a la
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serie converge, siendo |x- 4| < 2 ? Tenemos que usar alguno de los criterios. En este
caso, conviene usar el de Cauchy, porque cuando calculemos la raiz enésima, se
simplifican todas las cuentas.

n

Zi(“') (x-4)" = lasucesién es a, = -——(1+—) (x-4)".

Calculamos el limite:

limyla,| = lim\ﬂ a1+ ) (x-4)"

Jeo7 -

L [(-2)

2
= lim= { 3) Jx—4|. Como n tiende a =, 3/n tiende a 0

=

5 S.|x—4‘
= lim~ { ) Jx—4 = Z(1+0) x4 = ——
) b gt T2y
Seglin Cauchy, para que la serie converja, este limite tiene que ser menor a 1:

5]x—
b4 <1 = |a|>5. |x- 4|

d

= |x-4|<|a] /5

Fijate que este el radio de convergencia. ¢Qué quiere decir esto? La serie converge
cuando |x - 4| es menor al radio de convergencia: esa es justamente la definicién de
radio de convergencia. Para que el radio de convergencia sea exactamente 2, tiene que
ser:

la| /5=2 = |a|=2.5=10

> a=10 6 a=-10

Hay dos valores de a para los que el radio de convergencia es 2. Como nos piden que
demos el valor positivo, la respuesta es:

a=10
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B ANALISIS MATEMATICO (28) Segundo Parcial TEMA 3~

'APELLIDO Y NOMBRES: D.N.I:
: 1 2 3 4 NOTA INSCRIPTO RN

SEDE: ____ DIAs: [ragtaer
HORARIO: AULA: -

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que [un.i.ﬂm. la respuest gta

: n
4. Hallar el intervalo de convergencia de la serie Z —‘ﬂli—_i_' ) (x-4)
' : (n+2)

a=i

Analizar la convergencia ‘en los _;d_o__d_:l_._gﬂ intomlo
PROMOCIONA RINDE PINAL [RECUPERA 1°/2° | INsUPICIENTE
Ejercicio 4.

2n-1).(x-4)"
(n+2)>.3™

Queremos hallar el intervalo de convergencia de la serie )

¢ Qué es el intervalo de convergencia ? Es el intervalo de los valores de x para los que
la serie converge. ¢Cémo lo hallamos? Como siempre, usando uno de los criterios de
convergencia. Conviene usar el de Cauchy.

(2n-1).(x-4)" . @n=1).(x=4)" _ 2n-1)(x-4)"
) n+2)3m oriicagitnes (n+2)2.3™ (n+2)2.3"3

Cauchy dice que calculemos el limite de la raiz enésima del médulo. O sea:

g}iZn (x 4)"
lim =

R e e e
El criterio de Cauchy sirve de mucho, porque la raiz enésima (cuando n — ), de cualquier

cosa que no esté elevada a la n, tiende a 1. Y cuando tenemos algo elevado a la n, se tacha
la n de la potencia con la n de la raiz. Entonces nos queda:

limgfa,| = 3|1 = Ix-41/3

La serie converge cuando este limite es menor a 1 (Criterio de Cauchy):
Ix-4]/3 <1 = |x-4]|<3.
-3¢<x-4 > -3+4<x y X-4<3 => x<3+4
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-1<¢x y x<7 = xe(1:7)
= El intervalo de convergencia es (1:7)

INSCRIPTO EN : SEDE: 'nns:

D LT T p—

HORARIO: __ AUZA;

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que gustiﬂcan la relﬂena

4. Hallar todos los valores de xeR para los ‘que converge la serie

3
(-1)8 -:-n- (x-4)"

(L}

Ejercicio 4.
Ya sabemos qué tenemos que hacer: es lo mismo que estuvimos haciendo hasta ahora.
Calculamos el limite de Cauchy.

ki k}
Z(—l)".iz';.(x—«t)" . La sucesién es a, = (-1)".%.(;:—4)". El limite nos queda:

imafl] = timg " x4 i oo
=

Podemos tachar las n de las raices con las n de las potencias. 1[|n—’| tiende a 1, porque la

= limg/l-1".

raiz enésima (cuando n — «) de cualquier cosa que no esté elevada a la n, tiende a 1.
La cuenta nos quedé:

'l;_llg'\'"anl = |x-4| /2 = la serie converge cuando este limite es menor a1
[x-4]/2<1 = |x-4]<2 = -2<x-4 yx-4¢<2
-2+4<¢<x y x<4+2 > 2¢x<6b

= La serie converge para x € (2 : 6)
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Nota: si hubiéramos usado el criterio de D'Almbert, ¢hubiera dado lo mismo?. Si,
porque hay un teorema llamado Cauchy implicada a D'Alembert, que dice que los dos
limites son iguales. Por eso es que podemos usar el que mds convenga. Fijate que el
limite de D'Alembert es mucho mds complicado de calcular.

S——
A BRALISLS MATHEMATIOO 12 Seginds Bareial TRMA 2
A?E...LIDO y mnz.-n w AR G4 | T
INSCRIPTO EN: s l

(TR T TR ] o G e, ey TR

e : HCPARIO: %-(®  AULA: 2a% it

En _cada ejercicio escriba todos ios razoramientos que justifican la respuesta
s oy 3 L4
"4, Hallar zodos los xéR taies que la serie R A

4.l 3% 4.3
- nel

| PROMOCTONA {RINDE PINAL |recopzra %" (| InsuPICIENTE
Ejercicio 4.

3 n-2
Nos preguntan para qué valores de x la serie . ;,,': =

converge

¢Sabés cémo se hace?. Si, si: usando Cauchy o D'Alembert. Vamos a usar el de Cauchy
porque es mds fdcil.

3 _n-2

Z"SJH = la sucesién es ap = ==
2" +3" 7 +3

. Lo voy a escribir de una forma un poco mds

3 n -2
cémoda para hacer las cuentas = an= —-’EL] Fijate que si no lo escribimos asi, no
3"4(2/3)" +1

podemos calcular el limite del denominador. Calculamos el limite:

nx"x? = lim M"/'x_ﬂm
yieny +IJ we Js_ 1]|(2/3)" +

Acordate que la raiz de cualquier cosa que no esté elevada a la n, tiende a 1. Ademds,
como n tiende a <=, (2/3)" tiende a 0. Entonces nos queda:

lim4/la
s
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¢Qué dice el criterio de Cauchy? Dice que la serie converge cuando ese limite es menor
a 1. Entonces, para calcular x, planteamos:

Ix] /73 <1 = |x|<3 = -3<x<3

= La serie converge para x € (-3 ; 3)

Consejos para el examen:

Practicd ejercicios parecido a los “ejercicio 3", Muchas veces, en clase no se la da
bolilla a este tipo de ejercicios, pero en el parcial siempre lo toman.
Conclusién: a todo el mundo le va mal en el ejercicio 3.

Te cuento cudles son los errores mds comunes en los parciales:

- En los ejercicios de calcular dreas siempre viene bien hacer un gréfico. ¢ Qué pasa si
el drea te da negativa ? Rta: No puede ser, drea negativa no tiene sentido. Revisd bien el
problema: lo mds probable es que te hayas confundido en qué funcién era el techo y cudl
el piso (pasa bastante mds de lo que te imaginds).

- Lo mismo pasa con los ejercicios de Taylor: mucha gente se olvida del factorial. Todo
un ejercicio bien hecho malogrado por un maldito factorial.

- En los ejercicios de series: no te olvides del médulo

QOJO: Un error tonto te puede costar todo el problema. Bienvenido a Andlisis I.
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