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Proélogo

El presente texto ha sido concebido y escrito para ser utilizado por estudian-
tes de ciencias econdémico-administrativas, en dos cursos: uno de matemdti-
cas basicas y otro de calculo.

Aspectos metodolégicos

Los cambios que realizamos en la nueva edicién de este libro estin hechos
con base en nuestra experiencia como profesores universitarios, durante la
cual hemos detectado las necesidades, preocupaciones y dudas mds frecuentes
con que llegan los estudiantes a la universidad. Por estas razones considera-
mos de gran ayuda para la ensefianza de estos dos cursos incluir en cada capi-
tulo los siguientes aspectos:

Objetivos

Al iniciar cada capftulo presentamos los objetivos que se deben alcanzar al
finalizar su estudio. Consideramos que sirven como gufa y motivacioén tanto
" a profesores como a estudiantes.

Introduccién

En la introduccién de cada capitulo presentamos algunos aspectos histéricos
sobre los temas a estudiar y sobre quienes hicieron algin tipo de aporte a di-
cho tema. Ademas se exponen ripidamente los motivos por los cuales se in-
cluyen los diversos aspectos a tratar.

Aspectos tebricos ;

En esta parte se incluyen definiciones, teoremas, ejemplos, cuadros, graficas,
diagramas y todo lo relacionado con la parte teérica del capitulo. Las defini-
ciones se han escrito en forma sencilla, de manera que sean claras y ttiles pa-
ra el estudiante. Los teoremas se han utilizado para la solucién de ejercicios
de aplicacién, sin hacer una demostracion rigurosa de los mismos. Mediante
ejemplos se ha procurado ilustrar todas las situaciones posibles, asi como so-
lucionar una amplia gama de problemas. Hasta donde ha sido: posible, hemos
procurado presentar el mayor niimero de graficos y diagramas ya que consi-
deramos que la visualizacién de una determinada situacion facilita su com-
prension y por ende su solucion.




Resumen

Antes de plantear los ejercicios al final de cada capitulo, se ha hecho un resu-
men de los contenidos tratados en el mismo con el fin de que puedan ser
consultados ficilmente al resolver los ejercicios.

Ejercicios

Al finalizar cada capitulos se plantea una suficiente cantidad de ejercicios,
presentados teniendo en cuenta su grado de dificultad. Al final del texto se
dan las respuestas a todos los ejercicios planteados, para mejor guia y moti-
vacion de los estudiantes.

Bibliografia

Se anexa una breve bibliografia con el 4nimo de que los estudiantes que asi
lo consideren pueden ampliar y/o complementar los temas tratados.

Cambios en los contenidos

En esta nueva edici6n, los cambios han sido muy amplios, segiin los objetivos
del libro: ‘“‘servir de texto, especialmente, a los estudiantes de ciencias econé-
mico-administrativas®. ‘

Se suprimieron algunos temas como trigonometria y funciones hiperbéli-
cas, pero también se anexaron y ampliaron otros, asf:

El Capitulo I de la edicién anterior, que contenia una mezcla de légica y
conjuntos, se separd en dos capitulos, uno de conjuntos y otro de légica, en
donde se aclaran mucho més los conceptos. ‘

Del capitulo correspondiente a NGmeros, se eliminé lo relativo a los nd-
meros complejos, de los cuales {inicamente se da su descripcién.

Los Capitulos III y IV que anteriormente se llamaban Polinomios y Frac-
ciones algebraicas respectivamente, se relinen en esta edicién en un nuevo ca-
pitulo denominado Algebra bésica, en el cual se hace una diferenciacién en-
tre el concepto de expresion algebraica y polinomio, que se usaba en forma
no muy apropiada en el texto anterior. :

En el Capitulo VI sobre ecuaciones, se han introducido algunos concep-
tos econémicos tales como la definicién de ingreso, costo y utilidad, ecua-
cién de oferta, ecuacién de demanda, etc., que son necesarios para la realiza-
cién de problemasde aplicacién. En este mismo capftulo se ha tratado de cla-
sificar los problemas de acuerdo con ciertas caracterfsticas, (ver pdgina 111).

Se colocé inmediatamente el capitulo sobre Polinomios y Funciones po-
linémicas (Capitulo X de la edicién anterior, Funciones algebraicas), con al-
gunos teoremas sobre raices de las ecuaciones: el teorema fundamental del
dlgebra, el teorema del factor, algo de teorfa sobre raices racionales y la divi-
sidn sintética.

En el capitulo sobre Inecuaciones se incluyé la teoria para la solucién de
inecuaciones de grado mayor o igual a dos. ‘

Del capftulo sobre Matrices se eliminé la parte correspondiente a vecto-
res, incluyendo en cambio el método de reduccién de Gauss. El concepto de



determinante se traslado al Capitulo X, seccion Algunas funciones especiales.
En este capftulo se presentan los conceptos generales sobre funciones y algu-
nas funciones especiales como parte entera, funciones inyectivas y biyectivas,
funciones pares e impares y funcién periédica.

En los Capitulos XII y XIII se incluyen casi todos los temas del cdlculo
diferencial con sus respectivas aplicaciones.

El dltimo capitulo sobre la integral, contiene las reglas bésicas de integra-
cién y algunas aplicaciones. Finalmente se incluye un Apéndice con algunos
temas que fueron eliminados del libro, y otro con temas de interés general
tales como trigonometrfa, geometria analftica y algunas férmulas fundamen-
tales de derivacidn e integracion.
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CAPITULO 1

Conjuntos

OBJETIVOS
Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1. Establecer relaciones entre los conjuntos y sus elementos.
2. Realizar operaciones entre los conjuntos.

3. Demostrar las propiedades de los conjuntos usando diagramas de Venn-
Euler.

4. Realizar problemas sobre el cardinal de un conjunto.

1.1  Introduccién

El tema que usted va a comenzar a estudiar, no es ni debe ser totalmente
desconocido ya que seguramente en muchas ocasiones habrd tenido la
oportunidad de trabajar con conjuntos; por ejemplo, recuerde que México,
Estados Unidos y Canada conforman el conjunto denominado N rteaméri-
ca.

Formalmente fue George Cantor (1845- 1918) quien a media
Siglo XIX cre6 las bases de lo que hoy se denomina la “teoria de conjun-
tos”. Comprender claramente los conceptos basicos de la ‘teoria de con-
juntos serid objetivo de este capitulo y matena fundamental para el estu-
dio de los posteriores.

1.2 Concepto y notacion de conjunto

Consideramos un conjunto como una coleccidon de objetos: lapices, arboles,
puntos, etc. Los componentes individuales de un conjunto son sus elemen-
tos. Como un ejemplo, considérese el conjunto formado por cuatro mucha-
chos llamados Jaime, Daniel, Diego y Manuel. Este conjunto tiene cuatro
elementos. Los conjuntos pueden, sin embargo, tener cualquier niimero de
elementos. Podemos pensar en el conjunto de todos los granos de arena de
una playa; este conjunto tiene un niimero finito:de elementos pero este nu-
mero es, indudablemente, muy grande. Un ejemplo de un conjunto infinito
es el conjunto de todos los enteros positivos 1, 2, 3, 4, 5, . . . En realidad,
puede existir también un conjunto que no contenga elementos, a tal conjun-
to lo llamamos conjunto vacio. .

1
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Podemos describir de esta manera los diversos conjuntos, pero conjunto
es un término primitivo que no se puede definir. Por tanto, aceptamos con-
junto y elemento como términos no definidos.

Los conjunto se representan con letras maytsculas.

A={1,2,3,4) B = {algebra, geometria, cdlculo}

Como observara en los ejemplos anteriores, los elementos del conjunto
se encuentran encerrados entre llaves { } y separados por comas.

Ejemplo 1

El conjunto de las vocales se representa asi:

{a, e,i,0,u}
que podemos llamar el conjunto V, por tanto
V={a,eio,uj

Note que para representar los elementos de este conjunto hemos utiliza-
do minusculas.!

Existen dos formas para describir los elementos de un conjunto: por
extension y por comprension.

Un conjunto se describe por extensién cuando se listan los elementos del
conjunto. Ejemplos:

A=1{1,2,3,4,5}
B={1,38,5,7,...,19}

En el caso del conjunto B, los puntos suspensivos indican que los nliime-
ros impares continian hasta 19.

Un conjunto se describe por comprensién cuando se da una regla que
permita escribir todos los elementos del conjunto. Ejemplos:

1. R = {x/x es un namero real}, el conjunto de todos los niimeros reales.
Esta expresion se puede leer: “El conjunto R es el conjunto de todos los
nimeros x tales que x es un niimero real”’. El pequeino segmento de recta
vertical se lee ‘“tal que”’.

2. B= {x/x€ Z*y x < 6}, el conjunto de todos los enteros positivos me-
nores que 6.

Un conjunto como R se denomina conjunto infinito ya que tiene un

nimero infinito de elementos, mientras que un conjunto como B se
denomina conjunto finito.

3. Z' = {x/x es un entero positivo} , el conjunto infinito de todos los enteros
positivos. Con frecuencia este conjunto se escribe {1, 2,3,4,5, ... }

4. A = [x/x es un entero positivo par), el conjunto infinito de todos los en-
teros positivos pares. Muchas veces se representa por {2,4,6,8,... )

! En algunos casos especiales representaremos los elementos con letras maytsculas,
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5. /= {R/R muri6é en la segunda guerra mundial}, el conjunto de todas las
personas que murieron durante la segunda guerra mundial.

6. E = {T/T es un tridngulo is6sceles de un plano dado}, el conjunto de to-
dos los triangulos isdsceles de un plano dado.

1. = {L/L es una recta paralela a la recta M}, el conjunto de todas las
rectas paralelas a una recta dada M.

8 S={x/x>8y x< 6), al conjunto S lo llamaremos conjunto vacto
va que no hay ningin nimero que simultineamente sea mayor que 8
y menor que 6, y por tanto S no tiene ningn elemento,

Escribimos entonces S = { } o preferiblemente S = ¢,

Cualquier conjunto que contenga los elementos de los conjuntos que se
estdn considerando en un anélisis dado, se denomina conjunto Universal y
se representa por la letra U. En los ejemplos anteriores ¢l conjunto R se pue-
de considerar como el conjunto Universal para los conjuntos B, Z* y, A ya
que a R pertenecen todos los elementos de los conjuntos mencionados. Por
medio de diagramas podemos representar los conjuntos anteriores. (Véase
Figura 1.1).2

1.3 Relaciones entre conjuntos

Relacién de pertenencia

Cuando estamos interesados en relacionar un elemento de un conjunto con
un conjunto, hablamos de relacion de pertenencia y utilizamos la nota-
cion €,

Figura 1.1 Relacién entre los conjuntos 4, 8,Z.
Ejemplo 2

Sea A = {8,10,12, 14, 16)

Entonces escribimos 8 € A, que significa que 8 “pertenece a” A. Dela
misma manera podemos decir que 10 € A.

Observe que 5 ‘““no pertenece a” A. En este caso se nota 5 ¢ A.

2 Estos diagramas se denominan Diagramas de Venn-Euler.
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Relacién de contenencia

Cuando queremos relacionar un conjunto con otro conjunto, hablamos de la
relacién de ‘“‘contenencia” y utilizamos la notacién C .

Ejemplos
Considere los siguientes conjuntos:

{1,8,.,5,7)
{2,4,6,8)
{1,2,3,4,5,6,7, 8}

Observe que todos los elementos del conjunto M se encuentran también
en el conjunto Q; decimos entonces que M esta contenido en Q y lo denota-
mos asi: M C Q. En este caso también se dice que M es subconjunto de Q.
Observe que N también es un subconjunto de Q, entonces N C Q.

M
N
Q

Si A € By BCA, entoncesdecimos que A esigual a By escribimos A = B.
En caso contrario A # B.

Ejemplo 3

A = {x/x es positivo par < 8}
B={1,2,3,4}

C=1{2,4,6,8)
D={x/x€ Z, x< 10}

Note que:

1) ACCyCC A, luegpA=C

2) AcD,BCc D, CcDDcCcD

3) A# B, B# D (Aunsiendo BC D)

Debe ser claro que todo conjunto es subconjunto de si mismo.

Si A es subconjunto de B, pero A es diferente de B, entonces decimos
que A es un subconjunto propio de B; esto es:

Si A C B, A # B, entonces A es un subconjunto propio de B.

En el ejemplo anterior, A es subconjunto propio de D.

Si A es un conjunto cualquiera, entonces ¢ esta contenido en A; luego el
conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto.

El conjunto partes de
Sea T = {1, 2, 3}, los subconjuntos de T son:
¢, 11}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3)

El conjunto conformado por los anteriores conjuntos se denomina partes
de Ty se denota asi:

P(T) = {¢, (1}, {2}, {3), {1,2), (1, 3), {2, 3}, (1,2, 3)}
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El niimero de elementos del conjunto partes de T es 2", en donde n es
el nimero de elementos de T.

El conjunto {1} ‘“pertenece a” P(T); observe que la relacién de pertenen-
cia se puede establecer también entre un par de conjuntos.

Para cualquier conjunto A, se tiene que vacio y A pertenecen al conjunto
partes de A.

1.4 Operaciones entre conjuntos

Hasta ahora hemos estudiado el lenguaje de los conjuntos y algunas relacio-
nes entre ellos. Veamos ahora como se forman conjuntos a partir de otros
conjuntos.

Sean A= (1,2,3,4,5)}
B= {3,4,6,8,9}

Unién de conjuntos .

A partir de estos dos conjuntos, formemos otro cuyos elementos sean todos
los elementos de A junto con todos los elementos de B. A este nuevo conjun-
to lo llamaremos C.

C=11,2345,6,8,9}

Observe que en el conjunto C no se escriben sino una vez los eleméntos ,
comunes a los dos conjuntos.
El conjunto C se denomina unibnde Ay B, y lo 1nd1caremos asi:

C=AVYB

La representacion grafica del conjunto C en términos de los conjuntos A
y B, aparece en la Figura 1.2.

Ejemplos
1. Sean E={1,8,6)yF= {2, 4,6)
"entonces EVY F={1,2,3,4,5,6)
2. Sean G=1{1,2,6) yH= {1, 2, 3}
entonces GVY H= (1,2, 3, 6}
3. Sean M el conjunto de los enteros positivos pares y N el conjunto de los

enteros positivos impares. Entonces M U N es el conjunto de todos los
enteros positivos.

4, Sean S = {x/x? = 9} = {8, 3}
W= {x/(x* —4x+ 3= 0)} = {1, 3}
entoncesSU W = {x/(x?> = 9) 6 (x> —4x+ 3= 0)} = {—3, 1, 3}
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Figura1.2 C=A U B: Unibnde Ay B.

En general
AU B= |x/x€ A 6x € B)
Aqui 6 se usa en el sentido o/y.

Interseccién de conjuntos

Nuevamente consideremos los anteriores conjuntos A y B y formemos ahora
un conjunto con los elementos que pertenecen a ambos conjuntos. A este
nuevo con]unto lo llamamos D.

= (3,4}

El conjunto D se denomina interseccién de A y B, y lo indicaremos asi:
ANB

ANB={3,4})

La representacion grafica del conjunto D, en términos de los conjuntos A
y B, aparece en la Figura 1.3.

Figura 1.3 D=A N B: Interseccibnde Ay B.
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Ejemplos
1. Sean E={1,3,5)yF= {2, 4,6)
entonces ENnF=¢
2. Sean G=({1,2,6) yH= {1, 2,3}
entonces GN H= {1, 2)
3. Sean S={x/x*=9)=1{-—8,8}

W={x/x* —4x+ 3=0} = {1, 8}
entoncesSN W = {x/(x* = 9)y (x? —4x + 3=0)} = {3}
En general:
ANB={x/x€Ayx€EB})

Si A y B no tienen elementos comunes se dice que A y B son disyuntos y

se representa A N B = ¢.

Cuando se realizan operaciones entre conjuntos son posibles Ginicamente

tres casos: a) que los conjuntos sean disyuntos, (A N B = ¢), b) que un con-
junto esté contenido en el otro, (B CA) o c) que tengan sblo algunos elemen-
tos comunes, (A N B # ¢).

Mediante diagramas ilustraremos cada caso (véase Figura 1.4).

Unibnde Ay B

a)

Interseccibnde Ay B

QB

ANB=¢ ANB=8

AUB=A AUVB

AnB

Figura 1.4
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Complemento de un conjunto

Supdngase que hemos escogido un conjunto Universal U y que tenemos un
subconjunto de U que llamaremos A. Entonces, podemos formar el conjunto
que consiste en los elementos de U que no pertenecen a A. A este conjunto
lo llamaremos complemento de A (con respecto a U) y lo representaremos
porA’,

Dado un conjunto universal U y un conjunto A, tal que A C U, se llama
complemento de A (y se denota por A') el conjunto de los elementos de U
que no pertenecen a A.

En general, A'= {x/x € Uy x ¢ A}

Ejemplos
1. Sean U= 1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]}
y A=1{1,38,5,17,9}

entonces, A'= {2, 4, 6, 8, 10}
La representacion grafica de A’ se muestra en la Figura 1.5

Figura 1.5 A" Complemento de A con respecto a U.

2. Sean U el conjunto delos enteros positivos y A el conjunto de los enteros
positivos pares; entonces, A’ es el conjunto de los enteros positivos im-
pares.

SiA= U, entonces A’ = ¢
SiA=¢,entonces A'= U
AV A'=U

Diferencia de conjuntos

Ahora consideremos los conjuntos:
M= {a,b,c,d,e,f,g}
N= {a, e,i,o0,u}
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Formemos el conjunto de los elementos que pertenecen a M y no perte-
necen a N.
Este nuevo conjunto lo notaremos H y lo llamaremos ‘‘diferencia’

H=M—N
H= (b, c,4d,f, g}
En general:
M—N= |x/xéM y x¢ N}

Ejemplo 4
Sean A= {8,5,8,9,10}
B= {4,6,8,11,12}
A—B= {3,5,9,10)
B—A= {4,6,11,12)
La representacion é‘réfica de A — B aparece en la Figura 1.6.

v

Figura 1.6 A — B: la diferencia de A menos 8.

1.5 Propiedades de los conjuntos

A continuacién presentamos un resumen de las propiedades que se cumplen
en las operaciones entre conjuntos.

No creemos necesario hacer la demostracion rigurosa de ninguna de estas
propiedades. Sin embargo, recomendamos como ejercicio comprobar median-
te diagramas de Venn algunas de ellas (como en el ejemplo), pensando en que
las pueda necesitar para la solucién de ejercicios propuestos mas adelante en
el texto.

Propiedad idempotente:
AUA=A ANA=A

Propiedad conmutativa:
AUB = BUA ANB=BNA
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Propiedad asociativa:

(AUB)U C = AU (BUY () ANB)yNnC = ANn(BNC)
Propiedad de identidad:
AUug¢g=A ANnU=A
AvuU=U AN¢=2¢
Propiedad de complementacion:
AVA'=U AnA'=¢
(A) =4
' =¢
@)y =U
Propiedad distributiva:
AV (BNC)=(AY B)Nn (AV 0)

AN(BYC)=(ANB)Y (ANC)
Ley de De Morgan:
(AUB)Y=A'nB' (AnB)=A'UB’

Otras propiedades:

Si A C B,entonces AV B=ByANB=A. (AnB)CAyAC(AUB)
para cualquier A y cualquier B.

Ejemplo: Demuestre mediante diagramas de Venn que (A'V B')' = A NnB.
Figura 1.7 _

7 v
A B A B
ar N 7 &

v
A B
A'iB'

(7 7] -
A B A B
(a’'uegy ANB

Figura 1.7
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1.6  Cardinal de un conjunto

Sea A un conjunto cualquiera, llamaremos ‘“‘cardinal de A” al niimero de
elementos de A y lo notaremos como n(A4).

Ejemplos

Si V= {x/x es estacion del afio} entonces n(V)=4

SiP= {x/xesunprimo par} entonces nP)=1

SiL = ({x/xespar menorde 20} entonces n(L)=9

Conociendo el cardinal de ciertos conjuntos dados, podemos obtener el
cardinal de otros conjuntos que son unidn, interseccion, diferencia o comple-
mentos de los conjuntos dados.

Si tenemos dos conjuntos A y B definimos el cardinal de la unién de
estos conjuntos de la siguiente forma:

n(AY B) = n(A)+ n(B) —n(A N B)

Si los conjuntos son disyuntos (A N B = ¢), entonces la relaciéon anterior
se reduce a:

n(AY B)=n(A)+ n(B)
Ejemplo 5

Una farmacia rebaj6 el precio de una locién y el de una crema. La conta-
bilidad al final de un dia indic6 que 66 personas habian comprado crema;
21, locién y 12 personas ambos productos.

a) ¢Cuantas personas aprovecharon la oferta?
b) ;Cuantas personas compraron solamente la locién?
¢) ¢Cuantas personas compraron solamente la crema?

Solucién:

La forma mas practica de solucionar este ejercicio, es mediante el uso de los
diagramas de Venn-Euler.

Teniendo en cuenta que hubo personas que compraron ambos productos,
el diagrama (Figura 1.8) presenta una regién de interseccién entre los dos
conjuntos a los cuales llamaremos C y L.

C= {x/x comprd crema}
L= |x/x comprd locién)
7

Figura 1.8 Regién de interseccion entre los dos conjuntos Cy L.



12 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

Observe que en el anterior diagrama, 12 representa (la interseccién) el
niimero de personas que compraron los dos productos y 9 representa el ni-
mero de personas que Unicamente compraron locién (21 — 12 = 9). De la
misma forma 54 representa el nimero de personas que Gnicamente compraron
crema (66 — 12 = 54).

¢ Cuéntas personas aprovecharon la oferta?

(LY C)= n(L)+ n(C) —n(L N C)
(LY C)= 66+ 21—12
2(LY C)= 75

Lo anterior representa el cardingl de la union entre los conjuntos.

Ejemplo 6

Una encuesta realizada a un grupo de empleados revel6 que 277 tenian
casa propia; 233, automovil; 405, televisor; 165, automovil y televisor; 120,
automévil y casa; 190, casa y televisor y 105 tenian casa, automoévil y televi-
sor,

a) ¢ Cuantas personas fueron encuestadas?
b) ;Cudntas personas tienen solamente casa propia?
¢) ¢Cuantas personas tienen solamente casa y televisor?

Solucién:

Como habiamos dicho anteriormente, lo méis practico en estos casos es ela-
borar el diagrama correspondiente (véase Figura 1.9).

El nimero de empleados que poseen los tres servicios, corresponde a la
interseccién de los tres conjuntos. Este es el dato que debe ubicarse en el gra-
fico. A partir de este cardinal se colocan los otros cardinales que correspon-
den a las intersecciones entre los diferentes pares de conjuntos que puedan

conformarse.
C | A

T

v

Figura 1.9 Diagrama ejemplo 2.

En la figura C, A y T corresponden a los siguientes conjuntos:



C:

A:

T:
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{x/x tienen casa }
{ x/x tienen automévil}
{x/x tienen televisor)

Observe que la suma de los nimeros que se encuentran en la region deli-

mitada por cada conjunto corresponde al cardinal del conjunto.

Por ejemplo, n(C) = 277, luego
277=x + 15+ 105 + 85, de donde

o

Figura 1.10 Numero de personas que s6lo tienen casa propia.

a)

b)

c)

Para saber cudntas personas fueron encuestadas calculamos el cardinal de
la unién de los tres conjuntos.

2(CY AUT)=n(C)+ n(A)+ n(T) —n(CNA)—n(CONT)—n(ANT)
+(CNANT)

2(CY Ay T)= 277+ 233+ 405 — 120 — 190 — 165 + 105

2(CY AY T) = 545 ‘

La regién sombreada en la Figura 1.9 corresponde al nimero de personas
que solamente tienen casa y televisor (190 = 105 + 85) que se obtienede:
nCY T)= n(C)+ n(T)—n(CNT)

n(CN T)= 277+ 405 — 492

n(CnN T)=190

La regién rayada representa el namero de personas que solamente tienen
casa propia, es decir, 72 (véase Figura 1.10).

1.7 Resumen

Recuerde que:

1.

Los conjuntos se representan con letras mayusculas y sus elementos se
encierran entre llaves, separados por comas.
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A= l 19 2’ 3’ 4}
2. Los conjuntos se pueden escribir por comprension o por extension.
H= |{x€z,0<x<5)

H= ‘0,11293’4’
3. Graficamente un conjunto se puede representar mediante diagramas de
Venn.
v

4. SiA={2,4,6, 8} entonces podemos decir que
2 € A (2 “pertenece a” A)
5 ¢A (5 “no pertenece a’” A)

5. SiT={1,2,3,4)y S= {2, 4)
entonces,

Sc T (S estd contenido en 7))
(S es subconjunto de T)

En general, para todo conjunto T, ¢ C T.

6. Si n es el cardinal de A, entonces 2" expresa el niimero de elementos
del conjunto partes de A, esto es n [P(4)] = 2".
Para cualquier conjunto A, se tiene que vacio y A pertenecen al con-
junto partes de A, es decir, ¢ €P(A)y A € F(A).

7. AUB= {x/x€ A bx€E B} (A unién B)
ANB= {x/x€Ayx€E B} (A interseccion B)
A" = |x/x€Uyaxd¢ A} (A complemento)
A—B= |x/x€Ayx¢B) (A diferencia con B)

8. Llamamos “cardinal de un conjunto’’ al nimero de elementos del conjun-
to y lo indicamos como n(A4)

n(AY B) = n(A)+ n(B) —n(AN B)

1.8 Ejercicios y problemas

1. Determine cudles de los siguientes conjuntos son iguales y entre cudles se
puede establecer una relacién de contenencia:

{ economia, mercadotecnia, contaduria)
{ cebada, trigo, ajonjoli}

A
B
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{Quito, Cali, Lima }

{ mercadotecnia )

{ x/x es una ciudad de Latinoamérica)
(2,4,6,8)

{ banano, café, trigo, cebada)

{ contaduria, economia, mercadotecnia}

{ x/x es un par menor que 10}
{ x/x es un digito}

SSmaQHEoa
LI T O

. En el siguiente ejercicio escriba todos los subconjuntos del conjunto da-
do. ;Cuadles son los subconjuntos propios?

a) {2,9) c) {¢,11),1}
b) {1(2},9} | d {)

.Dados: U= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},4={1,3,6,8,10},B= {2, 4,
5,6,8) yC= {1,4,6,10} halle:

a) AUB b) ANB

¢) (AnB) d) (AU0)

e) (ANnB)Y C f) (AYB)NnC
. Realice: '

a) {x/xesun entero par} N {x/x es un entero impar}

b) {a,b,¢,d}V ¢

c) {1,2,8,4} n¢

d) {x (persona)/x es un estudiante} U {x/x tiene més de 30 afios}

e) {x (persona)/x es un estudiante} N {x/x tiene mas de 30 afios}

f) {x (aeroplano)/x es un boeing 747} Y {x/x pertenece a las lineas
aéreas del sur}

.a) Si U es el conjunto de todos los alumnos de la Universidad Nacional
y A es el conjunto de los alumnos de primer afio, encuentre A’

b) Para cualquier conjunto A, encuentre AN Uy AY U

¢) Para cualquier conjunto A, encuentre AN¢g yAY ¢

d) Para cualquier conjunto A, encuentre AN A'y AY A’

e) Dados los conjuntos A y B cualesquiera, jes AY B = B U A? ;por
qué? Considérense las mismas preguntas para A N B.

. En los siguientes ejercicios una de estas relaciones es verdadera: A C B,
A = B, BC A. Escriba, en cada caso, la relacién.correcta.
El conjunto universal, es el conjunto de todos los enteros.
Relacione cada conjunto del grupo A con el conjunto situado frente
en el conjunto B.
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a){x/2x+ A3 =11 —2x) {x/6x+B4=xa+ 12}

b){x/x* + 4 = 6x — 5} {x/4+ 2x= 10}

c) [x/(x+ 4)= 0} {x/x (x+ 4) = 0)

d){x/(x—2) (x—3)= 0} tx/x= 2}

e)lx/fx—1=0)V {x/x—2= 0} {x/x* —8x+ 2= 0}

f) {x/x = 8} { x/x es un entero impar)

g) {x/x+ 3 =4} {x/(x+ 3)* = 16}

h) {x/x* = 25} {x/x+ 2= 1T}

i) {T (triangulos en un plano) { T (triangulos en un plano)
/T es equilatero) IT es isbsceles)

j) El conjunto de los El conjunto de los
cuadrados en un plano _ rectdngulos en un plano

7. En cada uno de los diagramas de Venn, sombree:
a) AUB
b) AnB
v v

A
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8. En cada diagrama sombree la operacion indicada:

u u
A
8 A
B
c
C Q
(AuBINnC (AnBYyuc
A v v
A 8 c
B
[
{AuB)—(AucCY AuviB-0)

9. Resuelva los siguientes ejercicios:

a)

b)

Una mesera tom6 una orden de 38 hamburguesas: 18 con cebolla,
23 con mostaza y 29 con salsa de tomate. De éstas, 3 teniansélo
mostaza y 8 soOlo salsa; 9 de las hamburguesas tenian s6lo mostaza
y salsa y 5 los 3 ingredientes. Realice un diagrama de Venn y en-
cuentre:

i) ¢Cuantas hamburguesas llevaban cebolla y salsa solamente? -
ii) ¢Cudantas s6lo llevaban cebolla?
iii) ;Cudntas hamburguesas sélo llevaban cebolla y mostaza?

En una encuesta realizada en algunos paises acerca de los produc-
tos de mayor exportacidon se encontré que: 8 paises exportan ca-
fé; 15, petroleo y 13, frutas; solamente 6 exportan frutas y petro-
leo; 4, sOlo frutas y 3 exportan los 3 productos.

i) ¢Cuantos paises fueron encuestados?
ii) ;Cuantos exportan solo café?
iil) ;Cudantos paises exportan sdlo petréleo?
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10.

11.

12.

13.

¢) Los siguientes son los datos que muestran la preferencia de algunos
alumnos de primer semestre por ciertas asignaturas:
a 36 les gustd matematicas
a 32 les gusta administracion
a 31 les gusta biologia
a 16 les gusta administracién y biologia
a 15 matemadticas y administracion
a 14 les gusta matemdticas y biologia
y 6 tienen preferencia por las tres.

i) ¢Cudntos alumnos fueron encuestados?
ii) ;Cudntos alumnos prefieren solamente matemdticas?
jii) ;Cudntos estudiantes no prefieren biologia?
iv) ;Cuéntos estudiantes prefieren matematicas y biologia pero no
administracion?
Sead = {¢, 11,2}, (1), {9}, 1, (2}}
(Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y por qué?
a) 1€ A
b) 2€A
c) 2CA
d) {21€A
e) {2} CA
f) gCAygp€EA
g) lesAy{l} €A
h) n(A)=6
i) nlr(A)]= 64
i) 11,2} cA
En cada caso halle # (M)
a) M= {3,5}
b) M= {3,5,¢)
¢) M={s,1, (1}}
Utilizando las propiedades de los conjuntos demuestre que:
a) AYB)YNB=ANB
b) ANB)Y (ANB)=4A
c) (A'VB)YV@A'VB) =4
Partiendo de que n(AVY B)=n (4) + n (B) —n (A N B) y de las propie-

dades de los conjuntos, demuestre que: n (AY BY C)=n (A)+ n (B)+
1(C)—n(ANB)—n(BNC)—n(ANC)+ 9 (ANBNC)
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Nota: AU BU C= (AY B)U C
14. Demuestre que: [AV (BN A)JV[A'NB'NnC]=AUBuUC

Referencias

Budnick, Frank S. Matemdticas aplicadas para administracién, economia y ciencias
sociales, McGraw-Hill!

Britton/Bello. Matemadticas contemporéneas. Harla.

Lipschutz, Seymour, Matemdticas finitas. McGraw-Hill.,

Miller, Charles. Introduccion al pensamiento matemadtico. Trillas.



CAPITULO 2
Logica

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:
1. Manejar correctamente las proposiciones y conectivos 16gicos.

2. Construir tablas de verdad.

3. Utilizar correctamente el dlgebra de proposiciones.

4. Demostrar la validez de los argumentos logicos,

2.1 Introduccion

Fue Aristoteles (384-322 A. C.) el primero en lograr una sistematizacién de
la LOGICA. Mucho tiempo después Leibniz utiliz6 simbolos matematicos en
su estudio y la desarrollé como un instrumento de la matematica. En el Si-
glo XIX George Boole realiza un estudio mas amplio sobre la logica simboli-
ca. A comienzos del Siglo XX, con su obra Principia Mathematica, Bertrand
Russell (1872-1970) y Alfred North Whitehead (1861-1947) redefinen los
conceptos bésicos de la aritmética en términos de conceptos logicos estable-
ciendo asi un fundamento para las matematicas puras.

Comprender claramente el dlgebra de proposiciones l6gicas sera el objeti-
vo primordial de este capitulo.

2.2 Proposiciones ldgicas

Una proposicién légica es un enunciado del que se puede decir que es verda-
dero o falso, pero no las dos cosas a la vez.,

Ejemplos

— 2+ 3=56
— Bolivar naci6 en Caracas
— Vacio es subconjunto de cualquier conjunto

Los anteriores enunciados son proposiciones, puesto que cada uno de
ellos es verdadero o es falso, sin ninguna duda.
Por el contrario, los enunciados:

— Abra la puerta
— Pinte la pared
— Estudie la leccién

21
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no son proposiciones, ya que no son ni verdaderos ni falsos. En todos los
casos lo que se da es una orden.

— Margarita es hermosa

— Las matemaéticas son dificiles

— El agua esté fria

tampoco son proposiciones, porque el ser verdadero o falso depende de los

gustos o las circunstancias.
Las proposiciones se representan por las letras minisculas

p,q,T...,asi:

P : 2 esunnamero entero

q : 3x2=2x3

r : ...todos los caballos son blancos

A la veracidad o falsedad de una proposicién légica se le denomina el va-
lor de verdad de la proposicion.

Siq: A CA VY B, decimos que el valor de verdad de la proposicién q es
verdadero.

Denotaremos verdadero con la letra V, y falso con la letra F.

Una proposicién como

p:xt+ 5=8

se denomina una proposicion ablerta, ya que su valor de verdad depende del
valor que se le asigne a la variable x .

En las proposiciones abiertas el valor de verdad, denommado conjunto
de verdad, es el conjunto de todos los valores de la variable que hacen que la
proposicion sea verdadera.

Ejemplo 1
Calcular el conjunto de verdad de la proposicion p: x*+ 8x+2=0
Como (2)* + 3(2)+2=4—6+2=0,y
1) —31)+2=1—-3+2=0

entonces 2 y 1 son soluciones de la ecuacién x> —3x+ 2 = 0, luego el con-
junto de verdad de p es {1, 2}.

2.3 Conectivos lGgicos

En el lenguaje diario es usual encontrar expresiones como:

— Si no llueve voy a cine
— Viajaré a Cali o a Medellin
— 3X2=6y9X5+40
Todos los anteriores enunciados estan conformados por dos proposicio-

nes unidas mediante unos simbolos denominados conectivos. A estos enun-
ciados se les llama Proposiciones compuestas.
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La siguiente tabla muestra los diferentes conectivos de la logica proposi-
cional con su respectivo nombre, simbolo, notacién y lectura.

NOMBRE SIMBOLO NOTACION LECTURA
Conjuncion A PAq . p vy q
Disyuncién Vv pVyq pogq

Disyuncién exclusiva X pNgq P O g, pero no ambas
S s p implica q
Implicacién - P—>q Si p entonces q
Equivalencia > pe—q Psiysdlosiq
p es equivalente a.q
Negacion ~ ~p No p, ;es falso que p

Tabla 2.1 Diferentes conectivos de la l6gica proposicional.

Ejemplo 2

Consideremos las siguientes proposiciones p, q y s y formemos con ellas, me-
diante los conectivos vistos, algunas proposiciones compuestas.

p : Estudio biologia

q : Pasolamateria
8 : Voy alafiesta
A Estudio biologia y no voy a la fiesta

~ s
v s: Estudio biologia o voy a la fiesta
- q: Siestudio biologia entonces paso la materia ’

QT T T

< p: Paso la materia si, y sdlo si, estudio biologfa

Los anteriores enunciados, por ser proposiciones, tienen valores.de ver-
dad que se obtienen ficilmente mediante los valores de verdad de cada una
de las proposiciones simples.

Ejemplo 3
Consideremos la siguiente proposicién:
3X3=9 y 2+ 12=14

es claro que el valor de verdad de la proposicién compuesta es verdadero.
Observe que:

3X3=9 tiene valor de verdad (v)
2+ 12 = 14 tiene valor de verdad (v)
Luego v A v tienen valor de verdad (v)
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De la misma manera podriamos obtener el valor de verdad para cada una
de las combinaciones de verdadero y falso para la conjuncién A asi:

\} \{ v

f f
v f
f f

> > >

v
f
f

2.4 Tablas de verdad

La siguiente tabla muestra los valores de verdad de las proposiciones com-
puestas para cada uno de los diferentes conectivos.

P|9 PAg pPVgq | A P9 pe—q | ~p
v v v f \{ v f
vi|f f v v f ’ f f
fi{v f v v v f v
fif f f f v v v
Tabla 2.2 Valores de verdad de las proposiciones compuestas.
Observe que:
1. La conjuncién (A) sblo es verdadera cuando las dos proposiciones son
verdaderas. , :

2. La disyuncién (V) sélo es falsa cuando las dos proposiciones son falsas,
y
3. La implicacién (=) sblo es falsa cuando el consecuente es falso.?

Ejemplo 4
Construir la tabla de verdad de (p A~, p) > q

Plqg|~P PA~np |(PANDP)Q
v v f v
v f f f v
f v v f A4
f v f v
Tabla 2.3

3En una proposicién compuesta de la forma p-4,la proposicion p se denomina el
antecedente y la proposicién q se denomina el consecuente.
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A continuacion detallaremos el procedimiento para la construccion de la
tabla anterior (Tabla 2.3):

Como en este caso intervienen dos proposiciones, el total de combinacio-
nes que se consideran es cuatro. En términos generales, el total de combina-
ciones para una tabla es 2", en donde n es el nimero de proposiciones.

Para facilitar el desarrollo del ejercicio, se procura conservar un orden en
la disposicion de los valores de verdad dentro de la tabla, empezando en este
caso asi: 2 verdaderos (v), dos falsos (f) para la primera proposicion, y una
verdadera (v) y una falsa (f) intercaladas para la segunda proposicién. A con-
tinuacion se hallan los valores de verdad de las diferentes proposiciones com-
puestas que se puedan establecer utilizando la Tabla 2.2.

Observe que en la Gltima casilla los valores obtenidos son todos verdade-
ros. En este caso decimos que la proposicién es una Tautologia.

Ejemplo 5
Construya la tabla de verdad de: (p > q) <> (™~ q—+ "~ p)

Pl a |~ [ Vg | p?q | vg»Vp | (p=>q > (Vq~>Vp)
\J v f f v v v
v f f v f 4 v
f \ v f v v v
f f v v v v v
Tabla 2.4

Observemos que nuevamente hemos obtenido una tautologia.
Ejemplo 6
Construya la tabla de verdad de: [ (r A s) > q] « [ (sA ™ Q) - ]

©) ®

CA)>q [6ANG |GANVG >~y

<
~
(]
2
-
2
-~
o]
>
w

©
!
®

e T T T T L] -« -
- < M 2 g o
- M od 4 od oo
4 <& <« & o ra re
< rn <4 o< < o
™ O o o Lo T - T . R
« <4 < N 4 <4 <4 <
.y e @& & Fro o g e
< <€ < r o4 < <4 <
4 94 < 4 44 4 <4 <«

Tabla 2.5
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Los ejemplos anteriores corresponden tnicamente a ‘tautologias, pero
podria darse el caso de que en la altima columna sélo se presenten valores
falsos; diriamos entonces que la proposicion es una contradiccién o una
falacia. Cuando en la tltima columna aparecen falsos y verdaderos, la propo-
sicién se denomina una indeterminacion.

2.5 Leyes de las proposiciones logicas
Ley conmutativa:
pVgqeqVp PAgq+qAp
Ley asociativa:
(pPVqQ)Vr—pV(qVr) (PAQ)Ar<—=pA(qAT)
Ley distributiva:
(pAQ)Vr = (PVr)A(qVr)
(PVa)Ar = (PATV(QAT)
Ley de De Morgan:
v(PAQ)—> VPV g v(pVg)eVpA g
Otras leyes:
p V v p «> verdad P A "~ p « contradiccién
N~ (Vp)ep
pPVpe—D PAP+—DP
Leyes de implicacion:
\prqe>vg>vp
I p>q+vpVq
i pPA(P>a)—PAQq

h Estas son las propiedades mas importantes; sin duda, podriamos hacer
una lista mucho mads extensa.

Ejemplo 7

Como ejercicio demostraremos una de las propiedades anteriores, utilizan-
do las tablas de verdad.

Demostrarquep—+q <« vV pVq.

~pvq (D) < @

p~>q ~p

- o d Qg
- < <l
< < ro

q
v
f
v
f

<<<<I

v
f
v
v

@

Tabla 2.6
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2.6 Argumentos légicos

Un argumento l6gico es un razonamiento en el que a partir de una serie de
enunciados llamados premisas se obtiene un resultado llamado conclusién.
Se dice que un argumento es valido si asumiendo que todas las premisas son
verdaderas la conclusién también lo es. Si un razonamiento no es valido se
dice que es un sofisma o una falacia.

Ejemplo 8
1. Verifique el siguiente argumento: P p—>q
P; : vr->"Ng
qQ ! p-r
Para demostrar la validez de un argumento debemos partir del hecho de
que tenemos las proposiciones P1 A P2 A ... A Pn, y tratar de llegar a la
conclusién q por medio de las leyes de las proposiciones, asi.
Py : P->qAP2:Vr—>"Vvq es equivalente
Pi : P->qAP2: q->r (por ley de implicacion)

luego: P->qAq-~-r se obtienep - r
que era lo que queriamos concluir. Que v r > v q sea equivalente a
g-r es el paso esencial de la demostracion.

El éxito de las demostraciones estard en el eficaz cumplimiento de estos
pasos. .

2. Demuestre la validez del siguiente argumento:

P1: P->gq
Pz : ~qVr
qQ : p-r

En este caso es esencial notar que ™ q V r es equivalente aq > r.

Por tanto (p > a) A ("~ q V r) puede ser escrito como (p ~ q) A ~ qVr
por tanto p - r, que era lo que queriamos concluir.

3. Escriba en forma simbolica y demuestre la validez del sigiiiente, arguinen-
to:
Si 3 es impar, entonces 2 no divide a 9
7 no es primo o 2 divide a 9
7 es primo
Juego 3 es par

Sean p : 3 esunniamero impar
q : 2dividea9
r : 7esprimo

Luego el anterior argumento se puede escribir asi:
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P1: P->"Ng

P2 : ~MrVgq

Ps : r

a : vp

Como en el ejercicio anterior v r V q es equivalente a r - q, las premisas
serian.

P1r: q->"%Vp

P2 : r-—>q

g3 ¢ T

que pueden reescribirse

P q->‘vp

P2 : r->gq

a3 @ T

y tendriamos: r A (r > q) A (g > "V p)

luego r - ™ p, que era lo que queriamos demostrar,

2.7 Cuantificadores

Una proposicién cuantificada es aquella en la que se sabe cuintos elementos
la satisfacen.

Ejemplos

1. Todos los enteros son racionales

2. Existeun x, talque x+ 5= 12
3. Ningln gato es blanco
4. Todos los animales son mamiferos

&

Ningan caballo vuela

Las palabras todos, existe un, ningin, que nos dicen cudntos, se denomi-
nan cuantificedores. Los cuantificadores se dividen en universales y existen-
ciales.

Cuantificadores universales:
El cuantificador universal es “todos” y se representa por el simbolo V.

La expresién, Vx, x € Z, significa que para todo x (para cualquier x),
x es un elemento del conjunto 2.

Cuantificadores existenciales:

El cuantificador existencial es ‘“‘existen algunos” y se representa con el sim-
bolo d.
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La expresion Hx/ x+ 3= 8, significa que existe algin x tal que
x+ 3=8.

Una proposiciéon cuantificada también tiene su valor de verdad, verdade-
ro o falso.

Negacion de cuantificadores en proposiciones cuantificadas:

~(Vx, x)«—dx/ Vv x
N (dx/x) «—> Vx, v x

Ejemplo 9

Negar las siguientes proposiciones:

1. Todos los nimeros son racionales

2. Algunas mujeres son altas

Las respectivas negaciones serian:

1. Existe al menos un niimero que no es racional

2. No todas las mujeres son altas

2.8 Resumen
Recuerde que:

1. Proposicién: es un enunciado del que se puede decir que es verdadero o
falso.

2. El valor de verdad de una proposicién es la veracidad o falsedad de ésta.
3. Conectivos l6gicos.

Disyuncién ( V) ‘ Conjuncién (A )
pla]| pVyg P|a | PAg
vI|v v vi|vw v
v |t v v ]t f
f | v v t|v f
t |t f t | f £

Implicacién { =) Equivalencia (<)
Pi 9 p—>q P|lq {P—4Qq
vi|v v v]v v
v f f v t f
f v v f v f
f f v f f v

4. Si los valores de verdad obtenidos en una tabla son todos verdaderos se
dice que la proposicién compuesta es una tautologia. En el caso en que
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los valores de verdad sean todos falsos se le denomina falacia o contra-
diccidn. .

5. Un razonamiento légico es un razonamiento en el cual a partir de una’
serie de enunciados llamados premisas, se obtiene un resultado llamado
conclusion.

Ejemplo 10

Si llueve, Enrique se enfermara
Enrique no se enfermd, luego no Nlovid

p : llueve
q : Enrique estd enfermo
p -~ q, v q entonces v p (razonamiento vahdo)

6. Una proposicion en la que se sabe cuantos elementos la satisfacen, deci-
mos que es una proposicién cuantificada.

V se lee “para todo” y es el cuantificador universal.
1 se lee “existen algunos” y es el cuantificador existencial.

29 Ejercicios y problemas

1. Determine el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados:
a) Si 8 < 5, entonces —3 < —5

b) Si2+ 2= 4, entonces 3+ 3="7si,ysblosi,1+1=4
¢c) V16=46+16=—4
d) 6+4=10yV/ 2V 2=2
e) V3+V2=/5y4+4=8
f) 52 =250603-3=9
g) Si2+ 2 =4, entoncesnoesciertoque2+ 1=3yb5+ 5=10
h) 2+ 5= Tsi,ysblosi,3+ 6=9
i) Si8—1=2,entonces2+ 2 =4
j) 5+ 1=8si,ysblosi,5—1=2
2. Construya la tabla de verdad de:
a) (p>q)~>(pPAq)
b) “p-(q~p)
¢) (p=>q)VV(pe—"Vq)
d) [(p>q)Ap]l=gq

3. Determine a qué corresponde, (falacia o tautologia) cada una de las si-
guientes proposiciones:

a) (PAQ)A™NV(PVQ)
b) [(PAQ)As]«>[pA(qAs)]
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4. Construya la tabla de verdad apropiada para demostrar:
a) (pPVqQ)A™N¥pe= "VpAgq
b) pV(pAq)=p
¢c) Y(pVa)V(¥pAq)="Vp
d [p>@-1n]=[(PpAvr)~>"q]

5. Demuestre utilizando las tablas que:
[p>@An]=[(p>a)A(p~1)]
Esto es, que la implicacion cumple la distributiva respecto a la conjun-
cién.,

6. Compruebe la validez de cada uno de los siguientes argumentos:

Si trabajo no puedo tomar clases de misica
trabajo o apruebo biologia

Aprobé biologia

Por tanto, tomé clases de mtsica

7. Julio César, que siempre dice la verdad, le ha contado a su amigo Ivan lo
siguiente: “Me gusta Liliana o Victoria, pero no ambas. Ademas, si me
gustara Liliana, me gustaria también Victoria”. ;Quién le gusta realmen-
te a Julio César?

8. Exprese en forma simboélica y niegue las siguientes proposiciones, utili-
zando el cuantificador apropiado:

a) Ecxisten enteros tales que x> —~1=0

b) Ningin conjunto es subconjunto de vacio

¢) -5 es un nimero racional

d) A todos los alumnos de secundaria les gusta los deportes

e) En todos los niimeros naturales x, —x es menor que cero

f) Existe un racional de la forma a/b tal que a/b — 1 es negativo
g) Algunos mamiferos son acuaticos

9. Niegue la siguiente proposicién: [ (p V q) A r] = [s V (q A t)].

Referencias

Lipschutz, Seymour. Mateméticas finitas. McGraw-Hill.
Turner/Prouse. Introduccion a las matemdticas. Trillas.
Britton/Bello. Matemadticas contempordneas. Harla.



CAPITULO 3

Numeros

OBJETIVOS
Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1. Clasificar un niimero en el conjunto al que pertenece, segiin sus caracte-
risticas.

2. Resolver ejercicios sobre operaciones binarias.
3. Aplicar las propiedades de los nimeros reales en la solucién de ejercicios.
4. Resolver ejercicios con valor absoluto.

3.1 Introduccitn

Medir y contar fueron probablemente las primeras actividades de tipo mate-
matico que realizd el hombre. Debieron pasar muchos siglos para que el
hombre obtuviera un concepto abstracto de niimero. Fue G. Frege quien
a finales del presente siglo asocié el concepto de niimero natural a la teoria
de conjuntos.

Las funciones eran conocidas por los babilonios, segin muestran tabli-
llas uniformes del Siglo 2000 A.C. Los niimeros irracionales se atribuyen a
Pitdgoras (572-497 A.C.), quien establecié la relacién entre los catetos de
un tridngulo y su hipotenusa en su famoso teorema. Mas tarde, Teodoro
de Cirene demostrd la irracionalidad de+/ 2, v/ 3 . . . Los niimeros negativos
fueron estudiados por muy pocos matematicos de la antigliedad e incluso
fueron rechazados en la edad media. S6lo hasta el Siglo XVI, Harriot intro-
dujo el signo (—) para caracterizar los nimeros negativos.

Los nameros complejos se deben a Bombelli, italiano del Siglo XVI,
a quien se tiene como un precursor; sin embargo, fue el danés C. Wessel
quien dio una interpretaciéon geométrica de los mismos representandolos
como un punto del plano.

Dedicaremos este capitulo al andlisis de las propiedades y caracteristicas
mas importantes de los nimeros.

3.2 Sistemas numéricos

Podemos considerar un sistema numérico como un conjunto que por tener
ciertas caracteristicas y cumplir determinadas propiedades recibe un nombre
especifico.

33
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El conjunto {1, 2, 3, 4, ...} cuyos elementos son utilizados para contar,
recibe el nombre de nimeros naturales y se representa por:

N = {1,23,4,5,...}

Al conjunto No= {0,1,2,3,4,5,...} 4 se le denomina conjunto de los
enteros no negativos. A la unién de este conjunto con el conjunto de los en-
teros negativos ...—4, —3, —2, —1 se le llama conjunto de los enterosy

se representa por
Z = NoVY {(...,—4,-8,—2,-1}
Y 4 {...,-8,-2,-1,0,1,2,3,4,... }
Observeque N CNoC2Z.

Al conjunto {p/q /I py q€ Z y q #0)} se ledenomina con]unto de los
nlimeros racionales y lo representaremos por @

Q = {...,~2,-3/2,-1/3,0,1/8,2/7,4, ...}
En este conjunto podemos diferenciar dos subconjuntos:

i) Eldelasfracciones propiamente dichas, como por ejemplo

-3/2, —1/8,1/8, 2/1.
ii) El de los enteros, como por ejemplo —2, 0, 4.

Los ntGmeros racionales tienen, ademés, la caracteristica de poder ser
representados como un decimal infinito periédico, asi:

-2 = =200 =-20
—3/2 = —1.500=—1.50
2/7 = 0.285714285714 = 0.288714

—-1/8 = 0.333333333333 = 03
En todos los casos anteriores existe en la representacion decimal una par-
te que se repite, que se denomina parte periédica. Se acostumbra escribir los
niimeros con la parte periédica expresada una sola vez, colocando sobre ella
una barra.
No todos los nimeros pueden expresarse como decimales infinitos pe-
riddicos; por ejemplo al nimero

7 = 3,141592654 ... no se le conoce periodo.

En 1973, utilizando un computador IBM CDC 7.600, Jean Guillond y
Martine Bouyer llegaron a establecer un millén de cifras decimales para =
sin encontrar un periodo.

A los ntimeros decimales que, como 7, son NO periddicos, se les deno-
mina naimeros irracionales. Son también niimeros irracionales: e = 2.718281%,
v 2,V 3y en general todas las raices no exactas de niimeros enteros.

Al conjunto conformado por la union de los nimeros racionales y los
irracionales se le llama conjunto de los niimeros reales, y se representa por
R.

4 Denotaremos por No el conjunto de los ntimeros naturales que incluye al cero.
5 El ntimero e es la base de los logaritmos naturales.
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Existe otro sistema numérico conformado por nimeros de la forma
a + bi, en donde a y b son reales e i representa a/ —1 (i = /' —1). Este
conjunto se denomina conjunto de los ntimeros complejos®, en donde a
se llama la parte real y b la parte imaginaria.

Ejemplo 1

1
Son nimeros complejos 2+ 3i, 5 — Ti, 3 i
En la Figura 3.1 se muestran las diferentes clases de niimeros y las rela-
ciones que existen entre ellos.

3.3 Operaciones binarias

Las operaciones usuales de la aritmética, tales como 2 + 3 = 5,4 X 6= 20,
8 —6 =2 y10+ 5= 2, sellaman operaciones binarias porque, si escogemos
dos nimeros cualesquiera, la operacion genera un tercer nimero. Esto es,
hay dos elementos integrantes y un resultado. La unién y la intersecciéon de
conjuntos, AW B= CyA N B= C, son ejemplos de operaciones binarias en
los conjuntos.

Una manera mas formal de definir una operacién binaria es la siguiente:
SeaS= {a,b,c,...} unconjunto cualquiera. La operacién * es una operacién
binaria en S si, y solamente si, a cada par ordenado (a, b)’, donde ¢ y b son

NATURALES
CERO | ENTEROS
ENTEROS || RACIONALES
NEGATIVOS '
FRACCIONES REALES —~ | C
0
M
IRRACIONALES P
— L
E
J
¢
IMAGINARIOS |- | 8

Figura 3.1 Sistemas numéricos.

$ En un capftulo posterior mostraremos su utilidad.
7 Véase Plano Cartesiano, en el presente capitulo.
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elementos de S, le corresponde un elemento unico a * b de S. Indicamos esta
correspondencia mediante la notacion
(a,b) > (a* b)
En esta definicién hay varios puntos que se deben observar con especial
cuidado:
1. El ordende ay b es importante porque (a,b) es un par ordenado.
Asi,a*b# b *a.
2. La operacién tiene que estar definida para todos los pares (a, b), donde
ay b son elementos de S.

3. El elemento resultante a * b tiene que ser un elemento de S.

Ejemplo 2
SeaS=No= {0,1,2,3,...}

a) Si*=+,entonces(3,4)> 7
que usualmente escribimos 3 + 4 =7
b) Si * = X, entonces (2, 5) > 10
que escribimos 2X 5 = 10
¢) Si* = —, entonces (2, 5) # (5, 2)
dadoque2 —5+ 5—2 ‘
d) Si * = —, entonces (7, 10) > —3. Como—3 ¢ No, entonces la operacion

* = — gobre No, no es una operacion binaria.

e) Si * = +, entonces (4, 0) > 4/0. Como 4/0no estd definido, luego sobre
No * = + tampoco es una operacion binaria.

Ejemplo 3

a) Sea S el conjunto de los nimeros reales R. Entonces, sabemos que
la adicidn: (a,b)~> (a+ b)
la multiplicacién: (a,b) > (aX b)
la sustraccion: (a,b)—> (a—b)
son operaciones binarias en R.
b) Por el contrario,
la division: (a,b)~> (a+ b)
no es una operacion binaria en R porque (a, 0) > (¢ + 0) no esta defini-

da. No obstante, la divisién es una operacién binaria en los nimeros rea-
les diferentes de cero.

¢) Sea S el conjunto de los subconjuntos de un conjunto universal U. En-

tonces,
la union: (A,B)~ (AV B)
la interseccion: (A,B)- (AN B)

son operaciones binarias en S.
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Observe que * no representa necesariamente las operaciones adicién,
sustraccion, multiplicacién y division, sino que podria representar otras
mas.

Ejemplo 4
1. Seaa * b= 2a+ 3b, entonces
(3, 4) = 18, que se obtiene asi’:.

3,4) = 2x3+3x%X4
6 + 12
= 18
2. Seaa*b = ;—a+b,entonces
6*¥3 = l 6)+ 3
2
= 3 + 3
= 6

Propiedades de las operaciones binarias

Propiedad conmutativa: Es importante el orden en que se efectiia una opera-
cién binaria; el cambio de orden produce, algunas veces, resultados diferen
tes. :

La operacion binaria * es conmutativa en un conjunto S si, y solamen-
te si, para cada par ordenado (a, b) de elementos de S,

a * b = Db ¥ a

Ejemplo 5

1. Sea S el conjunto de los nimeros reales R. Entonces, la adicion y la
multiplicacién son conmutativas en R porque, para todosa y b,

a + b = b + a y a X b = b X a

2. La sustraccion no es conmutativa en R porque por ejemplo, 8 — 2 +
2 —8.

Propiedad asociativa: Una operacion binaria definida en un conjunto S nos
permite combinar dos elementos de S y obtener un tercer elemento de S.
Sin embargo, no nos dice cémo combinar tres elementos de S tales como
a * b * c. Por esta razén introduciremos la propiedad asociativa de una ope-
raciéon binaria y demostraremos que si la operacion posee esta propiedad,
entonces podemos dar un significado al simboloa * b * c. ;

Para introducir el concepto de asociatividad tomaremos como ejemplo
la adicién de niimeros reales. Si escribimos los ntimeros 2, 5 y 8 en este or-
den: 2, 5, 8, queremos encontrar el valor de
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2 + 5 + 8-

La adicién es una operacion binaria, es decir, que podemos sumar anica-
mente dos niimeros cada vez. Sin embargo, podemos calcular 2+ 5 + 8
agrupando

(2 + 5) + 8
Ahora sumamos 2 + 5 = 7, y después 7 + 8 = 15. Parece, pues, que
2 + 5 + 8 = 15
Es posible agrupar los sumandos de otro modo:
2 + (5+ 8 =2 + 13= 16

Estos resultados sugieren que los dos modos de agrupar los sumandos
producen siempre el mismo resultado. De hecho, es verdadero que para ni-
meros reales cualesquiera a, byec

@+ b))+ ¢ = a *+ (bt ¢

Esta expresion establece la propiedad asociativa de la operacion binaria
de la adicion.

La definicién de una operacién binaria asociativa es la siguiente: La ope-
racién binaria * es asociativa en un conjunto S si, y solamente si, para cada
terna de elementosa, by cde S

@* b * ¢ =a* (@ * o

Ejemplo 6
1. La adicién y la multiplicacién son operaciones binarias asociativas en R.
2. La sustraccidén no es asociativa en R porque, por ejemplo,

(12— 8 — 2 = 2 y 12 — (8 — 2)
3. La divisién no es asociativa en R porque, por ejemplo,

24 + 6) + 2 = 2 y 24 + (6 + 2) = 8

Ahora que ya conocemos el significado de la propiedad asociativa, volva-
mos, a nuestro problema original, es decir, encontrar un significado a la ex-
presiéon @ * b * ¢ donde a, b y ¢ son elementos del conjunto S, en el cual
esta definida * como una operacién binaria. Si * es asociativa, es razonable
definir que a * b * ¢ es igual a cualquiera de las expresiones (@a*b)*co
a * (b * ¢). La definicién formal es la siguiente:

Sea * una operacién binaria asociativa en un conjunto S y sean a, by
¢ elementos cualesquiera de S,tomados en este orden: a, b, c. Entonces,
por definicién, la expresion a * b * ¢ es igual a cualquiera de las dos expre-
siones (@ *b) *cya* (b *c). \

6

I

Observacién: La definicién de a * b * ¢ depende del orden en que se escri-
ban a, b y c. Asf, no aseguramos quea * b *c=b*a*c= b * a * ¢, aun-
que es posible que esta igualdad se verifique en algunos casos especiales.
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Ejemplo 7

1. Puesto que la adicion es asociativa en R, definimos a + b + ¢ como igual

a cualquiera de las expresiones (a+ b)+ ¢ 6 a+ (b+ c).

2. Del mismo modo, definimos a X b X ¢ como igual a cualquiera de las
expresiones (aX b)Xc 6 ax(bXec).

3. Puesto que la sustraccion y la divisién no son asociativas, las expresiones
12—6—3 y 24+ 6 + 2 no estan claramente definidas. Sin embargo,
las propiedades R6 y R7 eliminaran esta dificultad.

f 3.4 Propiedades de los nimeros reales -

Como mencionamos anteriormente, un nimero real es un nimero que se
puede representar por una expresiéon decimal infinita. \
Aunque un namero real es un objeto matemdtico bien definido, pode-
mos, sin embargo, representarlo de muchas maneras. Por ejemplo, podemos
escribir 7 de las siguientes maneras:
VII, 1114os (base dos), 2—31- , 1,000..., - 2

El niimero racional que generalmente se expresa por

9
1
sentar también por 2

se puede repre-

1 1 1\ 1
’IJ'Z’(\/—?)’\/;

Para escribir un nimero real se suele utilizar la forma “maés sencilla”
Ty ~;— en los ejemplos anteriores); pero cuando sea conveniente, no dudare-
mos en utilizar otras representaciones. :

Puesto que — y -% no son mas que nombres del mismo niimero, diremos
que son iguales y escribiremos
1 2

2 4

De manera mas general, definimos la igualdad de simbolos que represen-
tan niimeros reales, como sigue: dos simbolos, a y b, que representan niime-
ros yeales son iguales si, y solamente si, representan el mismo niimero real.

'En esta seccién examinaremos sisteméticamente las propiedades aritmé-
ticas de los nimeros reales. Basaremos nuestra discusién en las propiedades
de la adicion y de la multiplicacidn, y de ellas derivaremos las propiedades
de la sustraccion y la division. Comenzaremos repitiendo propiedades estu-
diadas en la seccion anterior.

2 8
< = 0,5000...,
4 16

.h|v—t|oo|»-a

R1 La adicién y la multiplicacién son operaciones binarias en el conjunto
R de los nimeros reales. ‘

R2 La adicién y la multiplicacién son operaciones conmutativas.
R3 La adicién y la multiplicacién son operaciones asociativas.
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& Las dos proposiciones siguientes comprenden los elementos neutros adi-
tivo y multiplicativo.

Una operacién binaria definida sobre S tiene un elemento neutro, deno-
tado por e, si y solamente si,ees un elemento de S y para todo elemento a
de S,

a ¥ e = a y e ¥ a = a
y, ademads, e es el Gnico elemento de S que verifica estas igualdades.
Puesto que sabemos que para cualquier namero real a,

a X 1 = a y 1 X a = a

se sigue que el namero 1 es el elemento neutro de la multiplicacién.
Luego tenemos estas propiedades:

R4 Los nimeros reales tienen un elemento neutro aditivo tnico, el cero.

R5 Los nimeros reales tienen un elemento neutro multiplicativo Gnico, el
uno.

Las dos propiedades siguientes se refieren a los elementos inversos:
Si * es una operacién binaria definida sobre S que tiene un elemento neutro
e, y si a es un elemento dado de S, entonces el elemento a™ de S es el inver-
so de a (respecto a la operacion *) si, y solamente si,

a * agl= e y gt * a = e
ysi,ademas, a? es el Gnico elemento de S que verifica estas igualdades.

Observacién: La notacion g es la que se suele usar para representar
los inversos. Sin embargo, es posible que exista alguna confusién porque
se puede considerar que —1 es un exponente negativo. Hay que tener cui-
dado de no caer en este error porque a no tiene otra interpretacién dis-
tinta a la que se le dio en la definiciéon anterior y, asi, —1 no es un expo-
nente segiin el significado usual de esta palabra.

En la adicién es facil encontrar el inverso aditivo de cualquier nimero
real porque, por ejemplo:

El inverso aditivo de 3 es —3 porque

3 + (-3 = -8 + 3 =0
El inverso aditivo de —4 es 4 porgue ,

—4 + 4 = 4 + (—) = 0
El inverso aditivo de 0 es O porque

0O + 0 =0

Los inversos aditivos también se llaman ‘“opuestos”. El opuesto de a
se denota por —a. El opuesto de (—a) es —(—a); ahora bien, puesto que
a + (—a) = 0, se sigue que —(—a) = a. "

Del mismo modo, tampoco existe dificultad alguna con los inversos mul-
tiplicativos de la mayor parte de los niimeros reales. Por ejemplo:

1
El inverso multiplicativo de 5 es -5- porgque
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2
El inverso multiplicativo de ~3— es

2 3 3 2
- - = — X — =1
3 2 2 3
El nimero real cero, sin embargo, no tiene inverso multiplicativo. Supon-
gase que a fuera un inverso multiplicativo de 0. Entonces, tendriamos que
0 X @ = 1. Ahora bien, 0 X a = 0. Por tanto el nimero real cero carece de in-

1
verso multiplicativo. El inverso multiplicativo de a (# 0) se escribe a— .

Tenemos asi las dos propiedades siguientes:
R6 Todo niimero real g tiene un inverso aditivo Gnico: —a.
R7 Todo nimero real a diferente de cero tiene un inverso multiplicativo Gni-
1 .

co —.
a

La existencia de estos inversos nos permite definir la sustraccion y la divi-
si6n en términos, respectivamente, de la adicién y de la multiplicacién:

Definicion de sustraccion y divisién:
1. La diferencia @ — b de dos nimeros reales se define por la igualdad
a — b = a + (-b) |
2. El cociente @ + b (donde b # 0) de dos nimeros reales se define por la

igualdad
+ b a X (1)
a - = -
b

Observaciones

1. Puesto que el cero carece de inverso multiplicativo, la division por cero
no esta definida.

2. Como una extension de la definicién de sustraccion, es costumbre defi-
nira — b — ¢ como a+ (—b)+ (—c), y a esta expresion se le pueden
aplicar las propiedades de la adici6n. Por ejemplo,

12—6—38=12+ (—6)+ (—8) = [12+ (—86)] + (—3)
6 —3 =3

también,
12—-6-—-3=12+ [ (-6)+ (—3) ]
=12+ (—9)
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=12-9
= 3
Como una extensién mas, tenemos lo siguiente: cualquier sucesién de

adiciones y sustracciones, como ¢ — b + ¢ + e — f — g, se define igual ala
suma
a+ (—b)+ctet (Nt (g=(@+tcte)—(b+f+eg
asi, :
15—6+ 10+ 3—4—8 = (16+ 10+ 3)—(6+ 4+ 8)
=28 —18
=10

; ‘ 1 1 ,
Del mismo modo, a <+ b + ¢ se define como a X ; X ; . Asi, por ejem-

1 :
plo, 24+6 +2= (24x-1—)x 2 " 2. Ademéds,a -+ bXcXe+[f+gse
define como 6

12 X5X 6 360

12+3X5X6+4+10= o = =3
3X4x10. 120

Existe una relacién entre la adicién y la mulfiplicacién que se utiliza con-
tinuamente en aritmética y algebra. Esta relacion se llama propiedad distri-
butiva de la multiplicacién sobre la adicién.

R8 Propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la adicién: Para cuales-
quiera nameros realesa, b y ¢,

a X b+ ¢ = (@ X b)+ (@ X ¢)

Ejemplo 8
a) 4X(2+ 3)=(4X2)+ (4X3)
b) 2X (x+ y)= 2x+ 2y
c) (at+ b)X(c+d) [(@+ b)Xel+ [(at+ B)Xd]
= ac+bc+’ad+ bd
Nota: En la expresidon a X (b + ¢), el paréntesis en b + ¢ es necesario para

evitar cualquier interpretacion errénea en la realizacion de las operaciones,
dado que sin el paréntesis la expresion anterior podria realizarse:

i. Haciendo primero la suma de b y ¢ y luego multiplicando el resultado de
ésta por a, O

ii. Primero el producto a X b y a éste sumarle c.



NUMEROS 43

Cuando en una expresion no aparecen paréntesis, las operaciones se reali-
zan siguiendo un orden de prioridades: primero, potencias y raices; segundo,
productos y cocientes y, finalmente, sumas y restas. Este orden es el que
sigue un computador en la realizacién de operaciones de este tipo.

Las propiedades R1 a R8 constituyen los fundamentos algebraicos de los
nimeros reales y de ellas se derivan otras importantes leyes del dlgebra. En
los cursos avanzados de mateméticas se toman R1 a R8 como axiomas de un
sistema abstracto llamado cuerpo. Podemos, por tanto, decir que los niime-
ros reales forman un cuerpo.

Ejemplo 9
Suponga que * es una operacion definida de la siguiente manera:
e*b=(a+ b))+ (aXb)
a) ¢Es * una operacion binaria en R?
b) (Es * conmutativa en R?
c¢) ¢Es * asociativa enR?
d) ¢ Existe un elemento neutro? jcual es? Calcule 2 * e.
e) ¢Existen los inversos? jcual es el inverso de 37

Solucion:

a) Dado que la suma (+) y el producto (X ) son operaciones binarias en R,
* por su definicion es también una operacién binaria en R.

b) a*b = (a+ b)+ (aX b)
(bt a)+ (bXa) (conmutatividadde+ y X enR)
=h*q
Luego * es conmutativa en R.
¢) (@*b)*c=[(ea+t b))+ (aXb)]*e

!

= {{(@+b)+ (@Xb)j+cl+[(@a+b)+ @Xb)]Xc
=@+btctaxb)+@tb)xc+@xbxe @
Ahora,a* (b *c) =a*{(b+ )+ (bX ¢)]
at[ (b+c)y+ (bXxc)l+tax[(b+c)+ (bXe)]
(a+b+c+bXe)ytax(d+e)+ @Xxbxec) @

Como 1+# 2,a * (b *c)+# (a * b) * ¢, luego * no es asociativa en R.

d) Sea e el idéntico, luego V a,
a*e=e*ag=a,

Como * es conmutativa, a * e = e * g, entonces, si ¢ es el idéntico,
/ a*e=a,
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a*e= (a+ e)+ (a X e)=a, entonces

a+tet+ae = a
et age = 0
e(l1+ta)= 0

e =10

El idéntico es cero.
2*0 =(2+0)+ (2X 0)
=2+0 = 2

e) Si existen los inversos,V a, @ a™' /
a*ag!=qg! *a=e=0
a*a? = 0, luego
(@+a')+ (@xXal)=0

al+axa?=-a
at'(l1+a)= —a
a’l = —
1+a
a tiene inverso si ¢ # —1.
Eli de3es—— = 3
inverso de es1+3—- 1
3*-3=(3+ (= 1+i3x — 41
9 9
= Tt 1)=0
Ejemplo 10
Considere S ={ 1, m, n, o } con la operacién ¢ definida en S de la siguiente
manera:
e |1 m n o

1 ]l m
mi| m n
nin- o

1

B—o0O0DB
s g—~0

olo
a) ;Cuil es el idéntico de ¢ sobre S?

b) Emplee la tabla para calcular 1 € (m ¢ n)
c) (Esl e (meco)=(lem)e o?

d) ;Cual es el inverso de m?
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Solucién

a) Mediante una observacion directa de la tabla, tenemos que cualquier ele-
mento operado con “1” origina el mismo elemento; luego el idéntico de
la operaciénes 1.

b) le(mesn) = 1zo
o
¢) lz2(meso0) = (lem)eso
1 e 1 = m & o
1 = 1
d) ms ?=1

observe en la tabla que:
me o =1
Luego el inverso de m es o.

En el conjunto de los nimeros reales R existe un subconjunto importan-
te, R*, constituido por los nimeros reales positivos. Este subconjunto esta
dotado de las siguientes propiedades:

R9 La suma de dos nimeros reales positivos es positiva.
R10 El producto de dos nimeros reales positivos es positivo..

R11 Ley de la tricotomia: para cada nimero real a es verdadera una, y sola-
mente una, de las siguientes proposiciones: '

a) a es positivo
b) —a es positivo
¢) aescero

Cuando decimos que —a es positivo, estamos asegurando que a es negati-
vo. Asi, R se divide en tres subconjuntos disyuntos:

a) los reales positivos
b) los reales negativos
c) elcero

3.5 Teoremas sobre los nimeros reales

Son muchos los teoremas que se pueden demostrar con base en las propieda-
des de los nimeros reales. Mencionaremos y demostraremos algunos, nica-
mente con el fin de realizar una aplicacion de las propiedades.

Teorema 1

Si a, b y ¢ representan numeros reales, y si @ = b, entonces:
i atc=bt+ec

ii.h a—c=b—c

iii. ac=be

iv. a/c=bjc,sic# 0



48 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

Teorema 2
Para todo nimeroreala, aX 0 =0

Teorema 3
Si a y b son los nimeros reales,y a X b = 0, entoncesa=0 6 b=0

Teorema 4
Para todo nimero reala, (—1)X a= —a

Teorema 5
Si a y b son dos nimeros reales, entonces (—a) X (—b)=aX b

Teorema 6

Sia, b y ¢ son niimeros reales, y ab=c, con a # 0, entonces b = (—-—)X (©) = .
. a

Teorema 7

Si a, b y ¢ son nimeros reales, y a ¢ = b ¢, con ¢ # 0 entonces a = b.

Demostraciortes
Teorema3 Sia,b€R,ab=0 (1), entoncesa=0,6b=0

Demostracioén

Sia = 0, el teorema se cumple de inmediato.
Sia # 0, entonces

1 _
= existe (por R7), luego, multiplicando en ambos miembros de @ por

1
a

1
(—a—) X ab=— X 0, por R3 y Teorema 2

1
—a- Xa Xb= OporR'?)

(1) X b = 0 porR5,
b=0

Teoremad4 Va,(—1)Xa=—a

Demostracion

N1+ -1)=0 Definicién de inverso aditivo
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2)[1Xal+{(—1)Xal=0Xa Propiedad distributiva

3)0Xa=0 Teorema 3 .

4)1Xa=a Definicién de 1

5)a+ [(-1)X a]=0 (2), (3)y (4)

6)a+ (—a)=0 Definicién de inverso aditivo

Na+ (-1)Xe=at (—a) (5) y (8)

8)(—1)X a= —a Sustraccién de ¢ en ambos miembros

1 .
Teorema8 Va,b,ceER,siab=c, b= PR a# 0

Demostracion

ab=c,comoa+ 0, —a—existe, (-l—)x (ad) = - X ¢, por RS .
' a

1 .
[—-Xa]xb
a

1Xbd =(-—)XCporR5
o = (2)xe
a

Teorema7 V a,b,c€ER,siac=becyc#0,a=0b

(%) X C,por R7

Demostracion

1 1 1 C
ac=bc,comoc¢0,—é—existe, (ac)x—g-:(bc)x—-é-,.por-RS

1 N L
ax(cx ——) = bx(cx-—-),/.porR7 .

(o4 c o C
aX1=>bX 1,porRb

a = b

3.6 Losenteros

Los enteros son los niimeros naturales, el cero y los negativos de los niimeros
naturales:{. . . —3,—2,—1,0,1,2, 3, ...} Con frecuencia se les llaman ‘“‘en-
teros pos1t1vos”, “cero” y “enteros negatlvos” Los enteros son, pues, casos
especiales de los nimeros reales; pero no verifican todas las propiedades RI
a R11. Los enteros no verifican la propiedad R7. 2
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3.7 Representacion geométrica de los nameros reales

En matemdticas la representacion de los niimeros reales como puntos de una
recta es de suma importancia. Por lo cual dedicaremos esta seccion a la cons-
truccién y manejo de la recta numérica. Para conseguir esta representacion
comenzaremos por localizar arbitrariamente sobre la recta el punto 0.

A partir de cero, hacia la derecha se ubicaran los nameros positivos y hacia
la izquierda los nimeros negativos (véase Figura 3.2).

NUMEROS NEGATIVOS NUMEROS POSITIVOS

oum

Figura 3.2 La recta numérica.

El hecho més importante en la representacion es que a cada punto de la
recta corresponde un niimero real, y solamente uno, y que a cada nimero
real corresponde un punto de la recta y solamente uno.

En la representacién de los nimeros reales también es importante conser-
var el “orden”.

-6 -6 ‘-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figurs 3.3 Representacion de los enteros.

Observe que el segmento comprendido entre dos enteros consecutivos es
siempre de la misma longitud. A esta longitud la llamaremos unidad patrén
y se puede escoger arbitrariamente. O sea que la distancia que hay entre 0 y
1, es la misma que hay entre 1 y 2, 2 y 8, etc. La misma situacién se puede
considerar del cero hacia la izquierda (enteros negativos).

Asi como representamos los enteros en la recta numérica podemos repre-
sentar los niimeros racionales, asociando a cada nimero racional un punto de
la recta. Por ejemplo, si queremos representar racionales con denominador 3,

1
dividimos la unidad patrén en tres partes iguales de longitud —),como mues-
tra la Figura 3.4. 8

|
Wl

|
ul_._
wl.a e
=

Figura 3.4 Representacién de los racionales.
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En general, para representar nimeros racionales cuyo denominador es el
entero q # 0, dividimos la unidad patrén en q partes 1guales ( véase Flgura
3.5).

Figura 3.5 Representacién de los racionales. Generalizacién,

De forma similar, podemos representar sobre la recta numérica los niime-
ros irracionales. Por ejemplo, para ubicar /2, construimos un trigngulo rec-
tdngulo cuyos catetos tengan longitud 1. De esta manera obtenemot que la
hipotenusa de este tridngulo vale /2.* Una construccién como la de la Fi-
gura 3.6 nos permitird ubicar /2 sobre la recta numérica. De la misma ma-
nera, construyendo un tridngulo rectdngulo de catetos 1 y /2, obtendnamos
V3, y asi sucesivamente.

Hemos visto que podemos representar sobre la recta numenca, enteros,
racionales, irracionales, positivos, negativos, es decir, cualquler namero real.
Todo namero real se puede representar como un punto sobre la recta numé-
rica y que a cada uno de sus puntos le corresponde un niimero real, Conclui-
mos que existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de la recta
numérica y los nlimeros reales.

Figura 3.6 Representacion de los irracionales.

3.8 Valor absoluto
Para cualquier niimero real a, se define su valor absoluto como sigue:
a;sia>0

la| =
| —a;sia<0

8 En un tringulo rectingulo, ¢? = a2 + b2 {Teorema de Pltégoru) Sxendo c ls longi
tud de su hipotenusa y a, b las longitudes de sus catetos.
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Esto significa que el valor absoluto de un nimero siempre es un nimero
positivo, salvo en el caso de cero cuyo valor absoluto es cero. Observe que el
valor absoluto se indica escribiendo el nimero entre barras.

Ejemplos

13/61 = 5

|-80| = —(—80) =80

I=VZlI = —(=V2=V2Z
Il = =

12=91 = =71 = —(-T) =

El significado geométrico del valor absoluto de un niumero puedé interpre-
tarse como la distancia a la cual se encuentra dicho nimero del ongen (Véa-

se Figura 3.7).

-
-
=
-
—

[ %
o
-

Figura 3.7 Representacién geométrica del valor absoluto. o
A continuacién enumeramos algunas propiedades del valot absoluto.

1.VxT =12 °

2. |xYi={x| |yl

3.1x | _ | x|

F Y Pyl

Ejemplos

LV(4)7 =|-4]

V16 = —(—4)
4 = 4

2.1 (4)(-2)I=1—41-|—2]

| 81=[~(—4)]* [~(-2)] ,
=4)(2)=8

%Un error frecuente consiste en considerar que V&2 = 1+ x. Recuerde que \/ repre-
senta linicamente la raiz positiva de 9, luego /9 = + 8. .
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311 | 14
—
1 1

& ==
1 1
3 3

3.9 Plano cartesiano

Para la construccién del plano cartesiano trazamos primero dos rectas per-
pendiculares en el plano y las denominamos eje X y eje Y. Su punto de in-
terseccién se llama origen 0. Establecemos una correspondencia exacta entre
el eje X y los nimeros reales colocando el cero en 0, los reales positivos a la
derecha de 0 y los reales negativos a la izquierda. Repetimos este proceso en
el eje Y, colocando los reales positivos por encima de 0 y los reales negativos
por debajo de 0. Para recordar esta convencién dibujaremos una flecha hacia
la derecha en el eje X, y otra hacia arriba en el eje Y. Estas rectas dividen
el plano en cuatro regiones llamadas ‘‘cuadrantes’’ que se numeran I, II, III,
IV (véase Figura 3.8).

1 v

Figura 3.8 Cuadrante del pfano cartesiano.

En el plano cartesiano es posible representar un par ordenado de niime-
ros reales (x, ¥) en donde x representa la distancia del punto al eje Y, y y re-
presenta la distancia del punto al eje X. En términos generales, la representa-
cién de un par ordenado de niimeros reales (x, y) determina un punto en el
plano (véase Figura 3.9). B

Un par ordenado (x, ¥) de nimeros reales es un par donde el primer ele-
mento es x y el segundo elemento es y. Como consecuencia de esta ordena-
cién, el par (x, y) es distinto del par (y, x), si x# y.
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Y|

———— g X, V)
IY .

X —

Figura 3.9 El plano cartesiano.

Ejemplo 11

Localice en el plano los siguientes puntos: (—3, 4), (-4 2), (0 2), (8, —5),
(6,0),(7,5),(5,7)

Solucién
v
———————— 16,7
|
|
———————— T-—-TU'S)
{-3,4) p———" 1 |
| 1 |
] | |
1 (0,2) 1 1
| 1 1
| | |
—1 . | S X
| : (8, 0)
{
(-8, ~2) b~ —m == — :
|
|
i
————— é (3,-5)

3.10 Resumen
Recuerde que:

1. /REALES (R)\ -
IRRACIONALES (Q ) RACIONALES (Q)

ENTEROS (2)

NATURALES(N) (0} NEGATIVOS |
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2. Si S es un conjunto, entonces axb es una operacion binaria si a cada par
ordenado (a, b) le corresponde un Gnico elemento de S. (axb = ¢, ¢ € S)

3. En el conjunto de los reales, la suma y el producto satxsfacen las siguien-
tes propiedades:

R1: Son operaciones binarias.

R2: Son conmutativas.a+ b=b+a a+ b=bra

R3: Son asociativas. ¢+ (b+ ¢)= (a+ b)+c, a-(b+c)= (a~ b).c

R4: El cero es el neutro de la suma. Para todoa € R, a + 0= 0 +a=aqa

R5: Eluno esel neutrodel producto. Paratodoa € R,a+ 1= l-a=a

R6: Todo namero real tiene inverso aditivo. Para todo g, existe —a, tal
quea+ (—a)=(—a)+a=0

R7: Todo numero real diferente de cero tiene inverso multxplicatlvo
Para todo a # 0, existea™ ,talque (@) * (@?)=(a')* (@)= 1

R8: Distributiva. a* (b+ c¢)=a-b+a-¢

4, Las siguientes propiedades se refieren a los nimeros posmvos
R9: Sia>O0yb>0,entonces(a+ b)> 0
R10: Sia> 0y b> 0,entonces(a- b) >0

R11: Ley de tricotomia. Si @ € R, entonces se cumple una, y sélo.una,
de las siguientes proposiciones: i)a > 0, ii) —a > 0, iii)a= 0

5. Valor absolutodea (| al)

asia> 0
tal=
—asta<0

3.11 Ejercicios y prbblemas

1. Diga a qué conjunto de los descritos en la seccién sobre los sistemas nu-
méricos pertenecen los siguientes nimeros:

a) —v4& d VT g e
b) 3 e) =« h)A_ 16
¢) 7,75 f) 3———;- i) v=8+3

2. a) (Por qué no es la sustraccion una operacion binaria en el conjunto
de los enteros positivos? Dé un contraejemplo.

b) Nombre un conjunto en el cual la sustraccién sea una operaclon bi-
naria.

¢) ¢(Por qué la division no es una operacion binaria en el conjunto de
los nimeros reales?

d) Nombre un conjunto en el cual la division sea una operacién bina-
ria. ' B

e) ¢Es siempre verdadero queag * b = b * a?
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f)

g)

h)

i)

{Qué propiedad tiene la operacién * si, para cualesquieraa'y bdesS,
a*b=>b%a?

jCuiles operaciones de la aritmética de los niimeros reales son con-
mutativas?

(Por qué la sustraccién no es conmutativa en los niumeros reales?
Dé un contraejemplo.

¢Por qué la divisién no es conmutativa en los nimeros reales? Dé un
contraejemplo.

3. La operacién binaria esté definida en el conjunto (1, 2, 3} segiin la
Tabla 3.1.-

®| 1 2 3

Tabla 3.1

a)
b)
c)
d)
e)

¢ Esta operacion es conmutativa?
¢ Es asociativa?

¢Cusl.es el idéntico de (%) ?
;Cual es el inverso de 2?

Caleule 2 (3) (3 (®) 1.

4. En el ejercicio siguiente demuestre o refute la proposicién dada, utili-
zando las propiedades R1 a R8. :

a) (@a+b)Xc=(@axe)+ (bXe)

b) a+ (bXc)=(a+ b)X (a+ )

¢c) ax(btcy=(a+d)+ (a+c)

d) @a—b)+ b—a

e) Sia# 0,ax+ b= 0 tiene solueién Gnica.

f) Para cualquier niimero real a existe un niimero real x tal que Ox = a.
5. En la siguiente demostracién hay un ‘‘Gnico error”. ;Cual es?

Sea x = ¥, luego

Xt = xy

22 —y? = xy—y?
(x—y)(x+ y)=y(x—Y)
x+ty=y
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2y=y
2y _
y ¥
2 = 1

6. Represente sobre una misma recta numeérica los siguientes ntimeros:
8
a) —— b) 2 C)\/?d)xg:e)\/i_
9 3 9
1. Localice en el plano cartesiano los siguientes puntos:
4 3
P (—1,1),P. (8,0), P53 (15, —3), P« (2, 3), Ps (—n, ), P (—-—, ——)

5 2

8. a) Grafique el tridngulo cuyos vértices estin ubicados en los puntos:
Ps (—3,5), P (4, 2),P; (3,—2)

b) Grafique el rectdngulo cuyos vértices son los puntos:
P (—3s 8), P (-1, 4),P; (5, =), Pa (9, _3)

9. Muestre que:
|8+ (—2/3)I< 8|+ |—2/3]|

Referencias

Miller, Charles. Introduccién al pensamiento matematico. Trillas.
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Barnett. Algebra y trigonometria. McGraw-Hill.



CAPITULO 4

Algebra basica

OBJETIVOS
Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1. Realizar correctamente las operaciones adicion, sustraccion, multiplica-
cién y division de expresiones algebraicas.

2. Factorizar correctamente expresiones algebraicas.

3. Identificar y resolver con facilidad productos notables.

4.1 Introduccién

El édlgebra es la parte de las matematicas que trata de las cantidades represen-
tadas por medio de simbolos. Comprende bésicamente tres partes: polino-
mios, expresiones algebraicas y ecuaciones. _ v

Los origenes del dlgebra se remontan a Euclides con el dlgebra geométri-
ca y surge plenamente independizada de la geometrfa con Diofanto de Ale-
jandria (Siglo II1 A. C.).

Fue introducida en Europa por los é.rabes, yen 1494 8e pubhca en Vene-
cia (Luca Pacioli) el primer libro de algebra.

El francés Vieter fue el primero en introducir letras para representar na-
meros de tal forma que cualquier razonamiento particular tomara cardcter
general. Vieter trabajo ademas en la mayoria de las mmphﬁcac:ones algebral-
cas de las desigualdades.

Se puede decir que el dlgebra elemental clisica termina con el teorema
fundamental del dlgebra enunciado en 1746 por D’Alembert y demostrado
totalmente por Karl F. Gauss en 1799.

En este capitulo nos ocuparemos, en particular, de las expresiones alge-
braicas, de los polinomios y de las operaciones fundamentales entre ellos.

Los temas a tratar constituyen la base fundamental del dlgebra; por tan-
to, es conveniente y necesario que cada uno de ellos sean trabajados suficien- .
temente con el animo de crear una base sdlida para los posteriores capitulos.

4.2 Expresiones algebraicas

Una combinacién de ntimeros, variables y signos de operacién se denomina
expresion algebraica. 1°

® Una expresiéon %‘ue no es algebraica se denomina trascendente. Son trucendente;
2 cos2 &, log (x+1), e
57
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Ejemplo: Son expresiones —2-a-b?: 4x* + 5x —+/2y?
algebraicas 3xyz + 2x%y
4x*y? + 62°y?
V8r ¥ 582
sty
x* + 2y

En una expresion algebraica cada una de las partes separadas por un “sig-
no més” o por un ‘“‘signo menos” se denominan términos de la expresion
algebraica.

Ejemplo 1
En 4x® + 5x—+/2y?, existen tres términos que son 4x2, 5x, y /2y2.

Cuando en una expresion algebraica aparecen radlcales, factores o cocien-
tes, éstos se consideran como un solo término.

Ejemplos
1. En x? +/x+ y, hay solamente dos términos que son: ¥* y/x+ ¥y

2. En 3xy + pcs ix’ + 1, hay tres termmos que aon 3xy-—§g—5-§——;- vl

En un término se aprecian tres elementos fundamentales el signo, el coe-
ficiente y la parte variable.

El signo s1empre serd més (+) o menos =), e indicar4 la operacxon a rea-
lizar con la expresién algebraica. El coeficiente serd un nimero real y la parte
variable (literal) estd constituida por una o va.nas variables (base) y su corres-
pondiente exponente, que representa el grado del término.

Ejemplo 2

En las expresiones 3xy, —x+ 1 325 , el signo, el coeficiente y la parte
variable son:

signo coeficiente o " parte variable
+ 3 .24
- 1 ' Vx+T
+ 3 o [2°]

Observe que si un término no va precedido de ningin signo se asume
que el signo es mas (+). Si en un término no aparece el coeficiente, se asume
que éste es uno (1).

Ejemplos

1. 4+ 252 —xy~? 2°
En la anterior expresion algebralca seobservan tres termmos 4 222 y
—xy~22%, En el término —axy-22°, el signo es menos (—), el coeficiente
uno (1) y la parte variable es xy 223.

2. ax* + bx+ c;a, b, ¢, constantes.
En este caso g, b, ¢ son los coeficientes de cada término.
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Términos semejantes

Se dice que dos o més términos son semejantes si difieren Gnicamente en su
coeficiente. Por ejemplo 4x?y* y 6xy? son termmos semejantes pero 3xy?
y 7x%y no son términos semejantes ya que xy* # x?y; del mismo modo son
semejantes:

1 mnp~', 2 nmp-!, 8p"'mn yaque mnp~! = nmp~! = p~'mn.

Reduccién de términos semejantes

Reducir significa reunir en uno solo varios términos. Para reducir términos
semejantes se suman algebraicamente los coeficientes y se coloca la misma
parte variable.

Ejemplos: Reducir

1. 84xty+ Baty+ 3x*y = +92x%y
En este caso 92 es el resultado de sumar 84 + 5 + 3. El signo mds (+)
proviene del signo més (+ ) de cada uno de los términos,

o~

2. —3ab? — 14ab® — ab® — bab? = —23ab?
En este caso 23 es el resultado de sumar 3+ 14 + 1+ 5. El signo menos
(—) proviene del signo menos (—) de cada uno de los términos.

3. 13x2y+ 4x’y —8x%y + x*y — 24x%y
= 18x*y — 32x%y
——14x’

En este caso, 18 es el resultado de sumar 13+ 4+ 1y 32 es el resultado
de sumar 8 + 24; el signo menos por la misma razén del ejemplo ante-
rior.

14 es el resultado de 32 — 18. El signo menos (~) aparece por ser el
signo del coeficiente mayor.

Los anteriores ejemplos nos permiten generahzar la siguiente regla:
i) Cuando reducimos términos semejanteés que tienen el mismo signo,

se suman los coeficientes y se deja el mismo signo (ejemplos 1y 2).

ii) Cuando reducimos términos semejantes que tienen. signos diferentes
se reducen a uno solo los términos positivos, a uno solo los términos
negativos y luego se restan los coeficientes obtenidos colocando el
signo del coeficiente mayor (ejemplo 3). : :

Ejemplo: Reducir

—21m?*x+ 52m?x —60m?*x+ 84m?’x—31m?*x—m?*x — 33m?*x
= 136m?x — 146m?x

= —10m?«x
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4.3 Signos de agrupacion

Los signos de agrupacién se utilizan para clasificar y facilitar el manejo de
expresiones algebraicas.

Los signos de agrupacién mas empleados son:
( ) Paréntesis

[ ] Paréntesis angular o corchetes
{ } Llaves

Ejemplo 3

x+ 2y —(3x+ y)
(x—2y) (x+ 2y)

Para suprimir signos de agrupacion se debe tener en cuenta:

1. Si el signo de agrupacién estd precedido de un signo mis (+) todos los
términos dentro del signo de agrupacién conservan el mismo signo. Asi:
x* + (—2x% + 3x—8)
=a —2x* + 3x— 8

2. Si el signo de agrupacibn estd precedido de un signo més (+ ) todos los
los términos dentro del signo de agrupacién se les cambia el signo. Asi:
2m—(3y —6a® + 3b?%)

= 2m — 3y? + 6aq* — 3b?

3. Cuando dentro de un signo de agrupacién estdn incluidos otros, la supre-
si6n de los mismos se realiza de adentro hacia afuera, asi:
8x+ {—ba—[—m+ 3a — (—9x—m —a)]}
=8x+ {—Sa—[-—m+ 3a+ 9x+ m + a]}
=8x+ {—bBa+ m—3a—9%%x—m —a}
=8x—ba+m—3a¢a—9x—m—a

Ejemplos

Suprimir los signos de agrupacidn en la siguiente expresién:
3x — (2xy — 3y?) + {y — [2xy — (&* + 3y) + 2y?]} .

= 3x—2xy + 3y’ + |y — [2xy — & — 3y + 2¥?}))

= 3x—2xy + 3y? + {y — 2xy.+ 2 + 3y — 2y}
=3x—2xy+ 3yt + y —2xy+ 2* + 3y — 2y?

4.4 Operaciones con expresiones algebraicas _

En esta seccion estudiaremos la manera de realizar las operaciones fundamen-
tales con expresiones algebraicas. Trataremos Ginicamente la adicién y la mul-
tiplicacién ya que algebraicamente la sustraccion y la division son casos par-
ticulares de la adicion y la multiplicacién respectivamente, !

U ver definicién pégina 41,
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Adicion
Las expresiones:
3x+ 2x
8y — 11y
—3ma® + mn + 6max?
(4x* —3xy + 2) — (5x* + x— 3) :
Se consideran todas como adiciones de expresiones algebraicas. Obser-
ve que
3x+ 2x
8y + (—11y)
(—3ma) + mn + 6mx®
(4x> —8xy + 2) + (—1) (bx* + x —3) ,
Para sumar expresiones algebraicas se procede de la siguiente manera:

i) Se suprimen los signos de agrupacion.
ii) Se reducen los términos semejantes.

Ejemplos

Efectuar las operaciones indicadas

1. (3a*> + 2ab+ c)+ (3c —4a? —ab)
= 3a% + 2ab+ ¢+ 3c—4a® -ab
= 3a? —4a® + 2ab—ab+ ¢+ 3¢
=—a? —ab+ 4c

2. (3r%s+ r® + 48°) —(3r® —4s° + 6rs*)+ (10r*s+ 15rs?)
= 8rts+ r® + 4s° —3r® + 4s° —6rs> + 10r2s+ 15rs?
= 13r’s+ 9rs® + 8s° — 2r°

3. (4a® —3b?) — (7ab + b*)—(5a* + 6ab + 10b?)
= 4a? — 3b? — Tab — b* — 5a* — 6ab — 10b?
= —a? — 14b? — 13ab .

El proceso de la adicion se puede realizar convenientemente si se distri-
buye el trabajo en columnas de manera que cada columna contenga Unica-
mente términos semejantes. Por ejemplo, la siguiente suma:

(bx’y + x—3xy? + 2)+ (—2x+ 3y + Txy? —5)
se puede escribir asi: 4

5xly + x—3xy? + 2
—2x+ Txy* —5+ 3y
5x?y —x + 4xy® — 3+ 3y

Esta distribucion del trabajo es particularmente util cuando hay que su-
mar tres o mds polinomios.

Multiplicacién

Para multiplicar dos o mas expresiones algebraicas se debe realizar el siguien-
te procedimiento:
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i)

ii)
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Producto de los signos

Para efectuar el producto de los signos, procedemos asi:
Producto de signos iguales da positivo (+)

Producto de signos diferentes da negativo (—)

Producto de los coeficientes

El coeficiente del producto es el producto de los coeficientes de los fac-
tores.

iii) Producto de las partes variables

Para efectuar este producto, se tiene en cuenta la ‘“ley de los exponen-
tes”: :
Para muitiplicar potencias que tienen la misma base se escribe la misma
base y se suman los exponentes.

a4 X a3 X a= a4+3+l = aa

Observe que (a2 b°) X a®

= (a*b*) X (a®b°)

- az+3 . b3+0 = q’ b3

Finalmente se reducen los términos semejantes, si los hay.

Ejemplos
Efectuar los siguientes productos:

1. 2 3 3 .
(5 =) (-3) | /
H F)(=)=—
ii) 2,38_2
3 5 5
111) (x2y3)(a2xAy)= a2 . x2+4 . y3+l
= aq?xby*
Luego

2.

3.

(3a%b) (%a3 be? — 4ab*ce® + 8)

Aplicando la ley distributiva, se tiene:

= (8a*b) (i—a3 bcz) + (3a*b) (—4ab*c®)+ (3a%b) (8)
y siguiendo el procedimiento para multiplicar, se obtiene

B 05b2e? —1203b5¢® + 2407 b

(@®> + 2b) (3a* + 4b + 1). La ley distributiva nos permite escribir
a® (36 + 4b+ 1)+ 2b (3a2 + 4b+ 1)
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Una nueva aplicacion de la ley distributiva nos da
(8a* + 4a*b + a*)+ (6a*b+ 8b% + 2b)
= 3a* + 10a’b+ a* + 86> + 2b
El trabajo puede prepararse como se indica a continuacién:
8a + 4b+ 1
at + 2b
3a® + 4a*b + a*
+ 6a*b+ 8b? + 2b
3a*® + 10a%b + a®> + 8b* + 2b A
Un caso particularmente importante es el del producto de dos expre-
siones que contienen potencias de una sola variable. En este caso es con-
veniente disponer el orden de los términos de tal manera que los expo-
nentes decrezcan término a término, esto es,‘‘en orden descendente de
potencias’.
Asi, si tenemos
Txt + 21x° —x* + 2x— 1+ 5x*
escribiremos
21x% + 5x* —x® + Tx* + 2x—1
Esta disposicion facilitara el trabajo de la multlphcaclon y, mas tarde el
de la division.

4, (9a* + 1) (x* —3) (22 + 2x)
Para realizar este producto efectuamos el producto de los dos pnmer
factores y este nuevo producto lo multiplicamos por el tercer factor.
= (9a?x? —27a*> + x* — 3) (x* + 2x)
=8a?x* —27a%2® + & —3x* + 18a% x> —bdatx+ 2x° —6x
=2 + 9a%x* + 2x° + 18a*° x> — 3x* —27a* x* —6x— 54a’ x
El producto final es independiente del orden en que se multipliquen los
factores.

4.5 Productos notables

Existen algunos productos cuyos resultados se pueden determinar ficilmente
siguiendo ciertas reglas. Estudiaremos las siguientes:

a) Cuadrado de la suma de dos términos
(@a+ b)(a+ b)= (a+ b)?

(a+ b)* = a® + 2ab+ b? (4.1)

Luego el cuadrado de la suma de dos términos es igual al cuadrado del
primero mds el doble producto del primero por el segundo, mas el cuadrado
del segundo.
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Ejemplo 4
Calcule:
(8a® + 8b*)* = (8a%)? + 2(3a) (8b*) + (8b*)?
= 9a® + 48a®b* + 64b?

b) Cuadrado de la diferencia de dos términos
(@a—b)(@a—b)= (a—b)*

(@—b)* =a* —2ab+ b | - (4.2)

Luego el cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al cuadrado
del primero menos el doble producto del primero por el segundo mas el cua-
drado del segundo.

Ejemplo 5
Calcule:
(2" —y")? = (") —2(x"y")+ (")
= x2M — 23"y + yzn
Los dos productos anteriores se pueden resumir asi:

(@t b) = a® + 2ab+ b? | /' (4.8)

¢) Cubo de una suma o una diferencia de dos términos

(@t b)® =a® £ 3a*b+3ab? + b2 (4.4)

Luego el cubo de una suma (diferencia) de dos términos es igual al cubo
del primero mas (menos) el triple producto del cuadrado del primero por el
segundo, mas el triple producto del primero por el cuadrado del segundo, més
(menos) el cubo del segundo. .

Una generalizacion de los productos anteriores, (a £ b)", se obtiene apli-
cando el teorema del binomio.!?

d) Producto de una suma por una diferencia

(@+ b) (@a—b)=a* —b? (4.5)

2 yer apéndice . Teorema del binomio.



ALGEBRA BASICA 65

Luego el producto de una suma por una diferencia es igual al cuadrado
del primer término menos el cuadrado del segundo (d1ferenc1a de los cua-
drados).

Ejemplo 6
(s 39) (s —39)
3 3
2 1 2
= (8xy)* — (—3-x’y)
2 1 2
= 64x2y —g—x“y

e) Producto de la forma (x + a) (x+ b)

(x+a)(x+b)=x*+ (a+ b)x+ (ab) (4.6)

Luego el producto (x + a) (x + b) es igual al cuadrado del primer térmi-
no mas el producto del primer término por la suma de los segundos termgos’
mas el producto de los segundos términos.

Ejemplo 7

(2 + 5y) («* —Tm)

= (22)? + (By —Tm)x* + (by * —Tm)
=a* + (By — Tm)x* — 35ym

=x*+ 5x*y—Tx*m— 35ym

Sugerencia: antes de continuar, se recomienda realizar los ejercicios al fmal
del capitulo relacionados con los temas vistos.

4.6 Factorizaciébn

Factorizar una expresion algebraica significa eseribirla como un producto de
factores. o :

La expresion (3x + 2) (x — 5) estd factorizada porque se encuentra ex-
presada como un producto, en este caso de dos factores; por el contrario la
expresion (4x — 1) (y + 6) + (x+ 2) no estd factorizada ya que, aunque apa-
rece un producto, la expresidn se encuentra escrita como una suma.

Al descomponer en factores (factorizar) pretendemos deshacer el proceso
de la multiplicacion. Veremos la importancia de descomponer en factores
cuando tengamos que simplificar fracciones algebralcas o resolver ciertas cla-
ses de ecuaciones.

El problema de la descomposmlon de factores puede ser comphcado algu-
nas veces. En esta seccion trataremos ciertos métodos de factonzacwn ele-
mentales y directos, y algunos teoremas menos usuales.
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a) Factor comin

Cuando todos los términos de una expresion algebraica tienen un factor co-
mun, aplicamos la ley distributiva **hacia atrds’ para factorizarla.

a(b + ¢) = ab + ac (ley distributiva)

ab+ ac=a(b+ ¢)

factor expresion
comin factorizada
Ejemplos
1. 2x° + 6x> —10= 2(x® + 3x* —5)
2. A —xt=x*(x* —1) _
3. ac+ bc+ ad + bd = (ac + bc)+ (ad + bd)
=cl@a+ b)+da+ b)=(c+d)(a+ b)
4. 24a* xy* —36x3y* = 12xy? (20 -- 3xy?)
5 x* —g? + x—a*x=x +x—(a® + a’x)
= x(x+ 1)—a? 1+ x)
= (x+ 1) (x— ")
b) Trinomio cuadrado perfecto

Una expresién algebraica es un cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de
otra expresion; esto es, cuando es el producto de dos factores iguales.

Ejemplo 8
1. 9x* es un cuadrado perfecto
9x? = (8x)?
= (3x) (3x) : o

2. 16x* + 8xy + y? es un cuadrado perf
16x% + 8xy + y? = (4x+ y)?

3. 81 —108a* + 36a® es un cuadrado perfecto
81 — 1084* + 364® = (9 — 6a*)?

Observe que los dos Gltimos ejemplos satisfacen (4.3), esto es
16x% + 8xy + y?
(4x) 1 (¥)?
2(4x) (v)
luego para reconocer cuindo una expresion es un trinomio cuadrado per-
fecto, debemos verificar que en dicha expresion dos de los términos sean

cuadrados perfectos (ambos positivos o ambos negativos) y el otro término
sea el doble producto de las raices de los dos anteriores.
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Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se escribe dicho trinomio
como el cuadrado de la suma o diferencia de las raices de sus cuadrados per-
fectos.

Ejemplo 9
1. 9q% — 30 ab? + 25b*
(3a)? (66%)*
2(3a) (5b%)

Luego 9a? — 30ab® + 25b* = (3a — 5b?)?
y4
2. 2+ xPy? +

4
prays L (o4 2)2
e d(ends
3. —36+ 12m?* —m*
= —(36 —12m? + m*)
= —(6 —m?)

¢) Diferencia de dos cuadrados

Consideremos expresiones de la forma x* — g?
Por (4.5)
x? —g? = (x+ a) (x—a)

por tanto, los factores de una diferencia de cuadrados pueden escribirse a
primera vista.

Ejemplos
1. 22 —9=(x+ 3)(x—3)
2. x4 — Y= (X2 + ¥?) (X2 — y?) I
= (x* + ¥?)(x — ¥)(x+ ¥) Factorizado totalmente
3. Bx+ B)Y —(2x — 1)’ =[(8x+ 5)+ (2x — 1)] X [(8x+5) — (2x — 1)]
= (bx+ 4) (x+ 6)

4. x> —=2=(x+ V) (x—/2)
d) Completacién del cuadrado perfecto

No todos los trinomios son cuadrados perfectos, asf, a* + a?b? + b*, no es
un cuadrado perfecto, ya que, aunque existen dos cuadrados perfectos, el
tercer término no corresponde al doble producto de las raices de los cua-
drados.

Para transformar la expresi6n inicial en cuadrado perfecto, completamos
con el término que hace falta, asi
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a* + a?b? + b* =a* + a?b® + a’b* —a*b® + b°

= (a* + 2a*b% + b*)—a’b?

Observe que la expresion dentro del paréntesis es ahora un trinomio cua-
drado perfecto, por tanto
a* + a’b? + b* = (a* + 2a°b* + b*) —a?b?

= (az + bz)z __.azbz

= (a* + b? + ab) (a* +b* —abd)

Ejemplo 10
Factorice
162 — 252" y? + 9y*
(4x*)? (3y*)?
2(4x*) (3y?)
= 24x%y?
luego 168 —25x‘y2 + 9y*
= 1628 — 24x*y? + 9y* — x*y?
= (4x* —3y?)* —x*y? -
= (42 — 3y? + x*y) (4x* —3y? —x*y)

No siempre al completar un cuadrado perfecto obtenemos diferencia
de cuadrados y por consiguiente no se puede hacer la factorizacion, sin em-
bargo, el completar el cuadrado es una metodologia de mucha utilidad\en ma-
temadticas. : ,

e) Factorizacién de una expresién de la forma x>+ mx+n

Algunas expresiones de esta forma son:

x* + bx+ 6
y? —13y — 8
2? —8z+ 15

Si las expresiones anteriores se pueden escribir de alguna de las siguientes
formas:

x* + (a+ b)x+ (a) (b) 1)
x* + (@a—b)x+ (a) (—b) (2)
x* + (—a+ b)x+ (—a)(b) (3)
2 + (—a—b)x+ (~a) (—b) 4)

se factorizan asi, respectivamente:

(x+ a)(x+ b)
(x+ a)(x—b)
(x—a)(x+ b)
(x—a)(x—Db)
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Ejemplos
Factorice:
1. 2 + Tx+ 12.
Como la expresién anterior se puede escribir de la forma 1),
x2 + (4+ 3)x+ (4)(3)
entonces:
x? + Tx+ 12=x* + (4+ 3)x+ (4) (3)
=(x+ 4)(x+ 3)
2. 2+ 83x—10=a*+ (b —2)x+ (5) (—2)

= (x+ 5)(x—2)
3. #* —2x—24=2* + (—6+ 4)x+ (—6) (4)
= (x—6)(x+ 4)
4, x? —9x+ 14 =2 + (—7 —2)x+ (—7) (—-2)
=(x—7(x—2) '

Observe que y? — 13y — 8 no se puede escribir de ninguna de las cuatro '
formas anteriores; por tanto, no es factorizable utilizando este método. Ex-
presiones como éstas se tratardn mds adelante (teorema del factor ).

4.7 Divisién

Dado que la division es un caso particular de la multiplicacién, se cumplen
para ésta las leyes de los signos vistas en el producto Trataremos a continua-
cion los siguientes casos:

a) Divisién de un monomio entre un monomio

Para resolver esta operaci6n se deben realizar los siguientes pasos:
i) Cociente de los signos, como en el producto.

iil) Cociente de los coeficientes, que se obtiene dmdlendo el coeficiente del
dividendo entre el coeficiente del divisor. . .

ili) Cociente de las partes variables, que se efectia aphcando la. ley de los
exponentes para la divisién, que dice: Para dividir dos potencias que ten-
gan la misma base, se escribe la misma base y como exponente se deja la
diferencia entre el exponente del dividendo y el exponenté del divisor.

6
a -
2 6-2 — g4 13

B . m
Recuerde quem +n = —
n
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Ejemplo 11
Divida:
1. —12x8y22% entre 4x°y*2°
— 2,5
—-———iisx:fzj = —3x8-5y2-525-3 = 3Py 322
2. -—bm?n* S  2-1,k-3,0-2
—_—— = —m?!n
—2m n3p? 2 P
_ % m nk-3p-?

Observe que —5 m? n* es equivalente a —5 m? n* p°

b) Division de un polinomio entre un monomio'4

Para realizar esta operacion, se divide cada uno de los términos del polino-
mio entre el monomio, siguiendo el procedimiento anterior.

Ejemplo

<§—x5 —5m? + x"m) (_Z_xzm:;)
4 3

%5:5—5m2+x’m -—i—xs sm* . x'm.

— + 5

2 3 2 3 2 3 3
29 s =18 apn o B
=3 m 5 m! + 3 x4 m?

¢) Division de polinomios
Para dividir dos polinomios, se deben realizar los siguientes pasos:

1. Se ordenan en forma decreclente con respecto al exponente, ambos
polinomios.

2, Dividimos el primer término del dividendo entre el primer t.érmmo del
divisor y obtenemos el primer término del cociente.

3. Se multiplica este primer término del cociente por todos los términos del
divisor. El producto asi obtenido se resta adecuadamente del dividendo.

“En este caso la palabra polinomio representa sdlo expresiones algebraicas que tie-
nen dos o més términos. Més adelante, un polinomio representard una expresién mate-
matica con caracteristicas especiales.
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4. La diferencia obtenida se considera como el nuevo dividendo y se conti-
nia con el procedimiento como en los pasos anteriores, hasta que el
grado del dividendo sea estrictamente menor que el grado del divisor.

Ejemplo 12
Divida:
6x* + Tx® + 12x% + 10x+ 1 entre 2% + x+ 4

62" + 72 + 12x% + 10x+ 1 L2x2 +x+ 4
—6x* —3x° — 1242 3x? + 2x—1
4x° + 0x* + 10x+ 1
—4x3 —2x* — 8«
—2x* + 2x+ 1
+ 22 + x+ 4
3x+ 5
Tenemos como cociente 3x* + 2x — 1 y como resto 3x+ 5.

4.8 Fracciones algebraicas

nos ejemplos son:

Una fraccién algebraica es el cociente de dos expreslonilgéb;icas. Algﬁ-

3x2 + 4q VE =T+ 4x 2 +.3x
? b} 2
x+ 1 xFT —_—
x+ 5

Se entiende que a ninguna variable se le puede asignar un valor que anule
cualquiera de los denominadores que aparecen en la fraccién. Asf, en el pri-
mer ejemplo se debe excluir x = —1, en el segundo x = —7 y en el tercero se
deben excluir x = 0 y x = —5. Es necesario tener siempre en cuenta estas res-
tricciones y tomar las precauciones necesarias.

Es importante recordar que en el dlgebra de las fracciones se aplican las
propiedades R, a Rq del Capitulo 3.

Trabajar con fracciones algebraicas no es fécil; lo m4s apropiado es sim-
plificar las fracciones antes de iniciar los procesos operacionales.

Simplificaciéon de fracciones

Existe un principio bdsico que nos permite simplificar. Este principio dice
que si se dividen el numerador y el denominador de una fraccién por una
misma cantidad, distinta de cero, el resultado es una fraccién igual a la frac-
cion dada.
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Ejemplos

ka a

= == k#0
Vo =7 e
9 x+4x+ 4 (x—8)(x—2)  x—2
) ¥ —ax+3 (x—38)(x—1) x—1
3 4t + Tx  x(4x+T)  4x+ T
) x? a 2(x) - x

Como observamos en los ejemplos, una de las formas de aplicar el princi-
pio basico de simplificacion consiste en factorizar numerador y denomina-
dor de manera que se obtengan factores comunes. »

En el ejemplo siguiente, aunque factoricemos no es posible simplificar ya
que el numerador y el denominador carecen de factores comunes.

2+ dxt 4 (x+2)(x+2)
O+ 4x+ 3  (x+1)(x+ 3)

Minimo coman denominador

Uno de los conceptos mis importantés en el trabajo\de”ffacciones algebrai-
cas es el minimo com(in denominador (m. c. d.).

Como su nombre lo indica, el m. c. d. es la expresién algebraica mas sim-
ple, de la cual son factores todos los denominadores.

Ejemplo 13
4) (x+ 1) (x—1)eselm.c. d.de

x oaxt 2
x+1 x—1

5) a* —3x+ 2= (x—2)(x—1)eselm.c.d. de

1 2+ 5

x—2 7 x—1

6) x? (x+ 4)eselm.c.d.de
2x 5 7T—x
x 7 2 ’ x+4

7) x* —leselm.c.d.de
x+ 1 1 2
x—1 ' x+1 ' x2-1
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En los ejemplos anteriores es claro que cada uno de los denominadores
es factor del m. c. d. dado.

En los dos primeros ejemplos el m. c. d. es el producto de los dos deno-
minadores ya que ninguno de ellos contiene al otro. En el tercer ejemplo
como x? contiene a x, x* (x + 4) es la minima expresién de la cual son fac-
tores los tres denominadores; luego éste es el m. c. d.

De manera similar en el ejemplo 4, como x — 1 y x+ 1 son factores de
x> — 1, x> — 1 es la minima expresiéon que contiene los tres denominado-
res; luego x> —1eselm. c.d.

Suma algebraica de fracciones

Para realizar la suma algebraica de fracciones es necesario que: éstas tengan un
comin denominador. Si no lo tienen, se buscael m. c. d. y se procede como
en los siguientes ejemplos:

Realice las siguientes operaciones:
2x—1 x2

+
x+ 3 3x—1

8)

en este caso el m. c. d. es (x+ 3) (83x— 1), luego

2x—1)(3x—1) . (x?)(x+ 3) _ (2x—i\k3x—-1)) X (x+ 3)
(x+ 3) (8x—1) (8x—1) (x+ 8) (x+ 3)(3x—1)

B+ 90 —Bx+ 1
(x+ 8) (8x—1)

x_ ., 5x> x(x—38) . 5x2
x+ 3 22 —9  (x+ 8)(x—8) (x+ 3)(x—3)

9)
_ x(x—3)+ 5
 (x+ 3)(x—3)

22 —3x+ 5a2
(x+ 3)(x—3)

6x* — 3x
xr—9

3x+ 4 N x—3 3x+ 4 + x—3
a2 —16 x*+ 8x+ 16 (x—4)(x+ 4) (x+ 4)?

10)

_ (Bx+ 4) (x+ 4)+ (x—3)(x—4)
B (x+ 4)* (x—4)
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322 + 12x+4x+ 16+ &2 —Tx+ 12
(x+ 4)* (x—4)

_ 4x? + 9x+ 28
(x+ 4)* (x—4)

Multiplicacién y division de fracciones

La multiplicacién y la divisién de fracciones son operaciones mds sencillas
de realizar que la suma algebraica, y obedecen a las siguiente$ reglas:

a c _ ac
b d  bd
a_c_axd_ad
b d b c  be

Antes de aplicar estas reglas es conveniente simplificar las expresi?nes pa-
ra facilitar los cdlculos.

1l)x’—-y2 L2 (x=y(=ty) 2y
4y x+ y 4y x+y
_ =y (=t y)(2y)
(4y) (x+ y)
-5
" X +5x+6  a+1l  (x+2)(x+ 3) x+ 4
e T xt+t 4 (xt+ 1)(x—1) a2+ 1

(x+ 2) (x+ 8) (x+ 4)
(x+ 1) (x—1)(2® + 1)

Como no hay factores comunes, no es posible simplificar.

2 3 2(x—2)— 3 (x—3)
x—3 x—=2 (x—3)(x—2)
13) x—5 - : x—5

3x : 3x
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2x—4—3x+ 9

(x—3) (x—2)
x—5
3x
5—x . 3x
(x—3)(*—2) x—5
— (x—5) (3x)
(x—38) (x—2)(x—5)
— 3x
(x—3) (x—2)

Una expresién como la inicial, que contiene fracciones en el numerador
y/o en el denominador, se denomina fraccién compleja y puede también re-
solverse mediante la siguiente regla:

a
b“ a-d
cy b-c
“d’
Ejemplo 14
—2
-1 _ —2 (x+ 1)
2x-7 B (2* —1) (2%)
FT :
_ —2 (x+ 1)
(x+ 1) (x—1)2x
_ -1
x(x—1)

4.9 Resumen

Recuerde que:

1. Una expresion algebraica es una combinacion de niimeros, variables y sig-

nos de operacion. Ejemplo:

V2 y* + /xy Enla expresién anterior
Vv2y? y/xy son los términos de la expresién
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2. Dos o maés términos son semejantes si difieren Gnicamente en su coefi-
ciente. Ejemplo:

5vVx+y y __52_ v x+y son semejantes

3. Sodlo se pueden adicionar (reducir) expresiones algebraicas si sus términos
son semejantes.

4. Para multiplicar dos o mds expresiones algebraicas se realiza el producto
de los signos, de los coeficientes y de la parte variable.

5. Las siguientes expresiones son productos notables:
(@£ b) =a® + 2eb+ b2
(62 b) =a® £ 2a%b + 2ab2 + b3
(a+ b)(a—b)=a® —b?
(x+a)(x+b)=x>+(a+ b)x+a-b

6. Factorizar una expresién algebraica significa escribirla como un producto\
de factores.

4.10 Ejercicios y problemas

1. Reduzca las siguientes expresiones:
a) 3x* — {3x+ 2—[3«7 + Bbx— (4x+ 6) —6x+ 2]
b) 3xy —[bx—3ay + 2x— (Txy — 1)+ (42* —ay)] + 2> + §
c) (3a® —3b% + 8¢%)+ (2a° + 4b* —6¢%) —(a® + b2 + ¢*)
d) (dayt x* —4y*)+ (2 + y? —2xy) — (42> — 3y® + Txy)
e) (6ris+ r’+ 4s°) —(3r* —4s° + 6rs*)+ (10r?s+ 15rs?)
f) [(4e> —3b%)—(Tab+ b*)]— (5a® + 6ab + 10b2)
g) (20x* —12xy + 15y*) —[4 (x* + 2y*) — (10xy — 5y?) ]
2. Realice los siguientes productos y reduzca los términos semejantes.
a) (3x* —6x) (5x* — Tx —4)
b) (4mn —6m?* + n) (m —n)
¢) (y+ty)(y+zx)(y+ x)
d) (2x+ & —3x° + 4) (3x+ 6 — 5x?)
e) (4a* —6ab? + b?) (3a® — b2 + 2)
fy (@ + 322+ s*)(s* — 28+ 6)
g) (5" —3xy+ 6x2y? + xy® —y*) (22 + xy —y?)
h) (4a* —2ab+ 5a*b® — 3ab® + b*) (a®> —ab —b?)
3. Resuelva directamente:
a) (a® + 8)(a® —5)
b) (x+ V2) (x~V2)
c) (15+ &2 y*)?
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d) (¢*b —3)
e) ( 3 + x?)3
x
f) (83m —+/Zny
g) (x+ y+ 2)? indicacibn x+ y+ 2= (xty)+ 2
Factorice completamente:
a) x2+ 2x—8
b) 32+ 12x+ 2
c) x*+ 12x+ 11

d) 12x — 27

e) a* —13ab+ 30b?

f) 3x? —2x—8

g) x2+x—2

h) 36x* —121

i)y x2 —3

i) (2 + 2x+ 1) — (y* + 8y + 16)
k) 272 —1

) 2+ 125

m) k2 + 9+ 6k — a2

n) 223 + Taty — 4xy?

o) 2x*>y — bxy? — 3y?

p) 3x? —Txy+ 2y* + 19x— 13y + 20

En los siguientes problemas obtenga el cociente Q(x) y el resto R(x).
Compruébense los resultados en la igualdad P(x) = D(x) + Q(x) + R(x)

Dividendo (P(x) ) Divisor (D(x) )
a) 22 + 5x? —22x+ 15 2x—3
b) 3% + 14x% + 17x+ 11 x+ 38
c) 2o + x° + 6x> + 3x+ 6 2 —x+2
d) 8x° —18x® —6a% —6x+ 22 2x* —5
e) x5+ 6x° + 3a% + 8x+ 10 x*+ 4
f) 4x° —o* + 122° + 222 + x+ 5 4> —x* + 1
g) 30x% —11a® + 1025 —7T—x — 3+ ba?
h) x6 —1 x*+1
i) a8 —ys x—y

D e +2_:x2 + 16x+ 10 3x+ 2
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6) Efectiie las operaciones indicadas:

4 7
a) +
2a+ 3b 3b—2a
5 2
b) ——
a a—b
o) 3x _ x2
x? + 2x+ 1 x+ 4x+ 4
d) 3x _3+ 2
x+1 x x—1
o 4 L3 7
x2 —8x—4 x2—16 x*+ bx+ 4
x> —16 x+ 3
X
f x? + 8x x—4
) x2+3x—4  x*+ax—2
8 P 2x—83 A +2x—15
- +1 2x+ 4
hy 2XTX YT 2%
y2—1 x+ 2 5x
i r*+8 y ”? —or A PP —2r + 4r
P+4r+4 T 8—2r—r* 744
) <2x+1 x 4x—3 c X
i) - X +
x 2¢+ 1 x 4x—3
1—2x
4% + 6x+ 2
K — —
x+ 4
2x* —5x— 3
2+ _4a-_3:b
1)
Ba
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x 2x
+
m) x+ 1 2x—3
x2 x+ 1
x+ 3 x+ 2
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CAPITULO 5
Exponentes y radicales

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estaré en capacidad de:

1. Resolver ejercicios con expresiones algebraicas cuyos exponentes sean
nimeros enteros positivos, negativos y fraccionarios.

2. Reducir, multiplicar y racionalizar expresiones con radicales.

3. Convertir expresiones con exponentes fraccionarios a expresiones con
radicales. '

5.1 Introduccién

La palabra radical, que significa partidario de reformas absolutas en la poli-
tica, tiene en matematicas un significado diferente.Todos conocemos lo que
representa, por ejemplo, raiz de cuatro, raiz ctbica de ocho, y la mas famo-
sa y sencilla de todas: rafz cuadrada de dos, el primer nimero inconmensura-
ble descubierto por los griegos. En todas estas raices aparece el simbolo radi-
cal/ . '

Hay también radicales compuestos, como /7 + {/10. El simbolo radi-
cal lo utilizamos para representar la operacion conocida como radicacion,
que como veremos en este capitulo es la operacidn inversa de la potenciacion;
de estas dos operaciones estudiaremos sus propiedades y la relacién entre ex-
ponentes y raices, de tal forma que complementemos el estudio de las expre-
siones algebraicas.

5.2 Exponentes enteros positivos

Recordemos que una expresiéon algebraica consta de estos elementos : signo,
coeficiente y parte variable.

Ejemplo 1
15 22 33

La parte variable, en el ejemplo, consta de dos variables: x y y.
En %2, el nimero 2 representa el exponente y x la base. De forma simi-
lar en y3, y es la base y 3 el exponente.

x* representa la expresion x- x
y® representa la expresién y-y-y.
81
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Podemos decir, por tanto, que el exponente es el nimero que indica las

veces que la base se toma como factor.

En términos generales, si “n” es un entero positivo y “a” es cualquier

ntmero real, el producto,

asa*ag*a...a
n veces

se puede escribir de la siguiente forma:

a-a@*g*'a...a= a"
n veces @

En forma literal, a” representa la ‘“n-ésima potencia de a@”’

Ejemplos

1.

2.
3.
4

4)(4) 4 @) @)=4

(—2) (—2) (3)_= (—2)* (3)' = (—2)* (3)
arkekekexsx=a' k® x2* =ak® 2
-1 (1) (1) = (-1)®

Reglas para los exponentes

a) Considere el siguiente caso:

»*) ?)

De acuerdo a lo expuesto anteriormente, podemos escribir (¥*) (¥*)

de la siguiente manera:

@-yy) (yy) : - :
que indica que la *“y” (base) se ha tomado 5 (exponente) veces como
factor, asi:

Yy =yyyyy=5°

En el ejemplo anterior, observe que se obtuvo el producto sumando los
exponentes

y oyt =yt =S
En términos generales, se dice que pars encontrar el producto de poten-

3+2

cias de igual base, se eleva dicha base a una potencia igual a la suma de los
exponentes, esto es:

@ - g = g™ (5.1)
Ejemplos
1. 104 - 10®* = 10%*?
2. (—2) (-2)* = (—2)*7
= (—2)°
3. (x) (xd) (xS) - x1+4+5

= x10
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b) Considere los siguientes casos:
i. (@*)* =a®+a® (a® - dos veces como factor)
=(a+ra*a)(@+-a-a)
(@) =a°
iil. (B°) =k% k% kS (B° - tres veces como factor)
= (kR*kekk*k) (k*kek-k*R) (k*k-k k-k)
(kS) =Rt
Observe que para elevar una potencia a otra potencia multiplicamos los

exponentes entre si.
Sin entrar a demostrar formalmente, podemos decir que:

@) =a™" (5.2)
Ejemplos
L [(—1)*]* = (-=1)*** = (-1)®
=1
2. (x*) = x3%? = x5

3. (') =rt%s =B
¢) En la siguiente expresion algebraica, la base es un producto.
(2x)* = (2x) (2x) (2x) (2x)
= (2+2-2-2) (x* x* x> x) por propiedad asociativa
=29 . x4 '
luego (2x)* = 2% « &4
4 Observe que cada factor de la base fue elevado al exponente conside-
- oﬁn términos generales, podemos afirmar que un producto elevado a una

potencia “n” es igual a una expresién donde cada factor es elevado a dicha
potencia, esto es:

(ad)' =a" b" ' (5.8)

Ejemplos
1L G='= @y
2. (4mn)? = 4* m? n?

= 16 m? n?
3. (—2kxy)® = (—2)® k5 2 yB
= 256 k® x® y*®

d) Considere la siguiente expresion:
X xx  xeax
y Yy yeyy
x3
¥

(por producto de fracciones)
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Observe que ambos elementos de la fraccién, fueron elevados a la misma

potencia; 3 en este caso.
En general, decimos que para elevar un cociente a una potencia n, se ele-

va tanto el numerador como el denominador de la fraccién a dicha potencia;
esto es:

)}

(a)" a" parab # 0
b

ey . (5.4)
{

e) Observe cada uno de los siguientes casos particulares:

i m’ _ mXmXmXmXm _
: m* mXmXmXm
simplificado
m? _
m -
= m'=m
. x? x.x X+ x 1
i, — = = . —
« Xe X Xx*X X+ X XX
1
-
simplificado
@ 1 _ 1
©*  x*? T xR
i k> kek-k _ 1
: k3 R+ k-k

Paraelcasoi noteque 5> 4ym#0." "~

Generalizando, se tiene que para encontrar el cociente de'dos potencias
de igual base, se eleva dicha base a una potencia igual a la diferencia de los
exponentes; esto es:

= gm " param>n

(5.5)

Para el caso ii noteque 4> 2y x# 0. ,

En general se tiene que para encontrar el cociente de dos potencias de
igual base (con exponente mayor en el divisor), se eleva dicha base a una po-
tencia igual a la diferencia de los exponentes; esto es:

paran>m
a’ a"-m (5.6)

Para el caso iii note que las expresic;nes son iguales; por tanto, podemos
afirmar que el cociente de dos potencias de igual base y de igual exponente
es igual a 1, es decir:
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am
pm = 1 param=n (5.7)
Ejemplos
1. 32x3 = 25_x3... - 25_3 . xs'l
8 x 23 x!
= 922, 42
= 4 x?
5y* B 5! y4 3 1
125 y* 53 y¢ - 53-1 y&4
1
= 52 y2
_ 1
25y?
bS
3 a) '? =1
x2 4 x2 4
S QAL AR
a2yt x2? y?

En todos los ejemplos anteriores observe que el resultado flnal se expresa
siempre con exponentes positivos, que es el objetivo de esta seccién. Sin em-
bargo, ésta no es la Gnica manera de expresarlo; en posteriores capitulos en-
contrara distintas formas de hacerlo.

5.3 Exponente cero y exponentes negativos

Considere los siguientes casos:

m3 - m® = m3*° o - (por5.1)
- A = a0
=

Observe que tanto al multiplicar por m®, como por x°, las expresiones
m?® y x*, respectivamente, no se alteran.

Podemos definir entonces, que para cualquier nimero real x distinto de
cero se tiene que

x0 =1 (5.8)

Considere la siguiente definicion para los casos donde los exponentes son
enteros negativos:
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1 ,
Sia # 0, entonces — es llamado inverso multiplicativo de a (véase RT).
a

. . . . 1
El simbolo a~! se usa con cierta frecuencia a cambio de ) luego entonces

ot o= = (5.9)
a
Ahora podemos examinar estos casos particulares: '
x4 = 2D @ = (x1)* (por5.2)
= x1 x1 x1 x7!
4 veces como factor
1 1 1 1
T 7 x x = (por 5.9)
1
X = —
x*
a’2 = a'l a'l = _1. _];.
a a
1
T

Luego en términos generales, podemos definir los exponentes enteros ne-
gativos de la siguiente forma: o : '

Si “a” es un namero real diferente de cero y “n” es un entero positivo
se tiene que: . g

on 1
a = T
a

(5.10)

Sin entrar a demostrar formalmente, se puede afirmar que las leyes de los
exponentes positivos se cumplen para el caso de los exponentes negativos.

Por ejemplo, para resumir las leyes en los casos del cociente de dos po-
tencias de bases iguales, se define para cualquier m y n enterosy @ # o

am
S = am-" (5.11)
Ejemplos
1. Z: ':j yz = 96-3 x2-4 y2-s = 2% x2 y-s
y

() mne_

—— 2 N

2 ) mn 5-14 '

2. - = ( _%_) mi-s p3?
()
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1—9
—_ -4 4,0
(&) mn
1—-9 m_4
2 .

1

Una expresion de la forma @”, con a € R +, se puede representar asi:

5.4 Radicales

n
va que se lee ‘‘raiz n-ésima de a”’

en donde n: eselindice de laraiz
a: cantidad subradical
v/ simbolo radical

1 .
" =a,aER+ , (5.12)
Ejemplos .

2 2

9 =9 =+3
16] = VI6 =+2

3 3

8 =VB =+2

(27 = =27 = -3
Observe en los ejemplos anteriores lo siguiente:

1. Donde el indice es un nGimero par, la raiz es inicamente el nimero po-
sitivo que satisface la siguiente relacion:

Ja =0b si, y sOlo si, " = a
Note que aunque (—3)? = 9, la raiz de 9 es solamente + 3.
J9 = +3

2 . " . ae .
Usualmente~/a se escribe como +/a, omitiendo el indice del radical.

2. Donde el indice es un niimero impar entonces, si la cantidad subradical
es positiva la raiz es positiva, y en donde la cantidad subradical es nega-
tiva la raiz es negativa. ‘ ‘

A continuacién expondremos algunas propiedades de los radicales, que
ilustraremos con ejemplos:

m

Como a” = o'

If~ 3~

= (@) (por 5.2)
= Y (por 5.1)
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luego
n m
Ja© = a" (5.13)
Ejemplos
g =J&
=64 =
1
2, Jo=v3 =38
2 37’ 3
5. (v52) - (v22) -leo'] - oy
Como \/—1— . \n/-?
= a" - b" (por 5.1)
1
= (ab)” (por 5.3)
= Jab (por 5.1)
entonces,
Yab = va Vb , (5.14)
Ejemplos
1. V12:/3=/36=6
3, 3 12 ,
2. -§V3a! « 43/9ab’ = —é— /3a¥ X 9ab’
3
= 2 J27a% b’
2 (3ab)
= — (3a
2
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va
Como
N
1
an
= - (por 5.1)
b-n'
1
a)" (por 5.1)
- (b
"ra
= —_— or 5.1)
a (p
entonces,
n,
Vo _ e/@ (5.15)
Vb b
Ejemplos
Vai =1 _ x? —1
NET x+ 1
_ 4 /(x1) (et 1)
B x+ 1
= x—l
0 V4a8x®y 1 | /AB«y
43y 4 Y 3xy?
1
= —4/16x%y"?
n y
= l . 4 . "'x—
4 y
X
y
1
Como m\n/;- - (%)m (por 5.1)
_ (a'rlI)Tln" (por 5.4)
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JR I
= q" ™ (por 5.2}
1
— am en

= "‘\'7;— (por 5.1)

entonces,
Voo = o
Ejemplos
1. 6;———729 = 3.2/————g72 = 3 2/—7—§2
= Y27 =3

2. Yi0zd= *¥i024

si a>0,entoncesv/a” = (Va)"

Ejemplo 2
Observe que:
V9T =.81=9
(\/§)2 =3 =9

mientras que
V9 = V8l =9
(v=9)? : no existe

Observe que:
1. V©E5)? = V25 =5= |-5l
V52 = /26 =5= |5l

(5.16)

(5.17)'
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luego
xsix =20
Va2 = x| estoes/a® =
—x5ix<0
2. (—2) =+4
22 =+4
(—3)* = +81
(3 =+81

No es dificil verificar que si n es un nimero par, @” es positivo para cual-
quier valor de a, @ # 0; luego</a para n par, existe!s si, y solamentesi,a > 0.

Ejemplos
V36 = 6
V64 = 2.8284
v=3 = no existe
V=9 = no existe
V2§ = 1.4142

5.5 Racionalizacion

Racionalizar es un procedimiento que tiene por objeto eliminar los radicales
en algunas expresiones algebraicas, bien sea de un numerador o de un deno-
minador.

Caso 1:La expresién a racionalizar tiene un Gnico término. Observe que:

3 3 vZ 3VZ o
1. —_— = — — = —— , en este caso hemos eliminado el
V2 V2 V2 2 radical del denominador.
L 2 3
. Jg& 6 6> 6’ 6
. = 2 = 2 = 3/'3—
5 5 6’ 5(6%) (5)v'36
en este caso hemos eliminado el radical del numerador.
3 1 K.
3 veE 8 3* 3 3 1
= R - a4
12 12 34 12(3%) 123  4J8

15 pecimos que no existe, en el sentido de que no es niimero real.
Sii = +/—1, entonces\/—4 = /-1 /4 = 2i, que es una soluci6én en los nimeros complejos.
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en este caso, hemos eliminado el radical del numerador.

1 1
, 8.8 _8 _ 8 & &
NG s o 3%
N
8(3’ 8V3 8
= ( . ) = — = V3 , y hemos eliminado el radical del
3? 3 9 denominador

En general, para eliminar un radical en una expresion algebraica de un so-
lo término, multiplicamos por una expresion tal que el nuevo exponente sea
entero.

(5.18)

cong/m+a=kn, RE Z

Caso 2: La expresion a racionalizar tiene dos términos con raices cuadradas
Observe que:

. 8 8  VE-VI_ 8(F —V3)
T B+ V3 VBrJB JE6—V3 (VB) - (V3)

_8(VE—V3) _ 8 (V6—V3)

6—3 3
Hemos eliminado los radicales del denominador.
. 3 _ 38  VB+vZ _ _ 3(VB+V2)
©VB—VEZ | VB-VZ VBrVZ  (VB) —(V2Y
L AT 3B ey

En este caso también hemos eliminado los radicales del denominador

A la expresién v/6 — /3 se le llama el conjugado de /& + V3 .lgual-
mente, v/5+ +/2 es el conjugado de VB —+/2 .

En forma general, entonces a+ b es el conjugado dea — b,
y a — b es el conjugado de a + b.
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Podemos generalizar que para eliminar los radicales de indice 2 de una
expresion con dos términos, multiplicamos por la conjugada.!® Ademas de
ser utilizado para eliminar los radicales, este procedimiento es de gran im-
portancia en las aplicaciones que se puedan realizar mas adelante.

Ejemplos
1. Racionalice el denominador:
Vat+t Vb Va+rVb 2Va—vb _ (Va+t Vb)) (Ve VD)
2/atr Vb 2/atVvb  2/a—vb  (2Va) — (Vb )
2a —+/ab+ b
4a—b

2. Racionalice el numerador:

VZ+VB3-VE _(VZ+V3)—(VB)  (VZ+VB)+ (V5)

8 - 3 (VZ+V3)+ (VB)
(VZ+ V3P —(VB)  (2+2V2V3+3)—5
V3(V2+V3+VB) V6+ 9+ /15

2V VB _ 2 (VB ) _ 12

JE+VIB+3 VB 36+00+3VE 6+00+ 38

Observe que aunque inicialmente el numerador era un trmomlo simple-
mente asociamos para conformar un binomio.

3. Considere la siguiente expresién:
xX—a
Vx —Va
observe que:

x—a _ x—a \/3—5“'\/71—_‘(-"7‘0)(\/;‘*'\/?):
VE—va Vx—va Va+tva (Vz) —(Va)

16 Opserve que al multiplicar por la conjugada obtenemos una suma por una diferen-
cia, que da una diferencia de cuadrados, que finalmente elimina las raices cuadradas.
Para el caso de raices con fndice 3, se procede como en el siguiente ejemplo:

: (\/_+\/_)(\/-2—\/-\/—+\/_’
Ve e W)
(Va) —(Vb) a—b

(Vo —Vavb+ Vo) (V& —Javb+ Vb?)
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(x—a)(Vx+ Va) xta

(x—a) ‘ -

= x + va , que es una expresion mds sencilla de evaluar que la
inicial.

x+ 5 3 (x+ 5) . Va+i1—+2x—3
JxFl+Vox—83 JxFi+V2x—-3 JVrxF1-V2x—3
(x+ B)(Vx+1—+2x—3)
(Vx+ 1) —(/2x—3)°
(x+ 5) [V(x+ I)—+/(2x+ 3) ]
x+1—(2x—3)
(x+ B5)[Vat+ 1—+2x+ 3]
x+1—2x+ 3
(x+ B) (Vx+ 1—+2x+ 3)
—xt+ 4

(x+ B)(Vx+1—+/2x+ 3)
4—x

4.

5.6 Resumen

Recuerde que:

1. a*a*a...a =da"
ovecs

2. Reglas de los exponentes:
@y = am"

(@b’ = a"-b"

a ., a

GV = %

am

= am "

a” 1

71;- = gm paran>m
am

1l param=n



x° = 1 paratodo x
a'l = _1_
a
a“n = _]_-_
an
Radicales

L
3. a" =<a Va> 0 (definicién)
4. Reglas de los radicales

/i3

Yat = g

a

Vab=va Vb

Ja _ a
VbV

Vs = Ve
Jam = (Va)" ,Va=0
5. lxt =22

6. a+tb eslaconjugadade azd

5.7 Ejercicios y problemas

1. Resuelvazz .
» (-3)
w (3) (3

c) (-3)°

d) 372+ (—2)°

e) (37)7

h2.8,2.8
22 9 3 2
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g (0,597
h) (—2)7
2. Simplifique, dando sus respuestas sin exponentes negativos.
2) (3a7) (24°)
24 a'$
b) (3° #)(—8# y2)? (227 ¥°)
¢) (x?y3y?

o (22)

3
2 (5 (@)
y 2x
a-2 b—2
(a—lb-l )2
(192 x? yt z")’
32 x* y 22

-2

f)

3. Solucione el anterior ejercicio expresando sus respuestas sin denominado-
res.

4. Simplifique:

a) 64+ y-¢
/96 a”

b) =3

)\ SYeraT P

d) V192

e) VBay + V27 y°
f) Vax® + 4xy + y?

% a7 x by

8 V7295
5. Simplifique:
2 4

a) 3a—3. v a
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2 _58\3%
£ -y 2
b) \ 3 3
X .y
c) a3 3
1
(o )
( )’
—4 . n)-{’
(m’n )‘?
Racionalice
a) L
V5
-4
IRV IV
4
c) —3
d 2
) Va—2 —/x—1
3
? 2 VEvEr VB
n —
YA
B
® T -vE
h 3 x?
) V1 =27
. x
R s P
N 7
Vo e UB+ VI3

Efectie las operaciones indicadas y racionalice los denominadores de las
respuestas.
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a) 1 1
vZ V8
V3 VT
1 2

c) -
2—vVx Jx

a -5 2

)1+\/Z£' 1—vVx

) _}_x 1

© 75 125
1 1

L Y

4

1
g) Vx¥2-—-3 x?
2 X 3
3+/I+2x 3—v1+ 2x

h)
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CAPITULO 6

Ecuaciones

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1. Resolver ecuaciones lineales y cuadréticas en una variable, utilizando dife-
rentes métodos.

2. Solucionar ecuaciones en dos variables.

3. Resolver sistemas de ecuaciones con dos y tres variables.

4. Utilizar la solucién de ecuaciones para resolver problemas de aplicacién.

6.1 Introduccion

Una ecuacién es una igualdad que contiene una o més cantidades desconoci-
das, denominadas incognitas.

Las ecuaciones se han estudiado desde hace mucho txempo. Dlofanto
(325 - 409 D.C.) fue el primero en enunciar una teoria para la solucién de
las ecuaciones de primer grado, y también el primero en encontrar una fér-
mula para la solucion de las ecuaciones de segundo grado. '

Tartaglia (1499-1657) y Cardano (15601-1576) se disputan el hallazgo de
una férmula para la solucién de las ecuaciones de tercer grado. -

Niels Herrik Abel demostrd la unposibihdud 'de encontrar una férmula
para las ecuaciones de quinto grado o maés.

Existen diferentes tipos de ecuaciones de acuerde a las expresiones que
las conforman: ecuaciones algebraicas, trigonométricas, exponenciales, etc.
En este capitulo trataremos inicamente las ecuaciones algebraicas, y dentro
de éstas las lineales, las cuadriticas y los sistemas de ecuaciones.

6.2 Ecuaciones

Como dijimos anteriormente, una ecuacién es una igualdad que contiene una
o més cantidades desconocidas o incognitas.

Ejemplos
x+5=2

1
senx—2cosx=§

322 + 5x—1=3
2x+ 3 =5
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Un problema frecuente en matematicas es encontrar la solucién de una
ecuacién dada. La solucién de una ecuacion es el subconjunto S de U, forma-
do por los elementos de U que verifican la ecuacion dada. S, se llama con
frecuencia el conjunto solucién y es por consiguiente el conjunto de verdad
de la proposicion definida por la ecuacién dada.

Ejemplos .

a) Sea U el conjunto de los rea]es, entonces el conjunto solucmn de 2x +
5=11es 8= {3} ya que si se remplaza 3 en x, laigualdad se cumple:
2-3+5=11 : : Lo

6+ 5=11
11=11
b) Sea U el conjunto de los enteros. Entonces el conjunto solucién de 2x =

5 es 8 = ¢ yaque %— que seria el valor que verificara 1a ecuacion dada, no
esta en el conjunto de los enteros.

6.3 Ecuaciones lineales en una varlable

Una ecuacion lineal de una variable tiene la forme comente de:
ax+ b=0 ' '

donde a y b son nimeros reales y @ # 0, Se llama line,al porque el exponen-
te de x es uno. La presencia de términos que tengan exponentes diferentes
de 1 (por ejemplo %, x!, 2*) en una ecuacién, la excluye de ‘aquellas consi-
deradas lineales o0 de primer grado. ,

El siguiente eJemplo ilustra el procedumento usual para encontrar la solu-
cidn de una ecuaciéon de primer grado: , .

Restando 2 de ambos miembros obtenemos una ecuacién mas ,sé,n'cilld,v,
4x= 8 - L L (2)

después, dividiendo ambos miembros entre 4 obtenemos otra ecuacmn mas
sencilla atin;

x=2 , : —(3)
por consiguiente, el conjunto solucion es 8= { 2} g

En el ejemplo anterior realizamos el siguiente procedimiento: transfor-
mamos_la ecuacién inicial (1) en otra cada vez més sencilla, pero siempre
equivalente, hasta obtener la solucién (3).

Definicién: Dos o mis ecuaciones son equivalentes si, y solamente si,
tienen el mismo conjunto solucién.
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La transformacién de una ecuacién en otra mas sencilla es resultado de-la
aplicacién de una serie de propiedades que permitan expresar la ecuacion ini-
cial en una equivalente. Estas propiedades son:

P1: Adicion y sustraccién: Sia, b y ¢ €R, entonces,

a=b,at c=b+c y a—c¢=b—c sonequivalentes.

En otras palabras, se puede sumar o restar la misma cantldad a ambos

lados de una igualdad sin que ésta se altere.

P2: Multiplicacion y division: Siq, b y ¢ €R, entonces,

a=b,ac=bc y % = -z— ¢ # 0, son equivalentes.

Es decir, se puede multiplicar o dividir a ambos lados de la igualdad por el
mismo nimero (diferente de cero) y ésta no se altera. Los siguientes eJem-
plos ilustran €l uso de estas operaciones.

a) Resuelvala ecuacion 2x— 5= x+ 6.

Primero, se suma 5 a ambos lados para obtener V
2x—5+ 5=x+6+5

2x=x+ 11
Después restamos x a lado y lado y se obtiene
2x—x=x—x+ 11
x=11
Por consiguiente el conjunto soluciones S = {11}

b) Resuelva la ecuaciéon 5x—5= 2x+ 9.
Se suma 5 a ambos lados y se obtiene
Sx= 2x+ 14
Se resta 2x a ambos lados y se obtiene
3x=14 '
Finalmente se dividen ambos lados entre 3 y se obtiene

oo la
-3

El conjunto solucién es S = ‘El

Los ejemplos anteriores se resolvieron utlhzando en forma ngurosa las
propiedades-P1 y P2; sin embargo, estas dos propxedades dan cabida a ciertas
reglas que son las que se utilizan en la practica y que podemos resumir asi:
En una ecuacién, cualquier expresién puede ser tragladada de un.miembro a
otro realizando la operacién contraria.a la inicial, asi:

Si estd sumando, pasa a restar; si estd restando, pasa a sumar; si esta mul-
tiplicando, pasa a dividir y si esta dividiendo, pasa a multiplicar.
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Ejemplo 1

9 _2_
—5~x+ 3 3 4x
9 _2
gx+ 4x—§ 3
9x+ 20x _2—9

5 -3
20x _ T

5 3

29x (3) = —7 ()
87x= — 36
R

- 87

6.4 Ecuaciones cuadréticas en una variable

Una ecuacién cuadratica es una expresion de segundo grado, cuya forma es-
tandar es ’ "

ax? + bx+¢c=0 .
donde g, b y ¢ son reales y a # 0. Si a es igual a cero desaparece el término en
x* y la ecuacién ya no es de segundo grado.

Son ecuaciones cuadraticas o de segundo grado:

x* + bx+ 6=0
»*—-1=0

3y + Ty=0

(2x+ 1) = x(x+%)

Para resolver ecuaciones cuadriticas se utilizan varios métodos; aqui estudia-
remos los siguientes:

Solucién de ecuaciones cuadréticas por factorizacion

a) Resuelva la ecuacién
x* + 10x+ 16=0
Esta ecuacién se puede escribir como una ecuacién equivalente pero fac-
torizada.
(x+ 8) (x+ 2) = o :
Ahora se emplea la propiedad del sistema de niimeros reales, que dice

que un producto de dos niimeros reales es cero si, y solamente 8i, al me-

nos uno de ellos es cero. Por tanto, la ecuacién anterior es verdadera si,
¥ solamente si,
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x+ 8= 0, entonces x= —8
o bien
x + 2= 0, entonces x = —2,
Asf el conjunto solucién de la ecuacién dadaes S={ —8, —2} .
Esto significa que la ecuacién x? + 10x+ 16 = 0 tiene dos solucio-

nes. Podemos comprobar que —8 y —2 son soluciones, remplazando estos
valores en la ecuacién por x, y ambos valores satisfacen la ecuacion:

2+ 10x+ 16=0
parax= —8 (—8)* + 10(—8)+ 16=0
64 — 80+ 16 = 0
para x = (—2) (—2)2 +10(—2)+ 16=0
4 ~20+ 16 =0
0=20
b) Resuelva la ecuacién
x?—25=0
La ecuacidén equivalente factorizada es:
(x—58)(x+5)=0
luego x=5y x=—5
La solucidn de la ecuacién es § = {5, — 5} y, como en el ejemplo ante-
rior, podemos comprobar que éste es el conjunto solucion.

¢) Resuelva la ecuacion
2x* + 5x—T7=0
(x—1)(2x+ 7)=10

entonces,

x—1=006 2x+7=0
de donde

x=16 x= —%—

Recuerde que no todas las expresiones de la forma ax* + bx+ cson
factorizables, es decir, que este método no se podra aplicar en todos los
casos; de ah{ la necesidad de estudiar otros métodos de solucion.

Solucién de ecuaciones cuadraticas completando el cuadrado
Algunas expresiones cuadraiticas son trinomios cuadrados perfectos.

Como: x* + 6x+ 9= (x+ 3)?
9x? — 80x+ 25 = (3x— 5)?
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Sin embargo, aunque no todos los trinomios son cuadrados perfectos,

siempre es posible completar el cuadrado.
Este proceso de completar el cuadrado se utiliza para resolver ecuacio-
nes cuadraticas, solo que en este caso el cuadrado se completa con el término

independiente.

Ejemplos

a) Resuelva la ecuacion 2* + 5x+ 3=10 :
Restamos de cada lado 3 y obtenemos: x* + 5x = —3
Para completar el cuadrado sumamos a lado y lado de la ecuacion el cua-

2
drado de la mitad del coeficiente de x.0 sea (%) = -%1—5

asi,

25 25
2 “cY = - Randhuatl
x* + bx+ 7 3+ 3
La ecuacién equivalente a ésta es:
5y .13
(=+3) =%

Extrayendo rafces en ambos miembros, obtenemos:

x+%= i\/}f'-

entonces,
x= -2 sy/12
__5++/13
X=TTa
x = —5 —+/13 va = -5+ V13 )
2 2
b) Resuelva: )
2 +x+1=0
2+ x=-1
1y 1y
x* + x+(-2-) =—1+(§)
1__,+1
x’+x+z-— 1+4
1y _ 38
("+§) =77

3 . ., . '
Como —gz ho es un nimero real, entonces la ecuacién no tiene solu-
cién.
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Solucién de ecuaciones cuadréticas utilizando la férmula
Dada la ecuacién cuadratica

axt + bx+ ¢ = 0, a 0, aplicando el método anterior se tiene que:
ax* + bx+c¢=0

2+2%iC 0
a

22+ bx _ ¢
a a

(x + _b)2 _ b? —4ac
2a 4q?
2o b? — 4ac
2a 4q?
x+ 2o 4 VO —dac
2a 2a
x = —b /b’ —dac
2a 2a
x = —b ++/ b2 — 4ac
2a

La expresién

x= Z22VD —dac (6.1)

se denomina férmula para la solucién de una ecuacion cuadrdtica de la forma
ax? + bx+ ¢ = 0, en la cual los valores de a, b y ¢ son respectivamente los
coeficientes de la variable al cuadrado, la variable lineal y el término indepen-
diente.

El simbolo *+ en la féormula significa que hay dos soluciones; una utili-
zando el signo mas y la otra, el signo menos.

Ejemplos

a) Resuelva: x* + x—1=0
donde a=1,b=1,¢= —1
entonces
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e Vvi+4
2
g 12 i
2
Xy = 1—+— '5 y x = .];:_ V5
2 2
b) Resuelva: x> —2x—48=0

Los coeficientes en este caso son:
a=1
b= -2
c = —46
Sustituyendo estos datos en la férmula, se obtienen las dos raices o solu-
ciones:

r= —(72)£V(=2)" —4(1) (—48)

2(1)

x= 244+ 192

2
o= 2tV/196

2
x= 2+ 14

2
x1 =8
X, = —6

c) Resuelva: x> —10x+ 25= 0
a=1,b=—10,c= 25

+ 10 + /100 — 4-(25)
5 ,
. 10+ 100-100
2

10+ 0

X =

x=05

La tinica raiz que se encuentra es x = 5.
d) Solucione: 3x* + 4x+ 4= 0

entonces, a= 3,b=4,c= 4
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X = 6
= —4+./16 — 48
6
—4 + /=32
X = 6

Como la raiz cuadrada de —32, no es un namero real; no existen raices
reales para la ecuacién.
De acuerdo a los ejemplos anteriores, podemos concluir que:
Si b2 — 4ac > 0, existen dos raices reales.
Si b? — 4ac = 0, existe una sola raiz real.
Si b? — 4ac < 0, no existen raices reales.

6.5 Casos especiales

No siempre las ecuaciones lineales y/o cuadraticas presentan la forma estan-
dargx+ b = 0 6 ax’* + bx+ ¢ = 0, sino que en muchas ocasiones éstas ini-
cialmente presentan otras formas con fracciones, radicales, etc. En estos casos
necesitamos transformar la ecuacién original en una ecuacién equivalente,
utilizando las propiedades (P1 y P2) y las operaciones descritas anterior-
mente.

Ecuaciones que contienen fracciones algebraicas:

Un ejemplo de ecuacién con fracciones algebraicas es:
7 6 :
-1 2#-1_° . : 6.2)
T(x+1)—6 _
x2 -1
Tx+T7—6
xt —1
Tx+ 1= 5(x* —1)
Tx+ 1= 5x? —5
—5x2 + Tx+ 6=0
5x* —Tx—6=0
Ahora, utilizando la f6rmu1a, obtenemos:
_ 1: VB L5
10
_ 7+y/ETI30
10
7 +/169

X = —

10

5

=5
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_ 7=+13
10
7+ 13 7—13
Xy = , x2 =
10 10
3
X =2, 0 =——
‘ 5
Ejemplo 2
Resuelva: x 4 - _—2
x+ 2 x+ 1 x+ 2

Realizando las operaciones indicadas, obtenemos:

x(x+ 1)— 4 (x+ 2) __—2
(x+ 2)(x+ 1) xt+ 2
xX+ x—4x—8 —2

(x+ 2)—(x+ 1) x+ 2

-2 (x+ 2) (x+ 1)
(x+ 2)

x? —3x—8=—2x—2

x? -~ x— 6 = 0, factorizando

(x—3)(x+ 2)=0

x=83yx=-2

x? —3x—8=

(6.3)

En algunos casos la solucién obtenida para la forma estindar no satisface la
ecuacion original. De hecho, en este caso x = —2 no es una solucién de la
ecuacion original (6.3), ya que al remplazar la x por —2, obtenemos denomi-
nadores iguales a cero.!” En este caso x = —2 se denomina una solucign apa-

rente.
Ecuaciones que contienen radicales:

Ejemplo 3
2Vx+ 4 —x=1
2Vx+ 4 =1+«

En este caso, para suprimir el radical elevamos ambos miembros al cua-

drado.
2Vx+ 42 =(1+ x)?

17 para todo a,—g no ests definido.



ECUACIONES 109

Obtenemos

4(x+4)=1+ 2x+ a?

4x+ 16 =1+ 2x+ «°

x? —2x—15=0
Luego factorizando

(x—5)(x+ 3)=0

x=5y x=—3

Si remplazamos en la ecuacion inicial los valores obtenidos, x= 5y x =
—3 comprobamos que efectivamente son soluciones.
Ejemplo 4

Vx+ 13— J/T—x=2

Vx+13= 2 + V7T —x

Elevamos al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical del miembro
izquierdo.

Wx+ 132 = (2+ V7T —x)?

Obtenemos

x+ 18 = 4+ 4T —x+ (71— %)
ordenando,

2x+ 2= 4T —x

Elevamos nuevamente al cuadrado para eliminar el radical
(2x+ 2)? = (47 — x)*
obtenemos,
4x? + 8x+ 4= 16 (7T—x)
4x* + 8x+ 4=112— 16«
¥ +6x—27=0
(x—3)(x+9)=0
x=3y x=-9

Al remplazar en la ecuacion inicial el valor de x por 3, vemos que efecti-
vamente es una solucién de la ecuacién, mientras que no sucede lo mismo
con el valor x = —9.

VOFI3 — VT (9 = 2
Vi — V16 =2

2 —4=2

—2 # 2

En este caso x = —9 es una solucién aparente.
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Nota: Siempre que estemos resolviendo ecuaciones especiales, se hace
necesario verificar las soluciones en la ecuacién original para desechar las
soluciones aparentes. ‘

El siguiente diagrama ilustra el procedimiento a seguir para solucionar
cualquier ecuacién de grado menor o igual a 2.

éLa ecuacién contiene
expresiones con radicales?

! ‘ )
sf - no
Eleve a la potencia necesaria Realice las operaciones -
hasta eliminar todos los radicales indicadas
¢Quedaron
denominadores? -
1 1
Transponga términos: Realice nuevamente las
lo que esta dividiendo operaciones indicadas,
pasa a multiplicar si 1as hay

Reduzca los términos semejantes
y obtenga una de las dos formas

estandar
i !
Resuelva la ecuacion
i i

Verifique las respuestas ]

Diagrama para la solucién de ecuaciones.

Ejemplo 5
Resuelva:
(2x)? - % _
4x? + 3x+ 2 x+1
(2x)? x
42 + 3x+ 2 x+1
(2x)? _ =z
4x? + 3x+ 2 x+ 1
422 x

4x% + 3x+ 2 x+ 1
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4x® (x+ 1) = x(4x* + 3x+ 2)
4x3 + 4x* = 42° + 3x? + 2x
4x* — 3x* —2x=0

x? —2x=0

x(x—2)=0

x=0yx=2

6.6 Solucion de problemas

Aprender a solucionar ecuaciones como las que hemos estudiado en las sec-
ciones anteriores, tiene sentido en la medlda en que las aphquemos para
resolver problemas.

No hay una regla general para resolver problemas de aplicacibén, ya que
los hay de muy diferentes tipos, sin embargo, podemos establecer las siguien-
tes estrategias o pasos para su solucién:

a) Leer detenidamente la situacion que plantea el problema hasta familiari-
zarse con ella.

b) Hacer un esquema o dibujo, si tiene sentido hacerlo, que aclare la situa-
cién.

c) Hacer una lista de los datos conocxdos y otra de los datos que se quxeren
determinar, ; ,

d) Representar el término desconocido por medio de uha 'variabl‘e’, por ejem-
plo x.

e) Expresar todas las demads cantidades en términos de x.

f) Expresar la situacién descrita en el problema en sxmbolos matemétlcos,
esto es, plantear la o las ecuaciones.

g) Resolver la ecuacion segiin los métodos aprendidos.

h) Comprobar si la solucién hallada se ajusta a la sﬂ;uaclén descnta en'el
" problema.

A continuacién mostramos varios ejemplos que ilustran estos pasos.

Caso 1: Division de una cantidad en dos partes

Trataremos aqui todos los casos en los que una cantidad mlclal “C”, se qule-
re repartir en dos partes. El procedimiento que debe seguirse sera llamar
siempre “X” a una de las dos cantidades y por consiguiente “C-X" a la otra
cantidad. Los siguientes ejemplos ilustran este caso 1. :

Ejemplo 6

Cierta fundacién debe inveri;ir 6 millones de pesoé en dos tipos de honos que
pagan dividendos anuales del 8% y 9%, respectivamente. ;Qué cantidad debe
invertir en cada uno para obtener un interés de $505,000 anual?
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Solucién:

Sea x la cantidad a invertir al 8%; entonces 6,000,000 — x sera la cantidad
a invertir al 99,

C pesos colocados a una tasa del r% producen un interés 7,

6.4
I=Cr/100 64

Por lo anterior
505,000 = x8% + (6,000,000 — x) 9%

100 100
—50,500,000 = 8x+ 54,000,000 — 9x
x = 3,500,000

Luego la cantidad a invertir al 89 ser4 de $3,500,000 y al 9%de $2,500,000

Ejemplo 7

En un almacén de calzado hay 500 pares de zapatos de dos marcas diferéntes,
cuyos precios son $8,000 y $13,500. La venta de los 500 pares produjo in-
gresos de $4,962,500. ;Cudntos pares de zapatos de cada marca se vendie-
ron? -

Solucién:

Sea x la cantidad de pares de zapatos vendidos a $8,000 ,
500 — x la cantidad vendida a $13,500

El ingreso R, obtenido al vender x articulos a p pesoses R = xp (6.5)

por lo anterior,
4,962,500 = 8,000x + 13,500 (500 — x)
4,962,500 = 8,000 + 6,750,000 — 13,500x
5,600x = 1,787,500
_ 1,787,500
5,500
x= 325

luego los pares de zapatos vendidos a $8,000 son 325 y los véndidos‘ a
$13,500 son 175.

Caso 2: Donde una cantidad es igual a tantas veces otra.
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El procedimiento a seguir en este caso serd llamar x la cantidad considerada
inicialmente y a nx, donde n € R, la otra cantidad.

Ejemplo 8

El costo para producir un par de zapatos es de $5,700 y depende de la mate-
ria prima y de la mano de obra. Si el costo de la materia prima es el triple del
costo de la mano de obra, ;cudl es el costo de la materia prima y de la mano

de obra?
Solucién:
Sea x: costo de la mano de obra
entonces,

3x: costo de la materia prima
luego,

x+ 3x= 5,700

4x = 5,700

5,700
4

x= 1,425 costo de la mano de obra
3x = 3(1,425) ,
= 4,275 costo de la materia prima

Ejemplo 9

Una fébrica de camisas paga $140,000 de arriendo por el local donda confec-
ciona y vende sus camisas. El costo del material es la mltad de la mano de
obra. ;Cuénto paga por mano de obra y cuinto por matenal para que los
costos totales sean de $500,000?

Solucién:

(6.6)

El costo total es igual al costo fijo mds el costo. vanable
CT=CF+ CV e

donde el costo variable depende del nimero de articulos que se produg--
can (mano de obra, materia prima), mientras que:los costos fijos perma-
necen constantes, independientes de las unidades producidas (arriendo,
salario bésico, etc.).

Por lo anterior CT = 140,000 + C(x) = 500,000, donde V‘C(x): costo variable.
C(x) = costo mano de obra + costo de materia prima

C(x) = x+%x
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luego

500,000 = 140,000 + (x +—é—x)

500,000 = 140,000 + %x
3

360,000 =2 x

360,000 (2) _

3
240,000 = x costo mano de obra

120,000 = '—;C- costo materia prima

Caso 3: Donde una cantidad es igual a una cantidad dada mas o menos algo.

El procedimiento a seguir en este caso es Ilamar x la cantidad dada y a la otra
xtk,

Ejemplo 10

Un fabricante produce semanalmente 150 art{culos que vende al doble del
costo menos $100 pesos. ;Cudnto es el costo de: producn' cada artfculo, si
sus utilidades son de $36,000?

Se define la utilidad, como la dlfetencm entre los mgresos o
totales recibidos R, y los costos totales causados c. 1 (6.7)

U(x) = R(x) — C()

En este caso, sea x el costo de producir ‘un artfculo luego (2x —100)eslo
que se recibe por cada articulo vendido. ‘ .

Por (6.6)
U(x) = 150 (2x— 100) — 150x
= 300x — 15,000 — 150x
36,000 = 150x — 15,000
36,000 + 15,000
150

x= $340 costo de producir un artfculo

X =

A continuacion ilustraremos problemas similares.
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Ejemplo 11

Un fabricante produce ldmparas, que vende a $8,200. Sus costos de produc-
cién son los siguientes: $130,000 en arriendo, y $3,5600 por el material y la
mano de obra de cada ldmpara producida. ;Cudntas ldmparas debe producir
para obtener utilidades de $246,000?

Solucién: Por (6.6)

U(x) = R(x) — C(x)
Por (6.5) CT=CF+ CV

Para el caso CT = 130,000 + 3,500x
R(x) = 8,200x

Remplazando
U(x) = 8,200 x—[130,000 + 3,500x]
U(x) = 8,200x — 130,000 — 3,500x
246,000 + 130,000 = 4,700x
x = 80; luego debe producir 80 lamparas.

Ejemplo 12 .
Mensualmente una compaiiia puede vender x unidades de cierto articulo a
p pesos cada uno, en donde la relacion entre p y x (precio y nimero de articu-
los vendidos) estd dada por la siguiente ecuacién de demanda: P = 1,400 —
40x.

b
La ecuacién de la demanda de un cierto articulo es una ecuacién

dela forma ap + bx = ¢, a,b,c, ctes. que relaciona el nimero de [(6.8)
articulos vendidos x, y el precio p a que éstos se venden.

a) (Cudntos artfculos debe vender para obtener unos ingresos de $12,000
pesos?

b) ;Cual debe ser el precio de cada articulo para obtener mgresos de
$10,000?

Solucion:
a) Por (6.5)
R = xp
remplazando p, se obtiene R = x(1,400 — 40x),
luego, 12,000 = x(1,400 — 40x)
12,000 = 1,400x — 40x?
ordenando la ecuacidén,
40x* — 1,400x+ 12,000=0
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simplificando,
x? —35x+ 300=0

resolviendo por factorizacion,

(x—15)(x—20)=0

x =15

x, =20

Esto significa que vendiendo 15 6 20 articulos obtiene los mismos
$12,000 de ingresos.

b) R=ap

Ya que en este caso lo que nos preguntan es el precio, debenios escribir
la ecuacion de demanda en términos de p, y luego remplazarla en la ecuacién
de ingreso, asi: '

p = 1,400 — 40x

40x=1,400—p

x= 1,400—p
40
entonces,
R=xp
1 400—p)
R=(=22Y"F
( o /)?
1,400p p?

10,000 = —40 10

10,000 = 35p — 2
[ - p'_‘4_0'

P’ _ 35p+ 10,000 = 0
ag - PTEE

p? —1,400p + 400,000 = 0

resolviendo,
p = 1,000 pesos
p = 400 pesos

Ejemplo 13

Un vendedor de hamburguesas estd comprando la carne preparada por cada
hamburguesa a $120. Decide entonces preparar él mismo la carne, teniendo
en cuenta que para cada hamburguesa necesita sdlo $60 de carne, pero para
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su elaboracién necesita alquilar un local por valor de $15,000. ;Cuédntas
hamburguesas necesitard preparar por su cuenta para que se justifique su
decision de elaborarlas él mismo?

Solucioén:

En este caso lo que se quiere es encontrar el nimero de articulos que se de-
ben producir para equiparar los costos del primer concepto con los costos
del segundo concepto,

120x = 15,000 + 60x
donde x: nimero de hamburguesas a producir.
120x — 60x = 15,000
60x = 15,000
x= 250

Observe que si se producen menos de 250 hamburguesas, por e]emplo 249,
resulta mas barato comprarlas a $120 que produeirlas. = -

249 (120) = $29,880
15,000 + 60 (249) = $29,940

Ejemplo 14 , »
Un vendedor sabe por experiencia que si vende sus revistas a $1,500 cada
una, puede vender 800 revistas. Pero si aumenta el precio de.cada revista en
$300 pesos deja de vender 50 revistas. ;Cudntas revistas debe vender para
obtener ingresos de $1,200,000, pero vendiendo menos revistas?
Solucién: 7
Si vendiera todas sus revistas obtendria unos ingresos de:

R=uxp '

= (800)(1,500)

R = 1,200,000
Dado que quiere obtener los mismos ingresos vendiendo menos revistas,
debemos hallar un valor k&, tal que

= (800 — 50%&) (1,500 + 300k) = 1,200 000

(No. (precio
de revistas) por cada revista)

donde k representa la cantidad de aumento en el precm y dlsmmuclon en el
nimero de revistas vendidas.

Luego
1,200,000 = 1,200,000 + 240,000k — 75 000k 15, OOOk2

de donde
165,000k — 15,000%2 = 0



118 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

luego
k=20
k=11

Observe que si k = 0, tenemos las condiciones iniciales.
El niimero de revistas que se deben vender es:

800 — 50k

800 — 50(11)
800 — 550 = 250,

que vendera a 1,500 + 300(11) = $4,800
Observe que:
R = 250 X 4,800 = 1,200,000

6.7 Ecuaciones lineales con dos variables

La forma general de la ecuacién lineal con dos variables es;

y=ax+b o y—ax—b=20

Para s1mp11f1car, expresaremos cualquier ecuacién de este tipo de la for-
ma P(x, y) =

Una soluc1on de P(x, y) = 0 es el conjunt6 S formado por los pares orde-

nados (x, ¥) que verifican la ecuacion. También aquf lhm9.rem0s a S el con-
junto solucidén de P(x, y) =

Ejemplo 15 »

Sea U el conjunto de todos los numeros reales: entonces, algunos de los
elementos del conjunto solucién de y = 3x+ 2 son: (-2, —4), (-1, -1),
(0, 2), (— 3) - En realidad el conjunto solucién Scontiene infinito niimero

de elementos. '

El método para encontrar los elementos de tal conjunto solucxon es muy
facil. Para ello se escoge un valor cualquiéra de x por ejemplo 0, y después se
remplaza en la ecuacién dada para calcular el correspondiente valor de y, “asi:

y=30)+ 2
y=0+ 2
y=2

De manera similar podrfamos comprobar que, efectivamente, (—2, —4),
(—1, —1), etc. son elementos del conjunto solucién. Como habfamos dicho,
el conjunto solucién de esta ecuaciéon es un conjunto infinito, por tanto no
podemos enumerar todos sus elementos y para describirloa necesitaremos
utilizar otro método, el método grdfico. Este método requiere que restrin-
jamos el conjunto solucién al conJunto de los niimeros reales. En adelante
supondremos que se ha hecho asi.
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La grafica de una ecuacién P(x, y) = O (en los reales) es el conjunto de
todos los puntos del plano cuyas coordenadas constituyen pares ordenados
que son elementos del conjunto solucién de P(x, y) = 0.

El procedimiento corriente para dibujar la grdfica de una ecuacién de
este tipo consiste en determinar unos cuantos puntos de ella, y después
unir estos puntos mediante una recta.

Ejemplo 16

Dibujar la grafica de: y = 3x+ 2
Preparemos la siguiente tabla de pares (véase Ejemplo 1).

x -2 | -2 0 1

y |—4|-1| 2|5

Después trazamos la grifica de la figura.

Observaciones

1. La gréfica de la figura es una recta, por consiguiente bastard calcular sola-
mente dos puntos para determinar esta grifica.

2. Enla mayoria de los casos, los puntos mds faciles de identificar son aque-
llos que se encuentran haciendo una variable igual a 0, y resolviendo para
el valor de la otra variable. O sea, se hace x = 0 y se encuentra el valor
correspondiente a y; después se hace y = 0 y se obtiene el valor corres-
pondiente para x. En otras palabras, se obtienen los dos puntos de corte
con el eje Y y con el eje X.

Yl

Figura6.1 y =3 x + 2.
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Ejemplo 17
Haga la grafica de la ecuacién 2x — 5y = 0

Esta ecuacion es un ejemplo del caso en donde no se encuentran dos pun-
tos haciendo cada variable igual a 0, puessix= 0

20)—by=0=y=90
siy=20
4x—7(0)=0 =2x=0

Ambos casos dan lugar al mismo punto (0, 0). Por tanto, se debe averi-
guar otro valor para una de las variables.

Six=3 2(8)—5y=0 = y=—

Entonces dos parejas solucién don (0,0)y (3,%‘), con las cuales podre-
mos realizar la gréfica.

+ 6)
4 (3' 5
I | dmnd -

/' ' *

Figura6.2 2x — 5y =0.

Ejemplo 18 (Decisiones sobre produccién)

Una fabrica produce salchichones de dos tipos: cervecero y corriente. Cada
unidad de salchichdn cervecero requiere —i— de hora-miquina para su pro-
duccidén y cada unidad del corrienteside hora-méquina. Si hay 320 horas-

maquina semanales disponibles en la fabrica,

a) Encuentre la ecuacion que relaciona el niimero de salchichones de cada
tipo que se pueden producir en la fébrica.

b) Si se producen 480 unidades de salchichén cervecero, ;cudntas unida-
des de salchichén corriente pueden producirse?

Solucién

a) Sea x el niimero de unidades de salchichén cervecero a producir, y sea
y el nimero de unidades de salchichdn corriente, entonces
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1 1
—x+—y =320

1" 6”7

es la ecuacion de produccion.

b) Si x= 480, entonces
1 1
— (480) + -y = 320
4( ) 4

120 + == 320
6

Yy

= =200

6

y = 1,200

se produciran 1,200 unidades de salchichén corriente.

Ejemplo 19 (Manejo de inventarios de bodega)

Abastos ‘‘La econdmica” tiene 1,386 unidadesde cierto artlculo en bodega,
del cual vende diariamente 42 unidades.

a) Encuentre una ecuacién que relacione el niimero de articulos en bodega,
en término del nimero de dias de venta,

b) Si la politica de la tienda es hacer un pedido en el momento €n que tenga
en depédsito 336 articulos, ;en cudntos dfas deberd hacer un nuevo pe-
dido?

Solucién

a) Sea x el niimero de dias de venta, y sea y el nimero de articulos en bode-
ga; entonces

y = 1,386 — 42x

b) Siy = 336,
336 = 1,786 = 42x
42x = 1,050
1,050
=222 - 95
42

Tendria que realizar el pedido al cabo de 25 dfas.

6.8 Ecuaciones lineales simultdneas con dos incégnitas

La expresion general de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos varia-
bles, es:

ass x+ ag Y= bl (6.9)
Gy xtan y=b S
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donde los coeficientes son nimeros reales.
La solucién de este sistema es un par ordenado (x, y) que verifica ambas
ecuaciones. Puesto que la grifica de cada una de las ecuaciones de 6.8 es una

recta, en realidad estamos buscando los puntos que son comunes a ambas
rectas.

Se dan a continuacién varios métodos para resolver tales sistemas.
a) Solucion simultdnea por suma o resta (eliminacién).

En este método multiplicamos adecuadamente una de las dos ecuaciones (o
ambas) de tal forma que los coeficientes de una de las variables sean iguales
pero de signo contrario, de modo que al sumar las dos ecuacmnes se elimine
dicha variable.

A continuacion se resuelve la ecuacién que queda. Para obtener el valor
de la otra incognita se remplaza el valor hallado en una de las dos ecuaciones

originales.

Ejemplo 20

Resuelva
2x—5y—19=0
3x+ 4y+6=0

Para eliminar x, multiplicamos la pnmera ecuacion por 3 y la segunda
por —2; asi obtenemos: - .

6x— 15y —57=0
—6x—8y—12=0
sumando, tenemos que

—23y — 69 =0 y=-92__3

Remplazandoy = —3 en 2x— 5y — 19 =0
Obtenemos 2x =19+ 5(—3)

x=2
luego la solucién es el par (2, —3)
Graficamente,

Figura 6.3 2x -5y —-19=0
3x+4y+6 =0
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b) Solucién simultdnea por sustitucion.

Se resuelve una de las ecuaciones para una de las variables en términos de la
otra y se sustituye la variable por esta expresion en la otra ecuacién. La
ecuacién obtenida por sustitucién contiene una sola variable y por consi-
guiente podemos resolverla facilmente.

Ejemplo 21

Resuelva
(1) 2x—5y+8=0
2) x+4y —9 =0

Primero debemos resolver una de las ecuaciones ya sea para x o para y.
Notamos que podemos evitar fracciones si despejamos x en la segunda ecua-
cion y obtenemos

x=9—4y
Ahora sustituimos x por esta expresién en la primera ecuacién.

2(9—4y)—5y+8=0

Dado que ésta es una ecuacién lineal con una variable, podemos resol-
verla para y ,

18 —8y—~5y+8=0
—8y — 5y =—18—8
13y = 26

y=2

Este valor lo remplazamos preferiblemente en la ecuaciébn x = 9 —4yy
obtenemos el valor de x, asi:

x=9—4y
x=9—8
x=1

Por consiguiente, la pareja (1, 2) es la solucién del sistema dado. O sea
que el punto de corte o interseccidn de las dos rectas es el punto (1, 2);
graficamente,

Figura 6.4 2x -5y +8=0
X+4y —-9=0
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¢) Solucion simultdnea por igualacion.

Como su nombre lo indica, este método consiste en despejar en ambas ecua-

ciones la misma variable, y luego igualarlas para obtener una ecuacioén con
una sola variable.

Ejemplo 22
Resuelva
(1) x+3y=4
(2) 3x—5y+2=0
Despejando en ambas ecuaciones la variable y, se obtiene:

1) y=2=%
3
3x+ 2
(2) v= 5
De donde:
4—x _ 3x+ 2
3 5 h

Resolviendo la ecuacién de una variable se obtiene:
20 —5x=9x+ 6 ‘

14x = 14
x=1
Ahora remplazamos el valor de x en cualquiera de las ecuaciones 1) 6 (2)
4—1 ‘
=272 =1
YT 73

Solucién: (1, 1).

Observe que independientemente del método que se use, el objetivo de todos
los métodos es obtener una ecuacién de una variable cuya solucién es muy
sencilla.

Los siguientes ejemplos ilustran dos casos especiales: un sistema sin solu-
cioén y un sistema con infinitas soluciones.

Ejemplo 23

Resuelva
3x+2y+5=0
6x+ 4y—4=0

Eliminando, obtenemos:
14=0
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Puesto que la tnica ecuacién es, de hecho, una contradiccién, no hay
solucién. Esto significa que las rectas son paralelas.
Graficamente,

{(~3,2) T

Figura 6.5 +2y+5=0
6x + 4y — 4=0.

Ejemplo 24

Resuelva
4x—-y+3=0
8x—2y+ 6=0

Eliminado x, obtenemos 0 = 0

Esto significa que las dos ecuaciones mxcxales son. 1guales. por tanto al
representarlas grificamente las rectas coinciden, lo cual implica (véase 6.8)
que el sistema tiene infinitas soluciones. ‘

Graficamente,
v /
(0, 3)

(-1,-1¢ +

Recta Gnica

-
-
=

Figura 6.6 4x -y +3=0
8x -2y +6=0.
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6.9 Ecuaciones lineales simultdneas con tres incognitas
La expresidn general de tales sistemas es:

anx tapytanz=05,

X+ Gyt ay3z=0b,

a3 x+ a3,y + a332=0b,

La metodologia de la seccién anterior se puede aplicar sin cambios sus-
tanciales a este sistema. El procedimiento a seguir es transformar el sistema

inicial en un sistema de dos ecuaciones por dos incognitas y seguidamente
transformar este ltimo en una ecuacién lineal con una Gnica variable.

Ejemplo 25
Resuelva
1) 2x—y+382+9=0
2) x+3y—2—10=0
3) 3x+y—2z—8=0
En primer lugar eliminamos x entre la primera ecuaci6n y la segunda Y,

en segundo lugar, entre la primera y la tercera. Las ecuaciones resultantes
son: , ,

Ty —5z2—29=0
by —112—43=0

A continuacién eliminamos y, entre la primera ecuacién y la segurida del
nuevo sistema, obteniendo: o ‘

2+ 3=0 C e :
De esta Gltima ecuacién resulta z = — 3. Haciendoz = —8en la segunda
ecuacién podemos encontrar que y = 2; ahora, cony = 2 y 2 = —3 la pri-

mera ecuacibn nosda x = 1,
Luego la solucibén es (1, 2, —3).

Ejemplo 26
Resuelva
1) x+2y—2+3=0
(2) 2x+y+2—1=0
3) 3x+3y+2=0 ‘
La primera eliminacién (de x) produce el sistema
3y—382+7=0
3y—3z2+7=0

Es decir, el sistema obtenido es realmente una Gnica ecuacién: 3y —3z+
7 = 0 que como dijimos anteriormente tiene infinitas soluciones. En este
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caso, si queremos encontrar una, asignamos un valor cualquiera a una de las
variables de la ecuacion anterior, y obtenemos el valor de las otras asi:
Seay = 1, entonces 3(1) + 7= 3z
10
3
remplazando en (1)

s 20~(2)--

10 5
=—3+20_o_-_3
* 3 3

luego 2 =

Ejemplo 27
Resuelva

x+y+2z—1=0

2x—3y—22+4=0

3x—2y—2+2=0

La primera eliminacion (de x) nos lleva al sistema

by+ 42—6=0

by+ 42—5=20
Eliminando y obtenemos —1 = 0
luego el sistema no tiene solucion. : :

Si x es el nimero de ejemplares ofrecidos o demandados de un cierto
articulo a un precio p, entonces las siguientes ecuaciones representan respec-
tivamente la oferta y la demanda del artxculo al precio p.

x= a— bp (demanda) (6.10)

= ¢+ dp (oferta) (6:11)

En la ecuacion (6.10) es claro que a medidé 'gue aumenta’ el pmcib baja

el niimero de articulos que se demandan del misme, mientras que en la ecua-

cién (6.11) ocurre lo contrario; a medida que el precio aumenta, el niimero
de articulos que se ofrecen en el mercado también aumenta.

Econémicamente, la oferta y la demanda tienen sentido para valores no
negativos de x y p (véase Figura 6.7).

El punto de corte de las ecuaciones de oferta y demanda recibe el nom-
bre de punto de equilibrio del mercado (véase Figura 6.7), y representa el
punto en que el nimero de unidades que se ofrecen es igual al niimero de
unidades gue se demandan.

Ejemplo 28

Dadas las ecuaciones de oferta y demanda de un producto, determine el pre-
cio y la cantidad de equilibrio de dicho articulo.
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y =c+dp
(oferta)

y=g-— bF;‘\ X
{demanda) ™

AN

Figura 6.7 Oferta — Demanda.

demandap = 28 — x 1)
ofertap=2x+ 1 (2)
Solucién

En este caso el método més ficil de aplicar es el de igualacién. Entonces te-
nemos,

28 —x=2x+1
—x— 2x = —27
x=9

luego,y = 28—9=19

Esto significa que el precio de ethbno es19y el niimero de articulos
es 9.

En la siguiente grifica se ilustran las curvas de oferta y demanda y el
correspondiente punto de equilibrio.

Figra68  p=2x4 1
P =28 - x
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6.10 Resumen
Recuerde que:

1.
2.

A

ax + b = 0 es la forma estandar de una ecuacidn lineal o de primer grado.

ax’ + bx + ¢ = 0, es la forma estindar de una ecuacién de segundo gra-
do, y cuya solucién por medio de la férmula es:

- —b++b%* —4ac

2a : .
¢ pesos colocados al r% producen un interés I. _

x

cr
100

El ingreso R obtenido al vender x articulos a p pesos es: R = x*p
Costo total = costos fijos + costos variables, ‘

Utilidad = ingresos — costos totales,

Se define punto de equilibrio del mercado como aquél en el que la oferta
es igual a la demanda. .

6.11 Ejercicios y problemas

1.

Resuelva las siguientes ecuaciones lineales

a) 15x—8=3x+ 2—(x+ 5)

b) —{2x+ 7—[—1+ 3x—(—4x+ 9)—(3x+ 4)]-—29} = —3
c) .7::—3Jr 4x—1 x+9

3 4 2
d) 2x+1 _ x—2 _ x
5 3 4

e) (x—2)(x+ 3)=(x+ 5)

f) (x—1) —(x+ 2)® = —6x(2x—5)+ 3x*
bx— 86
2

h) 2x+7 _ 2x+3
Bx+ 2 5x—1
i) (Bx—2)(4x+1)
6x(x+ 3)
) @x+5) _ (Bx+2) _ 1
8x—1) (5x+ 2) 15

g) 2x— =?(x—5)—5x

2=0

Resuelva las siguientes ecuaciones.
a) x* +5x+6=0
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b) 6x* —5x—21=0

¢) 4x* —10x=—7

d) x* = 8x

e) x2+5=0

f) (x+ 5) + 3x= (x+ 3) (2x--1)

g) 3x+5 + x+ 3 _
x—1 x+ 2

h) (x—38)* =22 +5

i) _2  3x—5 _
x+ 5 x*+5

) —2x _ 1+ 2x 4

+ =
x+ 2 x x+ 2

3

0

3. Resuelva las siguientes ecuaciones.
a) Vx+6+x—6=0
b) Va+2+/x+T=0
¢) Vx+3—V/x+8+1=0
d) Vx—2—x+4=0
e) Vx—10++/x+11=0
fy Vx+5++/x—3—4=0
g) V2x+ 9+ /3x+16=1
h) 1 2

v variz °
i) V3x+ 16—+2x+9=—1

x 2x

. _ -0
) vV2x+ 3 3Vx+1

4. Resuelva algebraicamente el par de ecuaciones dadas. Después, trace la
grafica de las dos rectas y verifique graficamente la'solucién.

a) |bx+ 2y—4=20
3x—y—9=0
b) [dx—y+ 5=10
3x+ 2y—10=0
c) [Bx+2y—3=0
4x—y+T=0
d) J6x+y—19=0
—2x+ 3y+ 3=0




Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones

e) |[3x—2y—8=0
—x+ 3y—2=0
a) |[y=1—x
y=x*+ 2x—3
b) |y=6—2x
y=x*—2x+ 2
c) [y=x—4
y= —x'+ 8
d) y=2x—2
y=—x*+x+4
e) |[y=2x—1
y=a*—2x+ 3
f) [y=2x+1
y=—x*—4x—8
g) (x> +y?=25
X+ yt~bx=0
h) [x* + y2 =25
x+y=1
i) [x* + 3xy+y?—256=0
x=y

. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones
3x+y—22—2=0 '
x+ 38y-2—3=0

2x—y+ 4z—5=10

2—y+ 32—14=0
—83x+y—2+10=0

|
|
e
|
NE
|

f)

x+y+2z—4=0

3x+ 22+ 5=0
3z2—12=0
x+ty—1=0

5x—y+ 32—3=0
—2x+y—22+2=0
3x+ 2y+2—1=0

—y+42—1=0
3x+ 2y—5z+ 4=0
bx+y—2+3=0

3x—2y+ 42—5=0
—6x+ 4y —8z2+ 10=0
9x—6y + 122—156=0

ECUACIONES 131



132 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

g)

4y — 8y + 42— 12=0

x—2y+z—3=0
—2x+ 4y—22+6=0

—x—y+tz+2=0

h) [3x+ y—5z+4=0

i)

)

a)

b)

f)

g)

x—y—32+8=0
x—y=1
ytz=4

y:+ x2z=1
{xy=—12

yz= —4
xz=3

Resuelva los siguientes problemas

El producto de dos niimeros positivos es 54 Sl un numero es tres
unidades mayor que el otro, ;cuéles son los nimeros?

Un granjero desea cercar un terreno rectangular con 260m. de alam-
bre. El drea del terreno es de 8,400 m?. Si a lo largo de uno de los
lados del terreno existe ya una cerca de piedra donde no se requlere
utilizar alambre, ;cuales seran las dimensiones? -

En las elecciones para alcalde de Utopia, el candxdato A recibi6 5,919
votos mds que el candiato B. El total de la votdcion fue 18,635.
(Cuantos electores votaron por el ganador?

Cuando dos obreros. trabajan separadamente, el primero produce 4
unidades/min. mds que el segundo. Cuando trabajan juntos producen
15 unidades/min., pero el rendimiento de cada uno es solamente las
tres cuartas partes del que tienen cuando trabajan por_separado.
(Cuantas unidades produce cada uno cuando traba_]a sin compama"

El precio de cuatro manzanas y dos peras es $810. El de una man-
zana y tres peras $315. Encontrar el precio de una manzana y una
pera.

El jabén Nordit fue promocionado en la c1udad A medlante 4 pagi-
nas completas en un periédico, y en la televisién, mediante 15 avisos.
En la ciudad B, que tiene el mismo nimero de habitantes que A,
se utilizaron como propaganda 5 paginas completas en los periédicos
y 10 avisos en la television. Como resultado se vendieron 6,250 jabo-
nes en la ciudad A y 6,500 en la ciudad B. ;Cudntas ventas deben
atribuirse a la publicidad en los periédicos y cudntas a la pubhcldad
de la television, suponiendo que actiian separadamente?

En el pais llamado Suburbia, el precio de un paquete de cigarrillos
incluye un impuesto de $25 pesos, y este impuesto es el mismo para
todas las marcas de cigarrillos, En Suburbia, 5 paquetes de cigarrillos
Notar cuestan lo mismo que 4 pagquetes de cigarrillos Coffin. En el



h)

)]

k)

1)
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puerto libre de Utopia no existen impuestos y, por tanto, cada pa-
quete de cigarrillos cuesta $25 pesos menos que en Suburbia. En
Utopia, 5 paquetes de cigarrillos Notar cuestan lo mismo que 3 pa-
quetes de cigarrillos Coffin. Encuentre los precios de los cigarrillos
en Suburbia.

Los automéviles Nerverstart consumen gasolina corriente cuyo precio
es de $30 pesos el galén, y su rendimiento es de 20 kilémetros por ga-
16n. Los automéviles Everknock consumen gasolina superior de 340
pesos el galdén, y su rendimiento es de 17 kilometros por galén, Un
dfa, la suma de las distancias recorridas por un Neverstart y un Everk-
nock fue de 91 kilémetros, y el costo total de la gasolina consumida
por los dos automéviles fue de $1,620. ;Cuanto recorrié cada uno?

Una persona invierte $5,000,000 en dos negocios diferentes. Uno de
los negocios le produce el 3% y el otro solamente el 1%. a) ;Qué
cantidad debe invertir en cada negocio para obtener beneficios totales
de $135,8007? b) Si decide invertir el triple de lo que invierte en el ne-
gocio que le produce el 1%, que le produce el 3%, (,cuales son los be-
neficios obtenidos ahora? :

En una fébrica se producen dos articulos diferentes que se venden a
$3,200 y $4,500, respectivamente. Si se venden 400 articulos de las
dos clases y los ingresos obtenidos son de $1,579,200, ;cudntos ar-
ticulos se vendieron de cada uno?

Un fabricante de muebles produce mensualmente 80 escritorios que
vende al doble de lo que le cuesta producirlos cada afio. Si tiene unos
costos fijos de $1,400,000 mensuales, scudl es el costo de producix
cada escritorio, si sus utilidades son de $3,800,000 mensuales?:: -

Semanalmente una fabrica produce x unidades de cierto articulo que
vende a p pesos cada uno -y cuya ecuacién de demanda viene dada

por 1,500x + 3p = 3,861,000. a) ;Cudntos articulos debe vender pa-
ra obtener ingresos de 1 087 000? b) En este caso ja qué precio se
vendi6 cada articulo?

m) Una industria que ensambla electrodomésticos estd comprando empa-

n)

ques para cada articulo, a $3,000. Decide alquilar una miquina para
fabricar él mismo los empaques, por lo cual paga $1,200,000 mensua-
les incluida la materia prima. ;Cudntos empaques necesita fabricar
para que se justifique su decisién?

Una agencia inmobiliaria puede vender un edificio de 40 apartamentos
a $14,000,000 cada uno. Su propietario asume que por cada $400,000
que le aumente a cada apartamento dejara de vender uno. ;Cuantos
apartamentos debe vender y a qué precio, para realizar una venta to-
tal de $560,000,000, sin vender todos los apartamentos?
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o) Grafique las siguientes ecuaciones:

a)x/2+y=5
b)4y —x—3=0
c)y=Tx——

P) Una cerveceria elabora dos tipos de cerveza; clasica y tipo exportacioén.

1
Cada caja de tipo clésico necesita—l—gde hora-méquina para ser envasada,

1
mientras que la de tipo exportacién necesita ) de hora-mdquina. Si la

fébrica trabaja las 24 horas del dia.

a) Encuentre la ecuacién que relacmna el niimero de cajas que se enva-
san de cada tipo.

b) Si se envasan 120 cajas de cerveza tipo exportacion, icudntas se enva-
san del tipo cldsico?

q) Dada la ecuacién de oferta y demanda respeatxvamente halle el punto
de equilibrio.
a)p=3x+ 10;p= 130 — x
b)5p — 3x= 910; 3p + 2x = 660

2 3
¢) —=10x—400=0;p+ — —1,230=0
3p 4x - .
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* CAPITULO 7
Polinomios y
funciones polinomiales

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:
1. Graficar ecuaciones polinomiales (rectas y parabolas).

2. Encontrar la ecuacidon de una recta.

3. Utilizar el teorema del factor y el teorema del residuo para resolver
ecuaciones y factorizar funciones polinomiales,

4. Realizar divisiones utilizando la division sintética.
5. Calcular raices racionales por medio de la division sintética.

7.7 Introduccion

Aunque en los capitulos precedentes hemos estudiado muchas formas de
solucionar ecuaciones, en ningan caso hemos tratado ecuaciones de grado
mayor que dos. Existen formulas (muy complicadas por cierto) para la solu-
cién de ecuaciones de tercer y cuarto grado pero, como dijimos anteriormente,
estd demostrado que no es factible encontrar una f6rmula para obtener las
raices de una ecuacién de grado mayor que cuatro. En este capitulo desarro-
llaremos métodos que nos permitirdn, en algunos casos, resolver ecuaciones
de grado mayor que dos.

Ademas se hard también un estudio mds formal del concepto de polino-
mio. En todos los casos, salvo en los que se diga lo contrario, se presupone

. que estamos trabajando en el campo de los nimeros reales.

7.2 Polinomios

Un polinomio es una expresién de la forma P(x) = a0 + ayx+ a3 2% + ...
+ a,x",endondeap, a,...a,,ynesun entero no negativo.
De acuerdo a la definicién, son polinomios:

P (x) = 6x* + Tx—2
P (x) =2x+3

P; (x) =6

P, (x) 6x+ 3x°

Un polinomio como P; (x) = 6 se denomina polinomio constante.

136
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Por e;l contrario, las expresiones:
3x* + x7 +6
—6x2 + 4x + 8

no son polinomios, ya que en la primera expresién el exponente (%) no per-
tenece a los enteros, y en la segunda expresion el exponente —2 es negativo.
Sea p(x) = a0 + eix+ ...+ a,x", si p(x) = 0, entonces obtenemos

una ecuaciéon polin6mica,

g tarx+tmai+ ... +a,x"=0
Segtn lo anterior,

3x+ 2=0

52 —7x+4=0

6x* —3x* +x=0

son ecuaciones polindmicas.

7.3 Polinomios lineales (La recta)

Una expresioén de la forma p(x) = ae + a1 x es un polinomio de primer gra-
do. Grificamente, todo polinomio de primer grado representa una recta en
el plano cartesiano. Usualmente la expresion anterior se representa por:
y = m x + by aparece dibujada en la Figura 7.1 en donde el nimero b re-
presenta el corte con el eje Y (intersecto con y) y el nimero m se denomi-
na pendiente de la recta. : ,

\ v - y=mx-\i-b’

Figura 7.1 La recta.

b
Observe que la recta corta al eje X en el punto —— , y también que
m

b
x= — — es lasolucion de la ecuacibn mx+ b= 0
m
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La raiz de la ecuacion polinomial mx+ b = 0
representa el corte de la recta con el eje X.

La pendiente de una recta indica el grado de “inclinacién” de la recta, y
formalmente se define asi:
cambio en y Ay

m = pendiente = - =
cambio en x Ax

luego, la pendiente es la razén que existe en la recta entre Y y X. (Véase
Figura 7.2).

Figura 7.2 Pendiente de larectay =mux + b.

Es importante aclarar que el valor de la pendiente no depende de los pun-
tos que se consideren para su calculo.

SiPs (x1,y:1) y P (x2,y2),

Ay Yz — Y1
m= ——nn e e . .
A x X; — X1 (7.1)

Ejemplos: Calcule la pendiente de la recta que pasa por (2, 2) y (8, 6)

Y2 — M 6—2 4
m: = = —— 4
X2 — X1 3“2 1

Luego la pendiente es m = 4
En este caso, Py (2,2)y P. (3, 6)
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Si hubiéramos considerado P: (3, 6), P (2,2)
y2»—y1 2—6 —4
x —x 2—3 —1

Observe que el orden en que se formen los valores de P1 y P, no afec-
ta el valor de la pendiente.

= 4

m=

Formas de la ecuacién de una recta
a) Ecuacion punto-pendiente

La ecuacidén

y=yot m(x—x) (7.2)

en donde (x¢ , Yo ) es un punto por donde pasa la recta y m es la pendiente,
nos permite encontrar ficil y rdpidamente la ecuacién de una recta. La ecua-
cion anterior se denomina forma punto-pendiente.

Ejemplo 1
Calcule la ecuacién de la recta que pasa por (12, 6) y tiene pendiente 3.
En este caso,m = 3, xo = 12, y0 = 6

entonces, y = 6+ 3 (x—12)
y =6+ 3x— 36
y = 3x—30
Ejemplo 2

Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—3, 4) y (7, -12-).

Observe que aunque no nos dan la pendiente, podemos calcularla y luego
usar la ecuacién punto-pendiente para determinar la ecuacion de la recta.

m= T ‘ por (7.1)
X2 — X1t
_ 1 a_
- e 3
—3—17 —10
7
m= - —-—
20

1. Ahora utilizando el punto (—3, 4) como el punto P(xa, Yo ) entonces,
Y = Yot m(x—xo) por (7.2)
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7
= 4— — +
y 50 (x+ 3)

7 21
y =4——x —
20 20
7 59
y=— — X +—
20 20

b) Fcuacién pendiente-interseccion
Esta interseccion es con el eje Y.

En el ejemplo anterior y = 3x — 30, la pendiente es m = 3 y la intersec-
cién con el eje Y es b = —30.

Ejemplo 3

1 ,
Determinar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — -? y su corte con el
eje Y es 6. '

y=mx+bd C (7.3)

entonces:

= — 1 X+ 6
Y=73
Ejemplos de aplicacion

1. Un vendedor de perros calientes sabe que si vende cada uno a $150 ven-
derfa 180 perros, mientras que si los vende a $200 venderia tan s6lo 130
perros. Asumiendo que la ecuacioén de la demanda es lineal:

a) Determine la ecuacion de la demanda.
b) Calcule el ingreso al vender 1560 perros.

Solucidon

a) Consideremos cada punto de la recta de la forma (x, p)
luego P, (180, 150) y P, (130, 200), entonces
200 — 150 50

= = = —1
130 — 180 —50

150 —~ 1 (x— 180)
150 — x+ 180
—x+ 330

TR TS B
1



140 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

b) Como R = x p entonces:

R = x(—x+ 330)

R = 150 (—150 + 330)
R = 150 (180)

R = 27,000 pesos

2. Si diariamente el precio del doélar con respecto al peso aumenta $0.38
pesos, ¥ hoy se cotiza a $360 pesos

a) Encuentre la ecuacién que relaciona el precio del délar con respec-
to al tiempo, suponiendo que este cambio es lineal.

b) ¢Cudl sera el precio del dolar en 10 dias?

Solucién:
Consideramos cada punto de la recta de la forma (x, y), donde x representa
el tiempo en dias y ¥ el precio del délar.

a) En este caso, 0.38 representa la variacién del ddlar con respecto al tiem-
po, esto es, la pendiente; luego m = 0.38

Suponemos que el dia de hoy es el dia cero, luego conocerfamos el
punto P(0.360), por tanto,

= 360 + 0.38 (x—0)
y = 360+ 0.38x
b) En 10 dias el precio del dblar serd

y = 360+ 0.38(10)
y = 360+ 3.80
y = 363.80

7.4 Polinomios cuadréticos
Un polinomio cuadratico es una expresién de la forma
p(x)=y=ax*+ bx+ ¢ , cona+#0.

Graficamente, un polinomio cuadritico representa una pargbola.

Y 4

;orte cony

Cortes con
el eje x

N\ .
D

Vértice

Figura 7.3 La parédbola.
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Una parabola queda determinada graficamente cuando conocemos los
siguientes datos:

a) Hacia donde abre

b) Cortes con los ejes

¢) Ubicacion del vértice

a) Para determinar hacia donde abre la pardbola basta observar el signo del

coeficiente de x?. Si es positivo la pardbola abre hacia arriba, si es nega-
tivo abre hacia abajo;(véase Figura 7.4).

Y1

= X —x
y =ax2 4+ bx +c y=ax? +bx+c
Sia>0 sia<o

Figura 7.4 Gréfica de una parébola.

b) Para determinar si la pardbola corta el eje X debemos resolver la ecuacién
ax? + bx + ¢ = 0. Si la ecuacién tiene solucién, la pardbola corta al eje
X justamente en los puntos x que solucionan la ecuacion. Sila ecuacién
no tiene solucion, significa que la paridbola no corta al eje X; (véase Fi-
gura 7.5).

1 . ’
vy a>o0 | vt a>0 =
b2 — 4ac <0 | —4ac>0
|
|
: J
x | X
i
o e e mme - m wm e e e g - Jom o o v o e e e o - e o - o
v 1 I %
I
x | ) X
T
I
a<o | a<o0
— 4ac <0 I — 4ac >0

Figura 7.5 Situacién de la pardbolay =ax2 + bx +c para 830 vy b2 —dac 0.
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La paridbola siempre cortara al eje Y; para determinar el corte hacemos
x = 0 en P(x).
c) El vértice corresponde al valor midximo o minimo de la paribola y se en-
cuentra ubicado en el punto cuya abscisa es x =— —_ El valor correspoxi-
diente a y se encuentra remplazando este valor de%c en p(x); (véase Figu-

ra 7.6).
Y4 /

e
b

(-% (- D)

X

Figura 7.6 Vértice de una parabola.

Ejemplo 4

Grafique la ecuacion polindmica de segundo grado y = x? — 4x — 5.
Como 1 > 0 entonces la pardbola abre hacia arriba.
Dado que x? —4x—5= (x—5)(x+ 1)=0,

entonces x = 5, x =-1 son los cortes de las parabolas con el eje X.

b —4)
La abscisa del vértice es: x = -—5— = — (—2——) = 2,y por tanto la ordena-
a
daesy=(2)? —4(2)—5=4—8—5=—9
El corte con el eje Y se encuentra haciendo x = 0; en este caso y = —5.

Entonces la grafica de la paribola es:

(-1, o)\

T (2,-9)

Figura 7.7 y=x2_-4x -5
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75 Teoremas sobre ecuaciones polinémicas

En el Capitulo 7, al resolver la ecuacion x? + x+ 1 = 0 dijimos que ésta no
tenia solucién; efectivamente, la ecuacion si tiene solucién pero ésta no per-
tenece a los niimeros reales.

\/ 3 1
Observe que x = —Z—E , es solucion de p(x) = x? + x+ 1= 0, ya que

(VT - ()

Realmente todas las ecuaciones tienen solucidn, sélo que en algunos casos
ésta no es real, El siguiente teorema garantiza este hecho.

El teorema fundamental del dlgebra: A

Si p(x) es un polinomio, entonces la ecuaciéon
p(x) = 0 tiene por lo menos una raiz, bien sea (7.4)
real o compleja’® ‘

El teorema anterior nos habla de la existencia de las raices de una ecua-
cién polinémica, pero no nos dice la forma de hallar dichas raices. Los si-
guientes teoremas muestran algunos procedimientos que nos permiten calcu-
lar (cuando sea posible) las raices de una ecuacién polindémica p(x) = 0

Teorema: Algoritmo de la divisién.

Si p(x) es un polinomio de grado n = 1, y s(x)
es un polinomio de grado m, m < n, entonces (7.5)
existen polinomios Q(x) y R(x) tales que
P(x) = S(x) * Q(x) + R(x).

Los polinomios Q(x) y R(x), el cociente y el residuo respectivamente de
dividir P(x) entre S(x) se pueden obtener realizando simplemente el cociente.

El grado de Q(x)esn — m.

8 Omitimos la demostracién de este teorema, por ser de alta dificultad.
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Ejemplo 5
Calcule Q(x) y R(x) si ‘
P(x)=2x* —3x% +12x? —27x+ 16 y S(x)=x— 2
22 — 3%° + 1202 —27x+ 16 | x—2
—22% + 4x° 203 + 2 + 14x+ 1
x + 1222 —27x+ 16
-2 + 2x? '
14x? —27x+ 16
—14x? + 28x
x+ 16
—x+ 2
18
En este caso:
‘ Q(x)= 2x> + x* + 14x+ 1
R(x)= 18

Observe que el grado de Q(x) (=3) es el grado de P(x) (= 4) grado de
8(x) (=1).

Un caso especial del teorema anterior se da cuando R(x) 0; en este
caso P(x) = S(x) Q(x), donde decimos que P(.x) estd factonzando, S(x)y
Q(x) son los factores de P(x).

Ejemplo 6
Sea P(x) = 12x° + 33x* —2x+ 21y S(x) = x+ 3, entonces -
12 + 332 —2x+ 21 | x+3

—12 x — 362 12x? —3x+ 7
0 —8x* —2x+ 21
+3x% + 9x
0 Tx+ 21
—Tx—21
0 o0

Luego P(x) = Q(x) - S(x)
12x* + 33x? —2x+ 21 = (12x* —8x+ T)(x+ 3)
Por lo que (12x> — 3x+ 7) y (x+ 3)sonfactoresde 12x* + 38x% —2x+ 21.

Podemos concluir que si R(x) = 0, entonces P(ic) se puede factorizar co-
mo S(x) * Q(x) o, lo que es lo mismo, la division de P(x) entre S(x) es exacta.
Es por tanto til conocer el residuo de la divisién de P(x) entre S(x). El si-
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guiente teorema brinda una manera répida de conocer el residuo de P(x)
entre S(x) para cuando S(x) = x — a.

Teorema del residuo: Si P(x) es un polihomio
de grado n > 1, entonces el residuo R(x) al di- - (1.6)
vidir P(x) entre (x — a) es R(x) = P(a).

Ejemplo 7
Calcule el residuo al dividir P x) = 3x* + 5x— 28 entre S(x) = x— 3
R(x) = P(8)= 3(3)? + 5(3) —28 = 14,
luego el residuo es R(x) = 14
Ejemplo 8
Factorice P(x) = 3x® — x? + 20x + 288 de la forma P(x) = (x+ 4)+ Q(x)
Solucién '
Como P(—4)= 3(—4)® — (—4)* + 20 (—4) + 288
=0

entonces la division es exacta.

Veamos:

3x® — x* + 20x+ 288 x+ 4
—3x° — 122 - 8x* —13x+ 72
— 13 + 20x+ 288 D
1322 + 52x
72x+ 288
—72x— 288
0

luego . .
3x® —x* + 20x+ 288 = (x+ 4) (8x* —18x+ 72).

El siguiente teorema nos permite encontrar raices de ecuaciones polind-

micas, si conocemos factores del polinomio, o factorizar si conocemos las
raices.

Teorema del factor

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1, y si
x — a es un factor de P(x), entonces a, es una
raiz de P(x). Ademas, si a es una raiz de P(x),
(x — a) es un factor de P(x).

amn
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Ejemplo 9
Como (x — 3) (x — 2) = x* —bx+ 6, entonces x = 3 y x = 2 son raices del
polinomio P(x) = x* —5x+ 6.

Ejemplo 10

Factorice P(x) si x = 2, x= 5 y x = —3 son las raices de P(x) = 0
Por el teorema del factor, luego

P(x) = (x—2)(x—5) (x+ 3)

Ejemplo 11
Halle las raices de P(x) = 0, si
P(x) = x(2x—5) (3 — 5x)

Para poder utilizar el teorema cada factor debe expresarse de la forma x —a,
por lo que

x=x—0

_ 5
2x—5=2 <x—-—2>
3
3—5x=-5 (x———5>

luego P(x) = —10(x— 0) <x—-:—> (x———g—)

b -3
Por tanto, las raices de P(x) son x = 0, x = 2 x= ? .

7.6 Divisién sintética

La divisién sintética es un procedimiento que simplifica la divisién de un po-
linomio p(x) entre una expresion de la forma S(x) = x — a. Igual que en el
proceso corriente de la divisidn, con la divisién sintética es posible obtener el
cociente y el residuo, de tal forma que:

P(x) = S(x) - Q(x) + R(x)

El procedimiento es similar al de la division corriente con la diferencia de
que se trabaja inicamente con los coeficientes, lo cual facilita el proceso. Los
siguientes ejemplos muestran los pasos a segulr

Ejemplo 12
Divida P(x) = x° — 8x* + 14x® + 6x®> — Tx—11 entre S(x) = x— 8
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El procedimiento a seguir es:

1. Ordenar el polinomio P(x) en forma decreciente teniendo en cuenta los
exponentes,

2. Colocar tnicamente los coeficientes con sus respectivos signos en el divi-
dendo y el valor de a en el divisor, segiin la siguiente disposicién:

Renglonl 1 -8 14 +6 -1 —11 3
Renglén 2 ;

Relgén 3 1

3. El primer coeficiente del renglén 1 (1 en este caso), es siempre el primer
namero del renglén 3.

4. El primer niimero del renglén 3se multiplica por el divisor y el producto
se coloca en el renglén 2, debajo del segundo coeficiente con el cual se
suma algebraicamente obteniéndose asf el segundo niimero del tercer

renglén.

5. Este proceso se repite hasta abtener el Gltimo nitmero del tercer renglén,
asi: '
Renglonl 1 —8 14 +6 -7 -11 - 8
Renglén 2 ‘ 3 -—15 —3 9 6
Renglon3 1 —5 —1 3 +2 -5

El dltimo ntimero del renglén 3 en este caso —b, es el reéiduo'de'la divi-
sibén. :

Los otros niimeros del renglén 3 corresponden a los coeficientes del co-
ciente, cuyo grado serd uno menos que el grado de P(x),

Por tanto

Q(x)= x* —5x® —x* + 3x+ 2
y R(x)= -5
Ejemplo 13

Divida P(x) = 2x° + 6x° — 3a® + 12x? — 7x+ 8 entre S(x) = x + 2

En este caso:
2 6 0 —3 12 -1 8 I -2

El cero del renglén 1, es el coeficiente del término 2* que no ests expli-
cito en P(x);
comox+ 2=x—(—2),—2=aq

2 6 0 —3 12 -7 8 —2
| 4 -4 8 —10 -4 -22 [

2 2 —4 5 2 11 —14
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luego Q(x) = 2x° + 2a* — 4x® + 5x% + 2x+ 11
y el residuo R(x) = —14

7.7 Raices racionales

Sea P(x) = <x — z—) (x - %—) (x+ 1). (Por el teorema del factqr x = —Z— ,
x= ’ x = —1 son las raices de P(x).

Solucionando el producto:

P(x)= x® — fo%c’ —5—1— + .1%
Observe que el términol—%—, es el producto de—g— —%— 1

Ahora escribimos P(x) con coef1c1entes enteros, (en este caso multlpll-
cando por 10).

1
P(x) =Ia(10x3 —T7x* —14x+ 3)

3 1 . -
Los nimeros —2— s —g y —1, se pueden obtener como cocientes de los fac-

tores de a, entre los factores de a,,, asi:
Factores de ap =

Factoresde q, =

Tenga en cuenta que g, es el término independiente y a,, es e1 coeficien-
te del término con el mayor exponente.
Las raices de P(x) pueden obtenerse de esta manera.
Lo anterior puede generalizarse mediante el siguiente teorema:

Teorema
SiP(x)=ao + ayx+ a,x* + ...+ a,x" es
un polinomio con coeficientes enteros, y si (7.8)

Pp/q es una raiz racional de P{x) = 0, entonces
p es un factor de ap y q es un factor de q,,.
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El teorema anterior no garantiza la existencia de raices racionales. De hecho,
no todos los polinomios tienen raices racionales, por ejemplo, la raiz de x> +
3x+ 1=0,es

~3*VE A
— que corresponde a un niimero irracional.

2 3
Por otra parte, las raices de 20x? + 7x— 6 = 0 son 5 y—z » que satisfa-

cen las condiciones del teorema;estoes; 3 y 2 son factores de 6, vy by4 son
factores de 20.

En los ejemplos aplicaremos el teorema para obtener las raices racmn'a.les
de un polinomio siempre y cuando éstas existan.

Corolario

SiP(x)=a t ayx+ ...+ a,x" ya, =1,
entonces las raices raclonales de P(x) = 0 son
enteros y dichas rafces son factores de ao .

Ejemplo 14

Encuentre las raices de P(x) = 2x* + 11x® + 11x?> — 15x— 9.
Hallando respectivamente los factores de 9 y 2,

Factoresde9 = {t 1, £3, ¢ 9}

Factoresde 2 = {1 1, +2 } , entonces las posibles raices son:
1 3, +9, 1 3 9
+ 'Y + Y + + ?1 + 2

Utilizaremos la divisién sintética para verificar cudles de las antério;es
son raices de P(x).

2 11 11 -156 -9 ‘ 1
2 13 24 9
2 13 24 9 0

Como el residuo es cero, entonces
P(x) = (x—1)(2x% + 18x* + 24x+ 9)
y x = 1 esuna de lasraices de P(x).

Es claro que un factor de Q(x) es también un factor de P(x), por tanto
una raiz de Q(x) es también una raiz de P(x). Utilizaremos entonces Q(x)
para obtener otras raices de P(x).
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Como Q(x) = 2x> + 18x* + 24x+ 9 tiene todos los coeficientes positi-
vos, ningin nimero positivo puede hacer Q(x) = 0; ésto es Q(x) no tiene rai-
ces positivas.

Continuando con el procedimiento tenemos ahora

2 13 24 9 -1
—2 —11 —13

2 11 13 —4
Como el residuo es —4 # 0, —1 no es raiz. Examinando un nuevo valor, te-
nemos, o _ ‘

2 13 24 9 -3

—6 —21 —9

2 7 3 0 |
Como el residuo es cero, entonces P(x) = (x — 1) (x+ 3) (2x* + Tx+ 3);
por tanto, x = —3 es también una rafz. Aunque podemos utilizar nueva-

mente la divisién sintética con el polinomio 2x? + 7x+ 3, por ser este cua-
dritico, usaremos la férmula para encontrar las raices, dado que éste es un
proceso mas rapido y sencillo.

Luego
—7+/49—4(2) (3)
x =
4
v o —T1VESE
4
x =—3

1

2

Con este ultimo célculo hemos encontrado todas las raices de P(x) que
son: ’ N
=1
=—3
= —3
1
X = -3 . )

Como x = —3 aparece dos veces, se llama raiz de multiplicidad 2.

Por lo anterior, debemos utilizar como regla continuar el procedimiento
de divisién sintética con una misma raiz, hasta que el residuo sea diferente
de cero.

8K 8 R

Ejemplo 15

Halle las rafces de P(x) = x* — x* —6x? + 4x+ 8 como a, = 1, por el
corolario las raices de P(x) deben ser enteros y ademds factores de 8. Por
tanto las posibles raicesson+ 1,+ 2,+ 4y = 8.
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Utilizando el procedimiento de division sintética con x = 2 fenemos:

1 ~1 —6 4 4+ 8 2
2 2 —8 — 8 -
1 1 —4 —4 0 ’
Luego x = 2 es una rafz y P(x) = (x — 2) (¥* + x? — 4x — 4). Conti-

nuando con el procedimiento, y teniendo en cuenta lo dicho anteriormente,
utilizaremos nuevamente a 2 como una posible raiz.

11 -4 —4 2
2 6 4 |
13 2 0

Por lo que x = 2 es nuevamente una raiz. Como el polinomio Q(x) = x?
+ 3x + 2 es cuadrético, utilizaremos la factorizacion para encontrar las otras
raices, asi: ’ ‘

x*+ 8x+ 2= (x+ 1) (x+ 2) por lo que las raices de P(x) son:

x = 2 de multiplicidad 2
x =-—1
x =2

7.8 Resumen
Recuerde que:

1. Un polinomio es una expresién de la forma P(x) = ao + a1 X+ a2 x?
+ ...+ a,x" endondeao,ai,a,...a, ERyneN

2. La pendiente m de una recta es:

Ay Y2 ™M
m = =
A x X, — X,

3. Las formas de la ecuacion de una recta son:
y =y, Tt m(x—ux) Punto-pendiente
Y =mx+ b Pendiente-interseccién

b
4, y=ax? + bx+ c,eslaecuacionde una paribola, con vérticeenx = — ~—

2a
b i\/b! —4ac

y cortesen x, x = — % ,yeny,y=c.

5. Si P(x) es un polinomio, al dividirlo entre otro polinomioS(x), obtene-
mos polinomios @(x) y R(x), tal que:

P(x) = S(x) * Q(x)+ R(x), en donde Q(x): cociente y R(x): residuo




162 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

6.

Teorema del residuo.

Si S(x) = x — a, P(a) es el residuo al dividir P(x) entre S(x).
Teorema del factor.

Si P(x) = Q(x) * (x— a) entonces x = a es raiz de P(x) =

SiP(x)=a, + ayx+ a,2* + ...+ ag,x" tiene rafces ra.cxonales-"i enton-
ces P es factordea, y q es factor dea,. 1

7.9 Ejercicios y problemas

. Trace la recta que pasa por el siguiente par de puntos y determine sus

pendientes:
a) (—3,—4)y(1,4)

1 2
k) (?’ °> y (‘é‘ "‘)
(2 (52
c) 3 2/)7 3 2

3
d) (o, 5)y(—g, 1)

. Determine la ecuacién de la recta, dadas las siguientes condiciones:

a) Pasa por (%, —3) ym = —2
2
b) Pasapor(—2,4)y m = —-g
3
¢) Pasapor(0, 83) y m =4—
. 1
d) Pasa porel origeny m ’-=-§-

. Trace las gréficas de las siguientes funciones:

a) x -1—
4 3

b) y=—2x+5
c) 3x+ 3y=4

x+y
6

d) =-3



POLINOMIOS Y FUNCIONES POLINOMIALES 1563

) 22— By =~
e) 2x—5by=—
Y=3

f) y=5

. Para las rectas que satisfacen las condiciones dadas, encuentre el corte
con los ejes: :

a) Pasapor(3,4)y (—-3, -;—)

b) P <-—6 3) m——-i
) Pasa por T3 y -

¢) Pasapor(3,1)ym=20
d) Pasa por (9, —5) y tiene la misma pendiente de la recta 3x + y=1

. Resolver los siguientes problemas

a) Una fébrica de relojes produce 150 umdades a un costo total de
$750,000 y 250 a un costo total de $1,125,000; suponiendo que la
ecuacién de costo es lineal, encuentre cudnto vale producir 200 relo-
jes. .

b) A un precio de $17,500 kilo, la demanda de cierto articulo es de 450
kilos, mientras que a un precio de $15,000 la demanda es de 500 ki-
los. Suponiendo que la demanda es lineal, 1) encuentre la ecuacion
de la demanda, 2) el niimero de kilos demandados a un precio de
$19,000.

c) Debido a un aumento en el costo de la materia prima, una fibnca 8¢,
vio precisada a aumentar el precio de sus articulos de $2;250 a $2,600,
lo que hizo disminuir las ventas de 400 a 280 articulos. Suponiendo
que la demanda es lineal, ;jcuintos artfculos venderd si dec1de fuar
un nuevo precio de $3,000?

d) Un fabricante puede ofrecer 200 vestldos al mes a un precio de
$35,000 cada uno y a este precio son demandados 250 vestidos. A
$40,000 cada vestido puede ofrecer 50 vestidos mds, pero su deman-
da se reduce en 15 vestidos. 1) Encuentre las ecuaciones para la ofer-
ta y la demanda suponiendo que éstas son lineales, 2} ;en qué punto
la oferta y la demanda son iguales? 3) si el gobierno grava cada vesti-
do con un impuesto de $2,600, icudl es ahora el nuevo punto de
equilibrio?

. Grafique las siguientes funciones calculando para ello puntos de corte
con ejes, vértice y hacia donde abre la funcién.

a) y=-—«°
b) y=x2+5
c) 2y—x*+3=0
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d) (x—3y)*+ 6xy+ 5y =9y —1
e) y= 2

1. Para cada uno de los siguientes polinomios P(x) y S(x), encuentre Q(x) y
R(x) tal que P(x) = S(x) - Q(x) + R(x)
a) P(x)=2x"—2>+ 4x* + 6
S(x) = 8x* + 1
b) P(x) = 4x* + bx3+ 1

1
S(x) = —x—3
(%) T

c) P(x) = 9x% + 3x® + 2x* — 3
S(x) = 22 — 5
8. Utilizando el teorema del residuo calcule R(x) al dividir P(x) entre S(x)

a) P(x) = 4x* + 3x* + 2x*> + x+ 8

S(x)=x—4
b) P(x) = 3x> —x+ 1
Sx)=x+1

c) P(x) = x° —--;—xs +1

S(x)=x+ 3
9. Compruebe mediante la divisién sintética los residuos obtenidos en el an-
terior ejercicio.

10. Utilizando la divisién sintética y el teorema 7.5, encuentre la solucién de
los siguientes polinomios, cuando éstos tengan raices enteras y/o raciona-
les. '

a) 4x’ —6x* —10x—3=0
b) 22+ 8x* —11x—6=10
¢) 23+ 5x2 —x—1=0

d 22+ +22+x—1=0
e) 2x® —3x? —-3x+2=0
f) £+ a2 —8x+6=0
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CAPITULO 8

Inecuaciones_

OBJETIVOS

Al terminar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:
1. Resolver inecuaciones lineales.

2. Resolver inecuaciones de grado mayor o igual a dos.

3. Manejar correctamente intervalos de numeros reales.

8.1 Introduccién

En los dos capitulos anteriores nos ocupamos de la solueién de ecuaciones §
sistemas de ecuaciones de diferente grado mediante diversos métodos, En
este capitulo nos dedicaremos a las desigualdades y las inecuaciones, las pro-
piedades de las desigualdades, los diversos métodos de solucionar y escribir
las respuestas de las inecuaciones, y los intervalos de nimeros reales; agimis-
mo, se realizaran las demostraciones de una buena mayoria de las propieda-
des de las desigualdades.

El estudio de las desigualdades es importante, ya que temas de célculo
como el analisis de grificas y otros de matemaéticas como la programacion
lineal, necesitan el manejo claro y eficiente de las desigualdades e inecuacio-
nes. '

8.2 Propiedades fundamentales

Cuando estudiamos los nimeros reales en el Capftulo 3, presentamos el sub-
conjunto de los numeros reales positivos que cumple estas nnportantes pro-
piedades:

R9 Lasuma de dos nimeros reales positivos es un positivo.
R10 El producto de dos nimeros reales positivos es un positivo.

R11 (Ley de la tricotomia). Para cualquier nimero real a, es verdadera una,
y solamente una, de las siguientes proposiciones:

a) a es positivo
b)—ea es positivo
¢) & es cero
La siguiente definicién nos introducird al concepto de desigualdad. Deci-
mos que a es mayor que b, y escribiremos a > b, si a — b es positivo; ésto es,

156
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si a — b > 0. De manera similar, decimos que a es menor que b, y escribire-
mos a < b, si a — b es negativo; ésto es,a— b < 0.

La expresion a > b significa quea > b o quea = b.
Utilizando la definicién anterior podemos reescribir R11 asi:

R11 Para cada par de ntumeros reales @ y b es verdadera una, y solamente
una, de las proposiciones:

a<b,a=b,a>b

A continuacién enumeraremos algunas propiedades de las desigualdades,
que aclararemos mediante ejemplos. Dichas propiedades se enunciardn sélo
en términos de mayor que, pero es necesario aclarar que también se cumplen
para el caso menor que.

1. Propiedad transitiva

Sia, b y ¢ son niimeros reales tales que a> b y b > ¢, entonces a > c.
Demostracién:

Sia> byb> ¢, entonces

a—b>0yb—e>0, (pordeflmclon)

Iuego (a — b))+ (b—c) > 0 (por R9)

entonces a — ¢ > 0, luego

a > c (por definicién).

Ejemplos:

Como 156> 6y 6> 2 entonces 15 > 2

Como 8< 10y 10 < 25 entonces 8 < 25

2. Propiedad de la adicion

Sia, b y ¢ son nimeros reales, y sia > b, entoncesa+ ¢> b + ¢.
Demostracion: '

Sia > b, entonces

a— b > 0 (definicion), luegoa — b + (¢ —¢) > 0,

entoncesa+ c—(b+ ¢)> 0,porloquea+ ¢> b+ e.

Ejemplos:
Como 6 > 2,entonces6+ 3> 2+ 3
9 >56
Comol < —i , entonces i-— —1— <£——l
3 4 3 6 4 6
1 1
— < S
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3a. Producto por un niimero positivo

Si a, b y ¢ son niimeros reales tales que ¢ > b y ¢ > 0, entonces ac > bc;
ésto es, si una desigualdad se multiplica por un ntiimero positivo el sentido
de la desigualdad se mantiene.

Demostracién:

Sia > b, entonces a — b > 0 (por definicién)

luego como ¢ > 0, entonces (¢ — b) ¢ > 0 (por R10)
luego ac — be > 0 y ac > be (por definicién)

3b Producto por un niimero negativo

Si a, b y ¢ son n@imeros reales tales que @ > b y ¢ < 0, entonces ac < be;
ésto es, si una desigualdad se multiplica por un nimero negativo, el senti-
do de la desigualdad cambia.

La demostracion es similar a la del caso anterior.

Ejemplos:
Como 18 > 10, entonces
18X 4>10X 4

72 > 40

Como —3 < 1, entonces
—3(—2)>1(—2)
6 > —2
4, Sia, by cson niimeros reales tales que
a) a> byc>0,entonces
a b

—_— —
c c

Esto significa que si una desigualdad se divide por un nimero posrtlvo, el
sentido de la desigualdad se mantiene.
b) a> byc <0, entonces
a b

—_— L —
[ [«

En general si una desigualdad se divide por un niimero negativo, el sentido
de la desigualdad cambia.

Ejemplos:
Como 6> 4y 2 > 0, entonces
6 4
— > —
2 2
3 > 2
Como —1 > —3 y —4 < 0, entonces
1 3

+ = < +—
4 4
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5. Sia, b, c y d son nimeros reales tales qﬁé a>byc>d, entonces,
atc>b+ d. '

Ejemplos:
Como 3> 0y 5 > —1, entonces
3+5>0—1
8§ > -1

Como—4 < —2 y 6 < 10, entonces

—4+6 <—2+10

2 < '8

6. Siay b son nitmeros reales, a > b si, y solamente si, —a < —b.
Demostracion:
a > b,siysolamentesi,a—b >0
si, y solamente si, (a — b) (—1)< 0
si, y solamente si, —a+ b < 0
si, y solamente si, —a < —b
Ejemplos:
Como 5 > 3, entonces —5 < —3

Observe que en el ejemplo anterior es como si hubiéramos multiplicado
ambos lados de la desigualdad por—1 (véase Propiedad 3b).

7. Sia es un nimero real, a # 0, entonces a®> > 0.
Ejemplo 1
Como +/2 # 0, entonces (/2 )* > 0

2 >0

1 1\?
Como — —é- # 0, entonces -—E >0

1 >0
4
Observe que 0% = 0
1
8. Sia es un nGmero real, g > 0, entonces - >0.

Ejemplo 2

1 1
Como 4 > 0, entoncesz- > 0; como ——3— < 0, entonces —3< 0
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9. Si a y b son nimeros reales, entonces a *+ b > 0 si, y solamente si,
@>0yb>0)o0(a<0ybd<0).

Ejemplo 3
Como3>0y 8> 0,entonces3-8>0
Como —9 < 0y —10< 0, entonces (—9) (—10)> 0

10. 8i a y b son nimeros reales, entonces a * b < 0 si, y solamente si, (a > 0
yb<0)o(@a<0ybd>0).

Ejemplo 4

Como 7> 0y—12 <0, entonces 7 (—12) < 0

Como—2< 0y 15> 0, entonces (—2) 16 < 0

11. Siay b son niimeros reales y a + b, entonces a? + b? > 2 ab.
Demostracién:

Como a # b, entonces a — b # 0; luego, por'Ia Propie&ad 7; ('a' . b')":> 0,
pOl'loquea2 —2ab+ b* > 0ya® + b* > 2ab.

El resultado neto de estos teoremas es que las deﬁgunldades se compcr-
tan casi siempre como las igualdades. Podemos sumar los miembros corres-
pondientes de dos desigualdades del mismo sentido y obtendremos una de-
sigualdad verdadera. Podemos sumar (o restar) cantidades iguales a (o de)
ambos miembros de una desigualdad. Podemos multiplicar o dividir ambos
miembros de una desigualdad por un nimero positivo. La Gnica diferencia
en el comportamiento de las desigualdades, con respecto- a las igualdades,
es que cuando se multiplican o dividen por un namero negativo, tenemos
que cambiar el sentido de la deslgualdad

8.3 Intervalos de nGmeros reales

En muchas situaciones pricticas nos encontramos con desiéua_ldades, como
las siguientes:
x+b5<x—17 6 2x’—4x+ 9<0

A estas desigualdades las llamamos inecuaciones. En estos casos quere-
mos ‘“resolver” las inecuaciones; es decir, queremos encontrar los valores
de x que satisfagan las desigualdades. Dados los conjuntos {x/3x + 5 < x— 7}
y {x/2x> — 4x + 9 < 0}, queremos definirlos en una forma més sencilla
de manera que, de una sola vez, se pueda saber cudles son los elementos que
forman cada conjunto. Estos conjuntos han de ser subcon]untos de los na-
meros reales y generalmente consistirdn en mtervalos 0 en uniones de inter-
valos.

Un intervalo es un conjunto de nimeros reales A contmuacxén detalla
remos los diferentes intervalos con los que se trabaja usualmente en mate-
mdticas.
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Intervalo abierto

Si a y b son dos nameros reales con a < b, entonces el conjunto de todos
los nimeros reales mayores que a¢ y menores que b representan el intervalo
abierto de a a b que denotaremos por (a, b)', luego

‘ (@ b)={x€ER/a<x<b)
Gréficamente, al intervalo (a, b) lo representaremos asi:

Y o F o
Bl - -~
a b

Figura 8.1 Intervalo abierto,

Intervalo cerrado

Si a y b son dos niimeros reales, con a < b, definimos el intervalo cerrado de
aab como el conjunto de nimeros reales mayores o iguales que a y menores

o iguales que b.
El intervalo cerrado lo denotaremos as{: [a, b], por tanto

[a,b]= {xER |a< x< b}
Gréficamente, [a, b]

Figura 8.2 Intervaio cerrado.

Intervalo semiabierto
De manera similar, [a, b) se define asi:
[a,0)= {[xER Ja< x< b)
Gréficamente, [g, b)

- @ -
a b

Figura 8.3 [ntervalo abierto a la izquierda.

Igualmente, (@, 8] = {x€ER /a< x< b).
Grificamente,

- -O . 4 >
a b

Figurs 8.4 intervalo abierto a la derecha. -

¥ En algunos textos suele escribirse (g, b) como Ja, B[ .
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En todos los casos anteriores, los niimeros realesa 'y b sé denominan ex-
tremos del intervalo. :
Intervalos infinitos ,
Utilizando la notacién « para representar infinito, entonces
(a,x)= {x€ER [ x> a}
Griéficamente (a, «<)® N

P
2" e
a

Figura 8.5 Intervalo infinito a la derecha, abierto en a.

[, )= {xER /x,>ali__
Gréficamente, '

L
a

Figura 8.6 Intervalo infinito a la derecha, cerrado en a.

(—<,b)={x€R ] x< b)
Gréficamente, : o

=0

Figura 8.7 Intervalo infinito a la izquierda, sbierto en b,

(—x,b]l= (xER | x< b} B
Grificamente, o

o®

Figura 8.8 Intervalo infinito a la izquierda, cerradoen b, -

Nota: (—«,x)=R y (aa)=¢. » L
Como los intervalos son, como se dijo inicialmente, conjuntos de nameros

reales, las operaciones de intervalos son operaciones de conjuntos: unién, in-

terseccion, complemento, etc.

Ejemplos:

a) Halle [4,8)n[6,11).

PEn ning(in caso el extremo donde se coloca « § — « se debe cerrar.
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La solucién puede obtenerse ficilmente en forma grafica.

4 6 8 1"

Se han representado sobre un mismo grifico los dos intervalos con ‘‘tra-
zos” diferentes. Es claro que la interseccion es el intervalo conformado por
lineas de ambos trazos, luego

1 [4,8)n[6,11)= [6,8)
b) Halle [—5-, 5)Y {[4,6]1N[3,8)}
Resolveremos primero la operacién indicada enlas “Haves’ [4, 6] N [3, 8)

3 4 6 8

luego [4, 6] N [3, 8) = [3, 6]
entonces

1
[—5 51V [3,6]

La unién de estos intervalos correspondé todaala regién.sombreada.
En las siguientes secciones realizaremos mﬁs ejemplos que nos permi-
tiran manejar con facilidad los intervalos.

8.4 Inecuaciones lineales S
Son inecuaciones lineales todas aquellas de la forma ax+ b > cx+d
ax< b

; ax> bx+ c,
y en general todas las desigualdades donde la variable es lineal. -

Para resolverlas utilizamos las propiedades estudiadas antenormente
¥y procedemos como en los siguientes e]emplos

Ejemplo 5
Resuelva3x+ 5 < x—17.

Sumando —x en ambos miembros, obtenemos:
3x+ 5+ (—x)<x—T+ (—x)

2x + 5 < —17, sumando ahora (—5) en ambos miembros, obtenemos 2x < —12
Por la Propiedad 8a, podemos dividir ambos miembros entre 2y conclul.r
que x < —6.
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Como se procedi6 en el Capitulo 6, las propiedades de las desigualdades
brindan la posibilidad de mecanizar el procedimiento de solucién. En el
ejemplo anterior podriamos proceder asi:

3x+b<x—17

3x—x+ <7

2x+ 5 <—17

2x<—5—-17

2x < —12, (como 2 > 0)
12

x< — T ’

x<—6

La solucién en forma de intervalo serd ( — «, —6). Graficamente,

Ejemplo 6
Resuelva x+ 8 > bx—12
Procediendo como en el ejemplo anterior,
x—bx»—12—8 A
—4x > —20, (como —4 < 0, entonces

2< 22 (cambia el sentido de la desigaldad)

x< b
La respuesta en forma de intervalo serd (—«, 5} .
Gréficamente,

- el
5

Ejemplo 7
3x+ 5
2

En este caso, la anterior desigualdad se puede representar por las siguien-
tes desigualdades:

Resuelva —6<

< 4

3x+ b y 3x+ b

—6 <

< 4, luego

—-12< 3x+5 y 3x+5K8
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—12—-6<3x y 3x<8-—5

-17 < 3x y 8x<3

—1—7-<x y x<1
3

x>"1'73"7 y x<1

17
En forma de intervalo, la solucién corresponderd a ( — ?, « )N (—«, 1],
luego

1 | 1
X o

Por lo que la solucién final serd: (— ;—7 ,» 1]

Concluimos que el método para resolver inecuaciones es muy semejante
al empleado para resolver ecuaciones. Mediante las operaciones justificadas
en la seccién sobre Propiedades Fundamentales de este capitulo, converti-
mos la inecuacion dada en una serie de i mecuac:ones equlvalentes hasta ob-
tener la respuesta en la Gltima. :

Como una variacion de este tipo de problema, consideremos las inecua-
ciones lineales que comprenden valores absolutos.

8.5 Inecuaciones con valor absoluto

Inecuaciones de la forma | x | > a

Consideremos el caso particular | x | > 1. Esta desigualdad significa, geomé-
tricamente, que x estd a méds de una unidad del origen a la derecha o a la iz-
quierda, como aparece en la Figura 8.9.

FHHHHHHAHHHHAHHHHHHD } — VA
-1 o 1

Figura8.9 |x|>1.

Estoes,| x| > 1 implicaque x>1 o x<—1.
En general,

|x|>a implica x>a 6 x<—a (8.1)

Ejemplos:



INECUACIONES - 185
Resuelva:
1. l1x+5|>83 (por8.1),
lx+5|>3 implicaque x+5>8 6 x+"‘5<—3 7
luego x> —2 6 x<—8, '
Entonces, el conjunto solucién es (— « , —8)V (—2, «).

Gréaficamente, ‘ ;
-8 -2 A
x—2 1
2, > — .

3 ‘ 3 (por 8.1)

x—2 1 x—2 1 x—2 1

> impli 1 i

3 5 implica que 3 > 2 (¢] 3 < 2

luego 2x—4>3 6 2x—4<—3

1
Asi, x>— 6 x< i
2 2

Entonces, el conjunto solucién es (— « , %] Y [-;- 7).

Gréficamente,

A H A — QA A
1 7
2 2

3. |x+4|>—6 {por 8.1) _
jx+ 41> -6 implicaque x+ 4>—6 6 x+4<6
luego x> —10 6 x < 2. El conjunto soluciénes(— « , 2) ¥ (—10, <) = R.
Graficamente,

D s Y s

-10 2

Observe que para el caso en que a sea un nimero negativo, la solucién co-
rresponde a todos los reales. L
Inecuaciones de la forma | x | < a

Consideremos el caso particular | x | < 1. En:forma similar al caso anterior,
esta desigualdad significa, geométricamente, que x estd a menos de una uni-
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dad del origen, bien sea a la derecha 0 ala izqulerda, tal como aparece en la
Figura 8.10.

Figura 8.10 | x | <1,

Es decir, | x | < 1 implica que x>—1yx<loloqueeslomlsmo,
—1<x<1.

En general,

|x|<a implicaque —a<x<a ' - (8.2)

Ejemplos
Resuelva
1. 12x+7|<4
Por8.2,|2x+ 7|< 4 implicaque—4<2x+ 7< 4.

T 11 3
luego—11<2x<—3;asf,—_2_ <x<,--§- .

11 3
El conjunto solucién es | — <> T3
Grificamente,

1 3
- 2

2

x
2, | — -1
| 2 71< 6
Por 8.2

X
|5 —17I< 6 implica que —6<—;‘- -17<6
x
luego —6 + 17 < —2— < 6+ 17; asi,

. , ;
11 <—2— < 23 de donde 22 < x < 46. El intervalo solucién es [22, 46]
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Gréficamente,

SV W T T
22 46

Los siguientes ejemplos muestran algunas situaciones de mayor dificul-
tad que pueden presentarse con inecuaciones.

Ejemplo 8

Resuelva

[18—x1—12|<6

entonces —6<|3—x|—12<6,luego
—46<|{83—x|—12 y|3—x|—12<6
86<|83—x|yl3—x|<18
(3—x>663—x<—6)y -18<3—x<18
(—8>x6 9<x) y 21<—x<16 -
(x<—8 6 x>9) ¥y (x<21yx>-15.
(x<—36 x>9) vy (—16<x<21)
Gréficamente,
-3 9 ~15 L '

TPyHRTITPYPY RR—— Y e
—-15 -3 9 21

Luego la solucién es (—15,—3)V (9, 21)

Ejemplo 9

Resuelva
|x+11<|x—3]|

sea| x— 3| = a, luego
|x+ 1| < a, entonces
—a < x+ 1 <a,porloque
—|x—8|<x+1<|x—3],
—|x—8|<x+1yx+1<|x—3]|
jx—38|»—(x+1)y |lx—3|>x+1
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x—3z2—(x+1) x—3>»x+1
{ 6 y é

x—3<—;(x+ 1) .

x—-3<(x+ 1)
2x> 2 ‘ —-3>1

y ’ ‘ : 4 - . ;.“’ i
—3<1 2x<2 . . e s

Observemos que —3 < 1 es una desigualdad verdadera, lo cual sxgmi‘lca
que esta situacion se cumple para todos los reales R, y que —3 > 1 es'una de-
sigualdad falsa, lo cual significa que no se cumple para ningfin real; poresola
solucién parcial es ¢.

xz1 ¢
s} y "6 -
R x<1
RUx>1 N pUx<1
R N L x€1]

En forma de intervalo, (— « , 1] .
8.6 Inecuaciones de grado mayor o igual a dos
Consideremos la siguiente inecuacién: (x — :2)!(’:“:: +B5)>0.
Para solucionarla existen varios métodos que exphcaremos acontinuacién:

a) Método anal(tzco
Utilizando la Propiedad 9, obtenemos:

(x—2)(x+ 5)> 08, ysolamentesi, . . ... ..., .
[.x—2>0 'y x+6>0 -
6 o 2
x—2<0 y x+5<0
de donde:
x> 2 y x>-b
6
x< 2 y x<-5

¥ por consiguiente
[, )N (=5,x )]V [(~x,2)N (—«,—b) ]
de donde obtenemos la siguiente solucién. (Véase grifico).
(2, =)V (= —B) = (— &, ~B)U (2, = ).
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(—x,-B)u (2,x)

b) Método grdfico

Utilizando este método obtenemos aquellos valores en donde cada uno de
los factores que conforman la inecuacion es igual a cero. En la inecuaciéon
que nos ocupa, '

x—2 = 0O,entoncesx=2 -

x+ 5 0, entonces x = —5
y utilizamos la siguiente disposicién:

—b

Iy
L

x+5

x—2

x+5)(x—2)

en donde cada casilla debe llevar un mgno + o -), de muerdo con los vah\-
res que toma cada factor en los respectivos intervalps. - .

Como x + 5 toma valores positivos siempre que %.sea. mayor que —5.y
toma valores negativos cuando x sea menor gue —b, entonces

-5 2

x+5 - + o+

De manera similar completanios ia tabla parael faéfor x—Z, asl: | 5

—b 2

x—2 - - +

Realizando el producto de los signos en cada casilla obtenemos:
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-5 2
x+5 = + | +
x—2 - - « +
(x+5b)(x—2) + -

Luego la solucién es: (— =, —5) U (2, « )
¢) Método por intervalos

Observe que en la {ltima tabla del ejemplo anterior:
1. Lossignos en la solucién van intercalados.

2. El signo en cada intervalo (casilla) es el mismo; esto es, x+ 5 es siempre
negativo entre — « y —5, es siempre positivo entre —5 Y 2 y es siempre
positivo entre 2 y « , : v
Estas dos caracteristicas se cumplen en cualquier inecuacién, lo que nos

permite obtener la solucién de manera m4s corta y sencilla. En este caso uti-

lizamos la siguiente disposicién:

—b ' 2

(x—2)(x+5)

Para obtener el signo correspondiente a cada casilla, se toma arbitraria-
mente cualquier valor en cualquier intervalo (casilla) y se remplaza en la ine-
cuacién. El signo obtenido se escribe en el intervalo escogido y a partir de
éste, se intercalan los signos. ‘ R A v e

Tomemos por ejemplo en el intervalo: (=5, 2), el valor 0; al remplazar en
(x —2) (x + 5) obtenemos —10. Esto- quiere de¢ir que todo este intervalo es
negativo, luego el intervalo (— «, —5) es positivo y el intervalo (2, « ) tam-
bién es positivo. Gréficamente,

-5 2

(x=2) (x+5) + B I

Como queremos solucionar (x — 2) (x + 5) > 0, entonces la solucién es
el intervalo (unién de intervalos) en el que el signo es positivo; luego el con-
junto solucién es (— «, —5) U (2, « ).

Ejemplos
Resuelva

1. (x—6)(2x+ 3) (x——;-)< 0
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entonces
x—6 =0 si x=6
) 3
2+ 3=0 si x=——
2
1 1
x——=20 si X =—
2 2
luego
3 1 6
2 2

1
Al remplazar en la inecuacién x por cero obtenemos (—6) (3) (—,E- )=+9

Esto Asignifica que:

Por tanto la solucién es(— «, — —2— 1Y [—2-, 6].
(x—2)(1—x)

2x+ 5)

Como las leyes de los signos son iguales para el producto que para el co-
ciente, el método para resolver desigualdades que involucren cocientes es
exactamente igual al método para resolver desigualdades con productos, sal-
vo que se debe tener cuidado de excluir de la respuesta los valores que hagan

| es

=0

el denominador cero.
Entonces

x—2 =0, si «a=
1—x =0, si x-=
2x+5=0, si x-=

Luego, al remplazar x por cero, obtenemos

2
1
5

2

1
2
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5
Por tanto la solucion es: ( -, — ry ) W [1, 2]. Observe que hemos excluido

5
de la solucién — ? , dado que este valor hace cero al denominador.

3. (x—10)(x+ 33 (x—2)2>0
Reescribiendo la inecuacién obtenemos (x - 10) (x + 3) (x + 3)?
(x—2)*>0
para x # 2, x — 2 # 0 porlo que (x — 2)? > 0; demaneraslmllarpara::c=;e -3,
x+ 3+ 0 porlo que (x+ 3)* > 0, entonces -
(x=10) (x+3) (x+ 3 (x—2) 0
(x+ 8)* (x—2) (x+ 3)* (x—2)*

luego (x —10) (x+ 8) > 0, cuya solucién es —&, ~3]V [+ 10, = )V {2} .
Observe que se ha incluido 2 en la solucién ya que para x=2;(x—2) >0.

8.7 Resumen

Recuerde que:
1. Las desigualdades satisfacen las siguientes prop:edades.
a) Sia>byb> c,entoncesa> c
b) Sia> b, entoncesa+ ¢> b+ ¢, Ve
¢) Sia>byc>0,entoncesa-c>bre
d) Sia>byc<O0,entoncesac<b-c
e) Sia> byc> 0, entoncesaj/c> b/e
f) Sia> byc<0,entoncesa/ec < bjc
g) Sia>byc> d,entoncesa+ ¢c> b+ d
h) a-b>0s1,ysolamentesx,(a>0yb>0)6(a<0yb<0)
i) a- b<Osl,ysolamente51,(a<0yb>0)o(a>0yb<0)
j) Sia# 0, entoncesa® > 0.
2. Definimos los siguientes intervalos:

a) (a,b) = {x/a<x<b)
b) {a,b] = {x/fa<x<b)
¢) (@,b] = {xja<x<b)

d) [a,d) {xfa< x< b}
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e) (ag,=) = (x/x>a)
f) (—=,b) = {x/x<b)
g) —=,x)= R
h) (@g,a) = ¢

3. a) |x|<a, entonces —a< x<a
b) | x|>a, entonces x>a 6 x<-—a

8.8 Ejercicios y problemas
Resuelva las siguiente inecuaciones:
1. a) —2x—62>0

b) 3x+ 5> x+ T

¢) lx+1|1<4

d |2x+4|>9

e) |lx—3|<0-1

3
f) -2—x+ 2>x+3(x—9)

g) |—8x+6/<9
h) 9<x+9<7T

1
i) -2+ x<3x+ 5<E(x+18)
j) 14x—13|<5
1
2. a) (x+-é-)(x—8)>0

b) x2 —Bx+ 6<0
¢) x*+5x—1>5
(x+ 3)(x—6) (x+ 2)

d) (x—1)(x+9) 0
e) (x—2)% (x+ 5)¢ (x+3)<0
(x+5) @x+ 3)
b x(c+ 4) (3x+ 5)
5 1
;33 T =172
h 4 + 7 <-—1
) T x—1 x+ 4

i) 3x® —4x* —13x—6>0
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3. a) I3+ |x+2]|<5
b) 12—~ |x+3]|>8
€) |[x—2|<|x+ 6|
d) [2x+5|>|3x—8]
e) |x+2| + |2x+1|<15
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CAPITULO 9

Matrices

OBJETIVOS

Al terminar el presente capitulo el estudiante estard en capacidad de:

1. Aplicar correctamente las propiedades del dlgebra de matrices (suma y
producto) en la solucién de problemas.

2. Identificar correctamente los diferentes tipos de matrices.
3. Hallar el valor de un menor y el cofactor de una matriz.

4, Aplicar el método de Gauss-Jordan en la solucion de un sistema de ecua-
ciones lineales. '

9.1 Introduccién

El término matriz fue utilizado por primera vez por los matemdticos ingle-
ses Arthur Cayley (1821 - 1895) y James Sylvester (1814 - 1897) en el afio
de 1850, para distinguir las matrices de los determinantes. Cayley y Sylvester
convirtieron las matrices en importantes instrumentos en la soluc16n de pro-
blemas de las ciencias econémico-administrativas.

En este capftulo trabajaremos con matrices, sus propiedades y operacio-
nes, haciendo énfasis en las ‘“‘operaciones elementales” para facilitar el estu-
dio del método de reduccion de Gauss-Jordan.

9.2 Concepto de matriz

Podemos decir que una matriz es un arreglo rectangular de numeros dispues-
tos en filas y columnas. Consideremos los siguientes casos:

a) La tabla de posiciones en un torneo de fitbol.

PJ | PG| PP | PE | Puntos

Equipo A 3|13|0]0 6

Equipo B 312111410 4

Equipo C 3|112]0 2

175
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El arreglo

3 3
13 2
3 1

0 O 6
1 0 4
2 0 2

asi dispuesto, es una matriz.

b) El estado financiero de la cuenta del sefior Pérez durante 3 dias es:

RETIROS | CONSIGNACIONES | SALDO
Dfal | 80,000 o 220.000
Dfa2 | 100,000 140,000 260,000 -
Dfa 3 0 40,000 | 300,000
El arreglo .
80,000 0 | 220,000
100,000 140,000 . 260,000
0 40,000 300,000,

asf dispuesto, es también una matriz.

Definicién: Una matriz A de tamafio m X-n es un arreglo recta.ngular de naG-
meros, distribuidos en m filas y n columnas colocados entre paréntesis, asi:

r‘a“

ay

a;q

am1

e

Gy ay3
Q Qa3
a2 ai3

Am2 am3

. a”' i

.. Gg/
. .a;,-

.. a,,,,

.3 al,,'

. B2y

. Qmun

—

mXn

El elemento a;; estd localizado en la interseccion de la i-ésima fila y la
j-ésima columna; m X n representa el tamaiio (orden) de la matriz.
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Ejemplos

Sea la matriz B

—1 8§ 4
B = 3 5 0
2 -3 1

El elemento —3 est4 localizado en la fila 3, columna 2, por tanto —3 = a,,
El elemento 0 esté localizado en la fila 2, columna 3, por tanto 0 = a,;3

El tamafio de la matrizes 3 X 3

Esto significa que en la matriz B existen 3 filas y 3 columnas.

9.3 Operaciones con matrices

Suma de matrices

Si A y B son dos matrices de tamafio mXn tal que A = (a;;) y B = (b;;), en-
tonces la sumade A y B eslamatriz A + B = (a; + b;).

apt by Gt by et by,
A+ B=(a;;+ Bij)=| a3t byy  apnt by ... a3, + bay
Gyt by Gma T+ bna ... Qmn + bmn¢

Ejemplos

1. 5 2 —-11 0O
A= B:
| 3 4 2 8.

5+ (—11) 2+o]

A+ B =
[ 3+ 2 4+ 8
[ —6 2

A+ B =
| 5 12

2. 7 —V2 —3 k 1 3
E = 1 F= 1
4 2 -5 ]2X 3 5 2 4]J2X3

7+ k  —J2+1 o]
.9 1 —1J2x38

E+ F
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Observe que en los anteriores ejemplos se sumaron matrices de igual or-
den. La suma entre matrices de orden diferente no se puede realizar.
Propiedades de la suma de matrices

Sin entrar a demostrar ninguna, la suma de matrices cumple las siguientes
propiedades:

1. Propiedad conmutativa: Si A y B son matrices de tamano mXn, entonces
A+B=B+A4 ‘ , )

2. Propiedad asociativa: Si A, B, C son matrices de tamafio mX n, entonces
(A+B)y+C=A+ (B+ C)

3. Existencia del idéntico: Existe una matnz E de tamano mXn, tal que'
para toda matriz A de tamaifio mX n se cumple que

A+ E=E+ A=A

La matriz E se denomina matriz nula y es aqueila en la que todos sus
elementos son iguales a cero. Los siguientes ejemplos ilustran cada una de
las propiedades anteriores.

Sean
—4 5 0 8 3 1
A= B = C = 2
-2 1 3 —1 0 -—10
1. (—4+ 0 5+ 8 —4 137
A+ B= A+ B
—2+ 3 1—1 | 1 0
[0—4 8+ 5] —4 137
B+ A B+ A
[ 3—2 —1+1 | 1 0

Luego se cumple que A+ B= B+ A.

2. —4+0 5+8 3 1
(A+ B)+ C + 2

—2+3 1—1

—4 13 3 17 -1 —

= + 2 = 2
1 0 0 -10J 1 -10

-4 5 o+38 8+ 1
A+ (B+ Q)= + 2
-2 1 3+0 —1—10
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1
4 5 g 4 X
2 2
= + =
—2 1 3 -11 1 -—-10
3. Idéntica para la matriz M
3 -1 5
2
M=
1
0 4 —
3
3
— -1 5 0O 0 O 3 -1 5
2 2
M+ E= + = I=M
0 4 ! 0O 0 O 0 4 1
3 3

Producto por un escalar

Si A es una matriz de tamafio mx n, tal que A = (a;;) y k s un nimero real,
entonces: '

KA = (K a;)
k a, k012 kal3 P kaln
ka2] kazz kaz3 “ o kaz,,
ka,,,l kam2 kam3 c e kam,,
Ejemplo 1
1
0 4 ——
2
Sea B = 3 -—10 5 yseak = 2
-1 1 -1
entonces

o 2(-d)
2000  2(4) 5

kB=2B= .| 2(3) 2(—10) 2(5)
2(—-1) 2(1) 2(—1)
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0 8 -1
2B = 6 —20 10
-2 2 -2

Si a una matriz A de tamafio mXn, tal que 4 = (a;;) la multiplicamos por

—1, obtenemos la matriz —A = (—a;;).

Ejemplo 2

1 —4 -1
Si A=] 2 5 | entonces—A = -2

3 6 -3

Diferencia de matrices

Si A y B son matrices de tamafio mXn,entonces A — B = A + (- B)

Ejemplo 3
. 1
5 -2 —6 —
2
Sea A=| 4 3 y B= 0 7
1 ,
—_ -1 4 1
2
entonces
A—B=A+ (—B) =
[~ 3
5 —2 1 11 —_——
6 ? 2
4 3 ’ — 4
+ 0 —7 =
1 7
—_ —1 -~ -2
2 -4 -1 2
e P

Producto de matrices

Sea A una matriz de tamafio mXn y B una matriz de tamafio n X k, tal que
A= (a;)yB= (bij), entonces el producto de 4 y B, denotado por AB, es
una matriz C de tamafio mX k, en donde

n
C= (C,'j) con C‘.l. = b
r=1

= a;; bli+ a;, b2’z+ ...t Qi b;l}

Qi * &rj
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Ejemplo 4 -
0 —2 2 4 -1
Sea W= 2 -3 yU-= 1 0 2
1 0

Observe que el tamafio de W es 3 X 2 y el tamafio de U es 2 X 3, por lo
que el producto de W por U se puede realizar y el tamafio de la matriz pro-
ducto sera 3 X 3.

n €12 €13
WU = Cxn €22 Ca3
€3 C32 C33
Segln la definicién:
2
€y =2 ay, by=ay by toag; by
r=1
=02+ (=2)-1
=0 -2 = 2

Observe que el procedimiento antenor para obtener el elemento ¢y, (ele-
mento de la primera fila y primera columna de la matriz producto), es equi-
valente a multiplicar término a término los elementos de la primera fila de
W con la primera columna de U, y luego sumar dichos productos, as{:

——— - ——

058 N 4 -1 02+ (=2.pl |
bt e I T
2 -3 (x| o -—2f=| 5 i
- !
1 0 L

De manera similar el elemento ¢, de la matriz_ producto (elemento de la
primera fila, segunda columna), se obtiene al multiplicar término a término
la primera fila de W por la segunda columna de U y luego sumar dichos re-
sultados. asi:

S 1(0.4)+ (—2.0) |
-~ - — — —— —— —-—-I-— ——
2 /4 —-11_ T
[
1 0 1o\ =2 | |

Procediendo en forma aniloga para los demas elementos en la matnz pro-
ducto obtenemos: ,
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0 —2 (0.2)+ (—2.1) (0.4)+ (—2.0) (0.—1)+ (—2.—2)
2 —3 x[z 4 —1J= (2.2)+ (—38.1) (2.4)+(—8.0) (2—1)+(—3—2)
1 od L10-2 (1.2)+(0.1) (1.4)+(0.0) (1.—1)+(0.—2)
WU=| 1 8 4
2 4 —-1_]3Xx3
Ejemplo 5
2 0 0 4 1
Sea T = 1 -3 yS=1]1 -2 8|2x3
0 —1
—2 2 |axz2
En este caso,
(2.0) + (0.1) (2.4) + (0—2) (2.1) + (0.3)
TS = | (1.0) + (—3.1) (14) + (—3—2) (1.1) + (—3.3)
(0.0) + (—1.1) (0.4) + (-1—2)  (0.1) + (—1.3)
(—2.0y+ (2.1) (—2.4)+ (2—2) (—2.1)+ (2.3)
0 8 2
TS = | -3 10 -8
—1 2 -3

Ejemplo de aplicacién

Suponga que en una panaderia se elabora pan integral y francés, para lo cual
se utilizan los siguientes ingredientes: harina (H), levadura (L) y huevos (E).
La matriz A muestra las unidades de materia prima utilizadas en la elaboracién
de 50 panes de cada tipo.

H L E
A = 15 3 4 integral
10 2 6 | 2X 8 francés

Dicha panaderia tiene una sucursal en el sur y otra en el centro. La si-
guiente matriz B muestra los precios por unidad de materia prima en cada
sucursal. ‘
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S c

10 15 H
B = 8 10 L

25 3013x2 E

La matriz A - B de tamafio 2 X 2, representara los costos totales en ma-
teria prima para cada tipo de pan en cada sucursal.

[(15-1o)+ (3-8)+ (4:25)  (15:15)+ (3-10)+ (4~30)]
A'B= ‘ ' '
(10-10) +(2:8) + (6:25)  (10-15)+ (2-10) + (6*30)

S c
A-B = | 274 375 integral
266 350 |2 X 2 francés

Por tanto 50 panes integrales producidos en el sur tienen un costo de
$274 y en el centro de $375, mientras que 50 panes tipo francés se pro-
ducen a un costo de $266 en el sur y $350 en el centro. .

9.4 Tipos de matrices

A continuacién describiremos las clases de matrices que se utilizan con
mayor frecuencia. Al establecer esta clasificacién hemos tenido en cuenta
caracteristicas como el orden y la disposicién de sus elementos

Vector fila: Se denomina as{ a una matriz A de orden 1Xn y en forma
general se escribe:

A=[a;ya;;a;3614...a,,] 1Xn

Vector columna: Se denomina as{ a una matriz B de orden mX1ly en
forma general se escribe:

Ejemplos

=[-1 01 —1 0 1}; la matriz C corresponde al vector fila
de orden 1X6



184 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

=[6 —2 3]; la matriz A corresponde al vector fila de
orden 1X 3

—1 7
B= [ , 1a matriz B es el vector columna de orden 2X1
0 ‘

D=1 = , la matriz D es el vector columna de orden 38X 1

3
2_]
Matriz nula: aunque anteriormente ya la habiamos mencionado, una

matriz mXn donde todos sus elementos son iguales a cero se denomina ma-
triz nula. Esta matriz recibe también el nombre de matriz cero.

Ejemplo 6

0 0 0
B =
0 0 04 2x3

B se puede representar asi: B= 0

Matriz cuadrada: Se denomina asi aquella matnz donde el nimero de fi-
las es igual al nimero de columnas. ~

Ejemplo 7
1
_—— 3 0
2
—1 4 1

1 0 —3 .J 3X3

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada cuyos elementos d;; = 0, cuan-
do i es diferente de j; la notaremos asi:

~d,, o 0 0
0 dyp 0 0
D = 22 )
0 0 dy 0
0 o 0 o | n X n

Ejemplo 8 Sea la matriz B con los siguientes elementos:
F4 0 0 0

0 -1 0 o
B= 1
o 0o = 0
2
0 0 0 —3|4x4a

.
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Se dice que B es una matriz diagonal.

Matriz identidad: Es una matriz diagonal donde todos los elementos de
la diagonal son iguales a 1. La podemos representar por 1.
Ejemplo 9

1 0 o0
I = O 1 0 = I3x3
0 0 1

La matriz identidad I también recibe el nombre de matriz unidad.

Matriz triangular superior: Una matriz cuadrada en la que todos sus ele-
mentos por debajo de la diagonal principal son cero, se denomina matriz
triangular superior. De manera similar, es triangular inferior si todos los ele-
mentos por encima de la diagonal principal son cero. :

Matriz transpuesta: Sea A una matriz mXn, la transpuesta de A, que se
escribe A, es la matriz nXm que se obtiene al intercambiar los renglones y
las columnas de A, tal que los renglones de A pasan a ser las columnas de
A' y viceversa.

Ejemplo 10
7 4
A=l: 2 2] 1uegoA’=[
— 5 9J3x2

95 Método de Gauss

En esta parte del capitulo ilustraremos un método que permite entre otras
cosas encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones. El método consiste
en reducir la matriz original a una matriz equivalente, pero més sencilla. La
reduccién de la matriz original se lleva a cabo teniendo en cuenta ciertas pro-
piedades que cumplen las matrices, llamadas ‘“operaciones elementales’’.

W =3
N o
‘ |
oo wm
d
[
X
w

Operaciones elementales

Cuando sobre las filas de una matriz se realiza una de las siguientes operacio-
nes, la matriz obtenida es equivalente a la original.

Primera operacién: Intercambiar dos renglones de una matriz.

Segunda operacion: Multiplicar o dividir un renglén o fila por un ntimero di-
ferente de cero.

Tercera operacién: Sumar o restar a una fila un miltiplo de otra.

Ejemplo 11
—4 3 1 filal
Sea 2 -1 8 fila 2
1
— 0 1 fila 3
2
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Intercambiando la fila 1 con la fila 3 en A obtenemos la matriz A4, , equi-
valente a A.

i 0 1
A, = 2

2 -1 8

—4 3 1

Al multiplicar la fila 2 de A por 4, por ejemplo, obtenemos A4, , equiva-
lente a A.

1 1
—_ 0 1 ’ — 0 1
2 2
A, 4(2) 4—1) 48) | =4, = 8 —4 32
—4 3 1 —4 3 1
Sumando a la fila 3 el producto de la fila 2 por 5, obtenemos:
™~ 1 ' 1
S 0 1
2
Ay = 8 —4 32
1
- 1 5(2) 0+5(1) 1+5(8)
- 2 -
™1 -
— 0 1
2
A3 = 8 - 4 32
21
— —5 41
- 2 -

El procedimiento de eliminacion de Gauss, consiste en transformar una
matriz A de la forma

a, a,, A T :
@2 422 s zn | sz
2 | :
Qmn am Amn | Gn
mediante operaciones elementales, a una matriz de la forma

1 by bis ... b, |4

0 1 by ... I a,

0 0 1 ) | )

B=]: : : ) |



MATRICES 187

en donde la matriz B, tomada hasta la linea interrumpida, es una matriz

triangular superior que se obtiene por columnas, hallindose en cada columna,

en primer lugar el uno de la diagonal principal y luego los demas elementos.
Ejemplo: Reducir mediante Gauss la siguiente matriz.

2 1 -1 } -1 fila 1
A = 1 4 3 10 fila 2
—6 4 9 | 30 fila 3

Primero obtenemos el 1 de la primera columna. Observe que éste puede
ser obtenido de dos formas diferentes: dividiendo la primera fila entre 2 (se-
gunda operacién elemental) o intercambiando la primera fila con la segunda
(primera operacion elemental).

Utilizamos esta segunda opcidn por ser mas facil, dado que la primera op-
cién implica uso de fracciones. Por tanto, A es ahora:

1 4 3 | 10
A= 2 1 -1, =
-6 4 9 | 304

El siguiente paso serd obtener los correspondientes ceros de esta columna.
Utilizando la operacién elemental tres, multiplicando la fila uno por -2y
suméndola a la fila dos y multiplicando la fila uno por 6 y sumandola a la fi-
la tres, obtenemos:

1 4 3 | 10 .
[ 2+ 1(—2) 1+ 4(—2) —1+3(—2) | —-1+10(-2)}{
—6+ 1(6) 4+ 4(6) 9+ 3(6) | 30+ 10(6)
1 4 3 | 10
A= o -7 —7 | —21
0 28 27 - | 90 |

A continuacién, obtenemos el 1 de la diagonal principal en la segunda
columna, dividiendo la segunda fila entre —7, asi:

1 4 3 | 10
A= 0 1 1 | 3
0 28 27 | 90

Multiplicando por —28 la segunda fila y sumandola con la tercera, obte-
nemos el cero de esta segunda columna, asf:

1 4 3 ! 10
0 1 1 | 3
0 0 —1 I 6

Multiplicando la fila tres por —1 para obtener el 1 de la diagonal princi-
pal en la columna tres, obtenemos:
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1 4 3 | 10
0 1 1 } 3
0 0 1 | —6

Como esta Giltima matriz (hasta la linea mterrumplda) es una matriz trian-
gular superior, el proceso ha terminado.

En algunos casos el proceso exige que la matriz A sea reducida hasta una
matriz idéntica; en tal caso los ceros sobre la diagonal principal se obtienen
utilizando el proceso antes descrito. :

Ejemplos de aplicacion
1. Consideremos el siguiente sistema:
2x+y—2z=-—1
x+ 4y+ 32=10
—6x+ 4y + 92 = 30

La siguiente matriz

2 1 -1 | -1
1 4 3 | 10
—6 4 9 | 30]

representa al anterior sistema, en donde cada columna estd formada por los
coeficientes de cada una de las variables y la Gltima columna corresponde a
los términos independientes, (t. i.) asi:

x y ‘ L.
2 1 — K -—1
1 4 ! 10
—6 4 | 30

En el ejemplo anterior mostramos come, mediante las operaciones ele-
mentales, la matriz A se transforma en la matriz equivalente.

owkH N

x y 2 SERCEE T &% |

1 4 3 | 107
0 1 1 | 3
0 0 1 4 . -6

Esta matriz reducida nos permite encontrar fécilmente la solucién al sis-
tema, ya que ésta representa al sistema:

x+ 4y + 32 =10
y+ z =3
zZ =—6

Utilizando el método conocido como ‘‘solucién en reserva”, obtenemos:
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z = —6, luego
y+t (—6)=3 y=9
x + 49)+ 3(—6)=10; x = —8

2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el método de Gauss.

4x —y — 3z =1
8x +y -2z =5
2+ y + 2z =5

El anterior sistema origina la matriz
4 -1 —3 | -1 fila1l
B=1]8 1 —1 ' 5 fila 2
2 1 2 i 5 fila 3

Para hacer el primer elemento de la primera fila igual a 1, dividimos por
4 la primera fila.

1 3 | 1
1 —-_ - it
4 4 | 4
8 1 -1 | 5
2 1 2 | 5
i

Ahora para obtener ceros en el resto de la primera columna, sumamosala
segunda y tercera fila el producto de la primera fila por —8 y —2, respectiva-
mente as{:

p—

) _1 _3 | R
4 4 B 4
1 3\ | 1
s+ &) 1+ -8 () -1+ 8 (-7) ! 5+ -8 ()
1 -8\ " e 1\
L2+ (—2) (1) 1+ (-2) (_Z) 2+ (—2) (_Z) } 5+ (—2) (—Z) .
Resolviendo las operaciones, obtenemos:
, 1 _3 | 17
4 4 | 4
0 3 5 l 3
3 7 ' 9
0 — - l iry
n 2 2 | 2

Para obtener el 1 de la segunda fila segunda columna, dividimos la segun-
da fila entre 3, asi:
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) 1 3 | 1
4 4 : Y
0 1 5 | 1
3 |
3 7 [ 9
0 — — ——
i 2 2 | 2 |

Para obtener el cero de la segunda columna tercera fila, sumamos a la ter-

3
cera fila el producto de la segunda fila por — 7"

P -

) 1 _ 3 1
4 4 3

5

0 1 —

IS
poj o w

(P F(Fw (- ()

Resolviendo se obtiene:

1 3 . 17
1 —= - , —
4 4 | 4
0 1 3 | 1
3 |
0 0 1 | 3

Observe que el paso para originar el 1 de la tercera columna tercera fila
no es necesario, porque se obtuvo como consecuencia del paso anterior, lue-
go la solucién del sistema sera: /

1 3 _1
X ——y —— 2 =
17 T 4
5
+—2z =1
y 33
z =8

de donde se obtiene
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9.6

Si A es una matriz cuadrada de tamafio nX ny existe una matriz B de tamaﬁb
nXn tal que A B = B*A = I, entonces decimos que A es invertible?! y B se
llama la inversa de A.

Inversa de una matriz

Notaremos la inversa de A por A~!, asf:
AA'=A"1A=]

Ejemplo 12 Consideremos el siguiente par de matrices:
— 3 4 _‘l. +£
A - B 11 11
B 1 B 2 6
1 — +— +—
2 11 11
i 1 ‘ 8 6
—3 4 —3) | =} + 4\ —=
o (-2)rw(2) (L) @)
A'B = ] .
1 1 2 8 : 1
o(-5) (@) o) G)6E)
| 11 2/\11 ' 11/ 2/ \11
- 3 8 24 24
— 4+ S + —-
11 11 11 11
A‘B =
1 1 8 3
- 4+ - —_— 4+ ——
11 11 11 , 11
1 0
A‘B = [ ]
0 1

Verifique que B+ A también es [

]

Por lo anterior, afirmamos que B es la inversa de A. La sxguxente deﬁm—
cién nos permite encontrar A-!

2X 2.

Definicion:

Si A

2 Una matriz A invertible se denomina no singular.

(inversa de A) para una matriz A de tamafio

] entonces
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At = 1 [022 ';axz]
(@11a23—012G2;) | —62 ayy
Q22 . . 7 a2
G182, 04287 G11Gy — G128
Al =
_ a2 @y
6118220120621 . 811822 T 6420y 2% 2
Ejemplo 13 :
3 0
Sea A= s hall:arA‘l
1 2
1 [ 2 o]'
Al =
(3)(2) — (0) (1) —1 3
2 0
At o= X
6
-1 3
- 2 97
6 6
Al =
_1 3
| 6
1 oT
Al = 8
_1 1
| 6 2_

Para hallar la inversa de una matriz 3 X 3, utilizaremos el método de
Gauss de la siguiente manera: S ' ‘

an a12 a3
Sea A = ayq (/P93 ay3
as as; ai;
Para calcular A-! utilizamos la siguiente disposicion:
@ Gy, a3 l| 1 0 .0
G2, a2 a3 | 0 1 0
a3 a3, @33 b 0 0 1
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y mediante operaciones elementales la transformamos en

1 0 0 : b“ b12 b13
1 0 | by b2 b2
0 0 1 | by bis bas
de esta manera,
b bya bis
B = ba; ba, bas
b3 biy b33
es la inversa de A.
Fjemplos:
4 —1 2 ‘
Sea A= ]| —1 2 17 halle A-!
3 1 1 .
4 —1 2 | 1 0 0 filal .
—1 2 1 ] 0 1 0 fila2
3 1 1 ,1 0 0 1 fila 3

Intercambiando la segunda fila con la primera fila y multiplicando ésta
por —1, obtenemos.

1 -2 -1 1 0O —1 0
4 -1 2 I 1 0 o
3 1 1 ‘

Multiplicando por (—4) la primera y suméndola con la segunda y multi-
plicando la primera por (—3) y sumandola con la tercera.

1 -2 -1 | 0 =1 0
0 +7 +6 | +1 +4 0
+7 0 +3

0

1 -2 -1 { 0 —1 .0
6 1 4

0 I
O 7

0 7 4 | 0 3 1
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Multiplicando por 2 la segunda y suméindola con la primera y multipli-
cando la segunda por —7 y suméndola con la tercera.

5 | 2 1 ]
1 0 — — =
7 | 7 7 0
6
0 , &4y
7 | 7 7
0 0o -2 | -1 —1 1
Dividiendo entre —2 la tercera fila.
B 5 | 2
p o &2z 1]
7 | 7 7
6 1 4
0 1 — —_—  — 0
7 : 7 7
1 1 1
0 0 1 _— = ——
" | "2 2 2]
6

Multiplicando la tercera por — - y suméndola con la segunda y multi-
5 :

plicando la tercera por e y suméndola con la primera.

[ g
1 o o |1 _3 5
| 14 14 14
0 1 0 | .g. L 3
' 7 7 7
0 0 1 | 1 1 _1
L |2 2 2

L 3 57
14 14 14
A'l = —_2_ i +§—
7 7 K]
1 1 1
| 2 2 2 |

Ejemplo de aplicacién , '
Consideremos el siguiente sistema de ecuacionés:
4x —y + 22 = 6
—x+ 2y+ 2z =17
Ix+y+ 2z =11
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Si A= f—
o
7
11 |

el anterior sistema puede escribirse asi:

A+X = B, que se denomina la representacién matricial del sistema.

Si A es una matriz invertible, entonces A~' existe, y (A™'*B)X = A™'-B;
ésto es IX = A7 'B. Luego X = A~':B, lo que nos permitiri encontrar la
solucion del sistema.

En el ejercicio anterior obtuvimos la inversa de A.

y B

[ 1 3 5 ]
14 14 14
2 1 3
Al = | —— — + —
7 7 7
1 1 _ 1
. 2 2 2
Por tanto, como X = A~! B entonces,
[ 1 3 51 ‘6“
14 14 14
2 1 3
X = _ — + — 7
7 7 7
1 1 1
— _— — 11
. 2 2 2 | ]
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[

luego la solucién al sistemaes x= 2,y =4,z=1

9.7 Resumen

Recuerde que:

1.

2.

8.
9,

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros dispuestos en filas y
columnas.

El elemento g;; estd localizado en la interseccion de la i-ésima fila y j-8si-
ma columna. '
Una matriz se puede notar por A = (ay;).

Si A y B son dos matrices de tamafio mXn tal que A-= (a;;) y B= (b;)
entonces la sumade A y B es lamatriz A + B = (a; + by). o

La suma de matrices cumple las propiedades:

— Conmutativa A + B= B+ A.

— Asociativa(A+ B)+ C=A+ (B+ ().

— IdénticaA+ E=E+ A+ A.

Si A es una matriz de tamafio mXn tal que A = (a;;) y K es un nimero
real, entonces K- A = (K-a;;).

Para realizar el producto entre dos matrices A y B se debe cumplir que
el nimero de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B.

A+ B # B+A no cumple conmutativa,

(A+B)C = A(B-C) cumple asociativa.

9.8 Ejercicios y problemas

1.

a)

b)

Resuelva, si es posible, las siguientes operaciones indicadas.

et

2
3 —2 2z
= 5
+
1 4 3 6
| 2
B -2 6 8
3
—4 hd -5 -2
7 B
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[ 4 2 2 1
c) 2 + 3
3 1 0 3
4
- -
- -1
5
d) 4 + [3 2 1]
0 3 ]
B A 1 4
3
7
e) 8 - -
) 3
2 L 0 1
b 2-

2. Encuentre el producto de las matrices dadas.

a) [1 —3 2] [2}
1
5

1 !
© 4 1 [ 2 -3
c) 0 —2 1 4
| -7 3 -
5 2 1] [2 -1 4
d) -3 1 1 4 -3 1
L o 1 2] L1 2 1
1 0 0] 3 2
e) 0 1 o0 1 6
0 0 1]JL—4 5

3. Resuelva

2 1
a) Sea A= [ ] calcule A2 —TA + 71
3 5
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1 3 i
| calcule A* —1I
—1 5

a -—b c —d
c) A = v B =
b a d e
Calcule A+ By A*B ,
4. Exprese en forma matricial el sistema de ecuaciones lineales dado:
a) 2x—5y=-—8
x+3y—7=0
b) 8x—4y+ 42=3
x—2y+ z2z=0
4x+ by =4—122
¢c) x—=z2=0
2x—y =25

b) Sea A =[

5. Resuelva, usando el método de Gauss, los siguientes sistemas de ecuacio-
nes:

a) x+2y+32=6
3x+ y=5
2x+ 2y+z=4
b) —3x+ 22—8=10
x+ 4y+ 32=13 .
2x—y+7=0
¢) 2x—3y+ z=-—38
dx+ 2z2=0
—x+ 2y =2

6. Encuentre las inversas de las matrices dadas, si existen. Compruebe los ré-
sultados en las formulas AA~! = [,A' A=
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5 2
d)
[—3 4]
O
| -1 —2]
o o
)
Ky 0]
1 1
g) V2 V2
1 1
vz NG}
0 1
h)
_1 0

2
b) x+ 3y+ 42z = 16

6

1
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CAPITULO 1 0

Funciones

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1. Determinar cuindo una relacién es funcion.

2. Encontrar el dominio y el rango de una funcion.
3. Realizar operaciones con funciones.

4. Construir graficas de algunas funciones.

10.1 Introduccién

En muchas ocasiones el valor de determinada cantidad depende del valor
de otra; el ingreso, por ejemplo, depende del precio y de la cantidad de uni-
dades demandadas; el drea de un circulo depende del valor del radio, etc.
Estas relaciones y muchas otras mds, en las cuales una variable depende de
otra, se representan en.matematicas por medio de funciones.

El concepto moderno de funcién es el resultado del esfuerzo de muchos
matemadticos de los Siglos XVII y XVIII, quienes llegaron a la conclusién de
que distintos fenémenos de la vida real podfan representarse por ciertos mo-
delos mateméticos denominados funciones. Entre los matemdticos que mds
se destacaron en el trabajo de funciones est4 Leonard Euler (1707 - 1788),
a quien se debe la notacion y = f (x).

En este capitulo estudiaremos el concepto de funcién, la forma de repre-
sentar funciones por medio de graficas, sus propiedades y algunas funciones
especiales.

10.2 Producto cartesiano
SeaAd={1,2,8}) yB=|{a,b},las parejas ordenadas

(1, a), (1, b), (2, a), (2, D), (3, a), (3, b), son todas de la forma (x, ¥) en don-
dex€ Ayy€B,

El conjunto formado por todas las parejas de la forma (x, y), tal que
x€ Ayy € B, se denomina el producto cartesiano de A y By se nota A X B.
Esto es:

AXB={(x,¥)|x€EAAy€EB)
201



202 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS
Ejemplo 1

Sean M ll 24} ]\T_Ii E‘l
ean = 2, ’ y = 27 5

o 1 1 1 2
El producto cartesiano de M y N es M X N={ <-— s —->, <— “—'>,

(23 (=3 (2) (3]

Ejemplo 2
Sea S = {a, b, c} , entonces el producto cartesiano de S es:
Sx S = {(a,a),(a,b), (g, c), (b,0), (b, b), (b, ¢), (¢, a), (¢, b), (¢, ©) }.

10.3 Relaciones

En los capitulos anteriores hemos discutido las ecuaciones e inecuaciones en
dos variables x y y; hemos visto, ademas, cémo se relacionan entre si los va-
lores de x y y por medio de una condicién dada. Hasta ahora nuestro trabajo
se limito a situaciones tan sencillas como:

=3x + 5 ' y >4x + 9 v
y =2x* + 5x + 17 y>x2 +4x+ 6
x+ 2 =4 f'y‘=‘2x2 —3x+ 4
3x —y =5 x4+ y=20

en las cuales describimos la relacién entre x vy mediante una grifica conve-
niente en el plano. En este capitulo’ dlscutlremos este concepto de relacmn
desde un punto de vista mas general. Comenzaremos con algunos ejemplos.

Ejemplo 3

Consideremos el conjunto A = {0, 1, 4} y'el conjunto B= {0, 1, —1, 2, —2}
y r la relacidon “la raiz de”. Por medio de esta relacién podemos asociar los
elementos de A y B, de tal forma que a cada x que pertenece a A, le corres-
ponda un elemento de B definido como su raiz. . .

Simbélicamente, esta relacion la representaremos asf: r:x -+ x

Dicha relacidon también se puede representar.mediante un diagrama co-
mo el de la Figura 10.1. El conjunto A se denomina dommto de la relacién
y el conjunto B el rango?? de la relacién.

En esta relacion se asignan los pares ordenados (0, 0), 1, 1D, 1, 1),
(4, 2) y (4, —2), en donde los componentes de cada pareja son obtenidos
a partir de la ecuacién y = + \/x , siendo x un elemento del dominio de r.

2 Rango, recorrido e imagen generalmente representan lo mismo.
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L

Figura 10.1 La relaciény =x+/x.

Observe que el conjunto de las parejas ordenadas (0, 0), (1, 1), (1,—1),
(4, 2), (4, —2), es un subconjunto del producto cartesiano 4 X B.

Ejemplo 4

Sea R la relacién ser menor que ( < ) de los reales en los'reales, R: R -~ R,
definida por “x es menor que y”’. Esta relacién se define simbélicamente
por x < y. Algunos de los pares ordenados que la cumplen estaran represen-
tados en la Figura 10.2.

Figura 10.2 Larelacion x < y.

Algunas parejas de la relacién son: .
n= {(—2’ _1)1 (—_29 0)’ (-2, 1)’ (—2i 2)9 (_1’ 0): (‘—19 1)9 (—_1’ 2)7 (09 1),
0,2),1,2)...)

nuevamente, n€E R xR . :
Observando y analizando los ejemplos anteriores, podemos concluir que:
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Un subconjunto del producto cartesiano AXB
es una relacion r de A en B. Las parejas orde-
nadas de dicho subconjunto satisfacen la con-
dicién dada por r. El conjunto de todos los
primeros componentes de una relacion, que
pertenece a A, se llama dominio. El conjunto
de todos los segundos componentes de una
relacién, que pertenece a B, se llama rango.

Ejemplo 5

Sea t: E - F,donde E = {2, 3,4,5} y F= {3,6,7, 10}, definida por
“y divisible entre x’. El conjunto de las parejas ordenadas que cumplen la re-
lacion es: { (2, 6), (2, 10), (3, 3), (3, 6), (5, 10)} . La representacién grifica
de este conjunto es:

10

2 3 4 5 . E

Observando las parejas ordenadas, o el grafico de la relacién, podemos
determinar que el conjunto {2, 3, 5} constituye el dominio de ¢ ya que son és-
tos los elementos de E que cumplen la condicién establecida. En forma simi-
lar podemos determinar que el rango de la relacion ¢ es el conjunto {3, 6, 10}
elementos de F que cumplen la condicién.,

10.4 Funciones
Ejemplo 6

Sean X el conjunto de los nlimeros reales, Y el conjunto de los nimeros reales
no negativos y f la relacién “‘el cuadrado de”. Esto es, para x € X yy € Y,
la relacién f se define simbdlicamente por f: x > &%,y = x? o f(x) = x2.

Existen infinitas parejas que satisfacen esta relacién, por ejemplo (—4, 16),

1 1
<? , :), (3, 9) y en general todas aquellas de la forma (x, x* ). La Figura

10.3 lo ilustra.



FUNCIONES 205

Figura 10.3 La funciéony =x2.

Observe que en este caso la segunda componente de cada pareja se obtie-
ne elevando al cuadrado la primera componente. Podemos decir también que
cada elemento x del conjunto X ha sido transformado en x?, mediante la re-
gla establecida por la relacion, “y es el cuadrado de x”. Esta relacién tiene
una caracterfstica especial: cada elemento del conjunto X es transformado en
un tnico elemento del conjunto Y. Una relacién que cumple esta caracteris-
tica recibe el nombre de funcion.

Definicién: Una funcién es una relacion en la que todos los
elementos de un conjunto llamado dominio son transforma-
dos en un tnico elemento de un conjunto llamado rango.

Ejemplo 7
Sea f: A - B, la funcién definida por f(x) = x+ 1,con A = {1,2,3,4,5,6}
yB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} . En este caso:

fA1) =1+1=2
f(2) = 3
£(3) = 4
f(6) =1

En la Figura 10.4 aparece el diagrama que ilustra la situagion.
El conjunto A es el dominio de la funci6n. El conjunto B se denomina
el conjunto de llegada de la funcion.
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QO W0 ~NOOOE WN =

Figura 104 y=x + 1.

El conjunto {2, 3, 4, 5, 6, 7} es el rango de la funcibn, en este caso diferen-
te de B.

Ejemplo 8

Seag: R~ R* U (0} tal que g(x) = {x

En este caso:

g8(—2) =2/ =2
g(2) = 12/=2
g(o) = 10/=0
a,sia =20
gla) =lal= :
—a,sia <0
R g mrulo)
T —

s oo s @ Njo b w2 O

Figura 10.5 gix} =tx |.
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El dominio de g es el conjunto de los reales. Como | > 0, entonces el
rango de g es R* U {0} que coincide en este caso con el conjunto de llegada.
Una funcién donde el rango es igual al conjunto de llegada se denomina fun-
cion sobreyectiva.

Ejemplo 9
Sea h: R* R* talque h(x)= x* + 3
En este caso: h(1l) =1* + 3 =4
h(4) = 4> + 3 =19
h(12) = 12% + 3 = 147

El dominio de % es el conjunto de los reales positivos. Como el rango es
diferente del conjunto de llegada (véase Figura 10.6), entonces la funcién no
es sobreyectiva. Observe, en cambio que cada elemento del rango estd rela-
cionado con un Gnico elemento del dominio; una funcién como ésta se deno-
mina funcién inyectiva (uno a uno).

W OO b WN -

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Figura 10.6 h{x) =x2 + 3.

105 Gréfica de una funcion

En una funcién de la forma f: x > y, tal que f (x) = y, x se denomina la va-
riable independiente y a la variable y se le denomina dependiente.

Para realizar la grafica de una funcion construimos una tabla en donde se
muestran algunos valores de xy y. Para la construccién de la tabla asignamos
a la variable independiente algunos valores del dominio, y encontramos el co-
rrespondiente valor para y por medio de la definicién de la funcién. A conti-
nuaciéon ubicamos en el plano cartesiano las parejas de la forma (x, y); segin
el dominio de la funcién, dichos puntos se podran unir medlante un trazo
continuo.
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Ejemplo 10
Si f: R—=R*U {0} ,tal que f(x) = | x|, entonces

1 1
-3 | — -1 11213
o2l o 52 ]2
1
BEBHEBE

Localizando los puntos en el plano cartesiano, tenemos:

X

f(x)

Y

5--
4--
3--

[
-
:
T
”I_.. -+
-
~N
w
H
o

fx)= 1x1

Debido a que el rango es el conjunto de todos los reales positivos, fue po-
sible unir los puntos.

Ejemplo 11
Si g: R—R, tal que g(x) = —x?, entonces

&(x)

Al localizar los puntos en el plano, se tiene:
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v
t 3 } + t t + } } 4 + 4
-5 -4 -3 -2 - 1 3 4 5 X

+-1
+-2
1-3
4--4
+-5
4-5 ) gix) =—x2

Como el rango es el conjunto de los reales positivos, unimos los puntos.

Ejemplo 12
Si h: N— IN tal que h(x) = x, entonces:

«l1]2]s]als]|e]7]
w1 |2 |5 |4
Al localizar los puntos en el plano, se tiene:
Yl

10 1
94

84 .
74 o
6+ .

54 [

44 I’

3+ )

2T )

1T e

-
~T
w4
EN
(4]
0+
~
[}
© <+
x
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En este caso los puntos no se pueden unir dado que el dominio de la funcién
son solamente los niimeros naturales.

Ejemplo 13

Grafique f(x) =y = Vx+ 2

Empezaremos por establecer el dominio de la funcién. Esclaroque x+ 2 > 0,
luego el dominio de f es: Dy = [—2, ).

Tabulando,
1
x —2|-—2|0\——|1|2\3‘7
2
f(x)l ol 1 1.41|1.5s|1.71| 2 -|2.23‘ 3
Observe que a medida que crecen los valores de x, las imégenes crecen tam-
bién.
Y |
/‘ Y=vx+2
-3 -2 -1 T 2 3 4 5 x
Ejemplo 14 -
1

Grafi =y =
rafique f(x) =y 53

El dominio de esta funciénes: D= {x| xER A x# —3}

Observe que se debe excluir a —3 del dominio de la funcién ya que este
valor la indetermina.
Tabulando,

x |—7 |—4 |—3.5|-3.3 l—3.1|—2;9|—1.7‘|~2 i—l I 0 I 3 I 5
f(x)|—0.125| -1 |—2 |—3.33|—10 ‘ 10 |3.33| 1 |o.5 |o.33| 0.25|o‘.125

Observe:

— A medida que x toma valores cercanos a —3, los valores de y se hacen
cada vez més grandes (se alejan cada vez mis del eje X).

— A medida que x toma valores grandes, los valores de y son cada vez
mas pequefios aproximandose a cero.

Graficando,
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Rectas como x = —3y ¥ = 0 (eje X) a las que la grifica se acerca para
ciertos valores, se denominan asintotas de la grifica. x = —3 es una asinto-
ta vertical y y = O es una asintota horizontal.

Ejemplo 15 -
2 —1
Grafi =y =
rafique f(x) y * +1
El dominio de la funcién es Dy = {x| x€R A x+ —1|
Observe que algebraicamente (x* — 1) / (x + 1) = x — 1, entonces

flx)= x—1,conx# —1.
Luego la grafica serd una recta discontinua en x = —1.

y A

— =
2T b x + 1

4 1 L L L N i

L] L] L] ¥ L] ¥ ¥
—4 -3 -2 —1 /; 2 3 4 x
/ -

S )

+_4

4
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10.6 Algebra de funciones

Dos o mas funciones pueden combinarse para obtener nuevas funciones.
Dichas combinaciones se logran mediante las operaciones suma, dife-
rencia, producto, cociente y composicion de funciones, que se definen
asi:
1. Suma de funciones:
(f+ &) (x) = f(x) + &8(x)

2. Diferencia de funciones:

(f — 8) (%) = f(x) — g(x)
3. Producto de funciones:

(f+ 8) (%) = f(x) - g(x)
4. Cociente de funciones:

(flg)(x) = f(x)/g(x), &(x) # O

En cada una de las operaciones anteriores x estd tanto en el dominio de f
como en el dominio de g.

5. Composicion de funciones:

a) g compuesto f: (fo g) (x) = f(g(x)), endonde el dominio de (f o g)(x)
es el conjunto de las x tales que g(x) estd en el dominio de f.

b) f compuesto g: (g o )(x) = g(f(x)) en donde el dominio de (g o f)(x)
es el conjunto de las x tales que f(x) estd en el dominio de g.

Ejemplo 16

Sea f(x) = x* + 1y g(x) = x— b, halle
a) (f+8)2)

b) (g— N1

c) (f-8V2)

d) (—f) (a)
g

e) (fog)(x)

f) (gof)(—3)

Soluci6n:

a) (f+ &) (x) = f(x) + g(x)
(«* + 1)+ (x—5)

=x*+x—4
(f+e)@2) =22+2—-4=2
b) (g—1)(x) = &(x) —f(x)

= (x—5)—(a* + 1)



=x—5—x*—1
=-xl+x—6
E—NED=—(-1?*+ (-1)—6=—8
c) (f8)x) = f(x)-gx)
= (x*+ 1) (x—5)
x> —bx*+ x—5
(f8)(V2) = (V2 —5(2)* + V2—5
=2J2—-10+V2—-5
=3J2-15
f f(x)
a [ — =7
) < g) =@
x*+ 1
x—5
(5) -5
— ) (a) = , 8F5
g a—>5
e) (fog)(x) = f(g(x)
= f(x—5)
= (x—5)*+ 1=2a% —10x+ 26
f) (@of)(x) = g(f(x))

g(x* + 1)
(22 + 1)—5
€oNE3) = [(—3)* + 1] -5
o5
Ejemplo 17
1
Siendo f(x) = T Y g(x) = V/x+ 5, calcule

a) Dominio de f y dominio de g
1
b) f\—
X
¢) Dominio (g o f) (x)
a) <i) (# ~5)
4

Solucién:

a) Dominiodef={xlx€R A x#1)}

FUNCIONES 213
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Dominiodeg= {xIx€R A x+ 5> 0}

=[_5.s°°)
b 1 N 1 _ 1 _ x
)f—.;>_ 1 x—-1 x-—1
1—;— x
¢) Dominio de (g o f) (%) ={x!x€Dom f A f(x)€Dom g
=|x/x=#1A--1——+5>0
1—x
= (—oo 5 -
_( ’1)U[5’ )
1
d) <i>(x)— 1-x 1
g yz¥5 = (1—x) (V=F38)

N\ V@ =575
— (x — 5) =
( g) 1—(x* —5)

txi

6—x?

10.7 Funciones impfiicitas

Como definimos en el Capftulo 6, la demanda para un cierto articulo es una
ecuacién de la forma ap + bx = ¢, donde a, b y ¢ son constantes, que rela-
ciona el nimero de articulos vendidos y el precio a que éstos se venden.
Como el ingreso R, se define R = x p, entonces R se puede expresar en
términos de x, el nimero de unidades vendidas, o de p, el precio, asi:

R (x) =x<°"b") o

a
R(p) = (";"p)-p @)

Las ecuaciones anteriores expresan en forma explicita de qué variable de-
pende el ingreso; una funcién asf definida se denomina funcién explicita.
También son funciones explicitas: y(x) = 8x* + 2

s(t) 100 + 20t — 5¢2

1400 —p
w0 = (X

>'p—-3000’
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ya que en todos estos casos, cada una de las funciones se da explicitamente
en términos de una variable, x, t, p, respectivamente.
Sin embargo, no todas las funciones son explicitas. Ecuaciones como:

40x+ p = 1400
1
3xy—2x-3—+ \/y’: 0

x?+ y? =25

en las que ninguna esta en funcidn de una variable, se denominan funciones
implicitas.

En algunos casos, de una funcién implicita se pueden obtener las funcio-
nes explicitas correspondientes, asi:

p = 1400 — 40x = f(x)
De 40x+ p = 1400 1400 —p
x =t = f(p)
40
x=r—y =g(y)
x2+ y? =p2
y =rt—x? =gx)
Implicitas Explicitas

En otros, como por ejemplo en
3xy—2xé' +Vy=0

el despejar alguna de las variables es un proceso bastante complicado y, en‘al-
gunos casos, imposible, ' ‘ ‘

Sin embargo, existen procesos que permiten trabajar directamente con
las funciones implicitas (derivacién implicita, por ejemplo)??, sin tener que
obtener la funcién explicita. ,

108 Algunas funciones especiales

Funcién determinante

Si A es una matriz 2 X 2, tal que

entonces se define el determinante de A, det A, de la siguiente manera:

B yer derivacién implicita, pigina 268.
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detA = = Q) G — G2; 812

El determinante es una funcion que transforma una matriz cuadrada en un
namero real. )

Ejemplo 18

4 7
Si A = entonces
[ —2 5
4 7
detA = = (4:5)—(—2-7)
--2 5
= 20 + 14
= 34 ) au al2 013
Para el caso de una matriz 3X 3 A= ] ay Az, a3
ay ay, 613 Ga1 @32 @33
. sedefine det A = az 27 a23 =
as; a3z as3

= [(@y; 822 G33)F (a2 @32 G13)F (a3 612 623)] — [(831 022 a;3)t+(ayy a3; a23)

+(ay; a4z @33)]

Para facilitar el aprendizaje de la f6rmula anterior, existe un método co-
nocido con el nombre de regla de Sarrus, que consiste en repetir las dos pri-
meras filas (o las dos primeras columnas) debajo de la altima fila (o a conti-
nuacién de la Gltima columna) y proceder en forma similar al caso 2 X 2,
como se muestra a continuacién:

an 3] a3 1
det A = (/731 Gy, aq3
[ a3 a3 G33
an a2 /13
Q3 az; 423
e
detA = 031><032;<<‘133
0115012\ @13
Qs a2 Q23

= [(ay; Gy2 G23)* (Gay 633 @13) T (@3; @42 G23)]

— [(as; @2z G13) + (@11 832 G23) + (@21 Gy G33)]
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Ejemplo 19
[ —1 4 2
Ai A= 5 —2 3 entonces
|1 8 4
5 /—2’\\/:3 repitiendo las dos primeras filas
det A = 1«7 87 4
—-1-7 TS4z” 2
T T
= [(—1-—2-4)+ (5:8:2)+(1-4:8)] — [(1+—2:2)+(—1:8+3)+(5+4+4)]

(8+ 80+ 12)— (—4—24+ 80) = 100 — 52 = 48

Funcion parte entera

Se define la parte entera de un niimero real x, como el mayor entero que es
menor o igual a x. Se denota esta funcién por y = [x]

Ejemplo 20
[38] =3
[45] =4
[—1.9] = —2

La funcién parte entera se muestra en la Figura 10.7.
Tal como se observa en la grafica, la funcién parte entera es escalonada.

Y4
3-
2 —0
14 —0
' L & L '} I} P
-2 1 1 2 3 4 X
HB—1
*—0 4 -2
4 -3

Figura 10.7 Funcion parte enteray = [ x ]
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Funcién inversa

Sea f ={(x, ¥) / f(¥) = y}una funcién uno a uno, con dominio X y rango
Y. Una funcién g, con dominio Y y rango X se denomina la funcién inversa
def,si

flg@l=x V€Y, y
glf (x)]= x, VxEX.

Frecuentemente se representa g(x) por ! (x). De esta manera f{f~! (x}]= x

yItif(x))=x

Ejemplo 21

Si flx)=2x+8,  fl(x)= —’-‘-5—3——-

Veamos, f(8) = 2(8)+3=1€+3=19

19—3 16
-1 1 = =
f7(19) > 2 8

estoes f~! [f(8)]1=r"1(19)= 8.

31—3 28

Ahora, f-1(31) = 3 = 5= 14

t

f(14) 2(14)+ 3=28+ 3= 31
esto es fIf~! (31)] = f(14) = 31.

En general, f[7~ (2)] = f[ x;3 ] - 2( x; 3)+ 3

=(x—3)+3=x

1 _elpogs gle 2Xt8-38
A=) =f"{2x+ 3] 2

2x
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109 Resumen

Recuerde que:

1.
2.

AXB ={(x,y) | x€AA x€B}.

Una relacion r de A en B es un subconjunto de AXB con dominior CA 'y
rango r CB.

Una funcién f de A en B es una relacién en la que para cada elemento
x € A, existe un Gnico elemento y € B tal que f(x) = ¥, Dy = A y rango
de f CB.

Una funcién puede ser:

=' \ |

l ><

a) Inyectiva b) Sobreyectiva c) Biyectiva

Suma de funciones (f + &) (x) = f(x) + g(x)
Diferencia de funciones (f — &) (x) = f(x) — &(x)
Producto de funciones (f*8) (x) = f(x) - &(x)
Cociente de funciones (I—) (x)= 1—(1)- 1 8(x)#+ 0
g & (%) .
Composicién de funciones:
(fog) (x) = f&(x) f compuesto g(x)
gof)(x) = &f(x)) g compuesto f(x)

Si y = f(x), entonces tenemos una funcién explicita en términos de x,
ejemplo:

y=+x+ 1.

Si f(x,y) + M= 0, con M constante entonces tenemos una funcion
implicita.

Ejemplo 22

x2+y2=r2
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ay a2
Si A= se define el
| a2 a2
a1 ,‘112
det A = X = @y G — Gy Gy
-~
a;~ az;

La funcién parte entera se define como el mayor entero que es menor o
igual a x y se denota por y = [x].

10.10 Ejercicios y problemas

1.

Sean A = {—1,n,0} y B = {ab,c}

verifique que AXB # BXA

Dados los conjuntos E = {x| x es un nimero par} yH={x|lx>0
establezca la relacién R ‘‘ser miltiplo de” de E - H, determine el domi-
nio y el rango de R,,, y haga el diagrama de R,,. '

Sea X = (1, 2, 3, 4}; determine cudles de los siguientes diagramas co-
rresponden a una funcién y en aquellos casos diga qué clase de funcién
es.

a) b)
4 I ™ 4 b °
3} . . 3 F ]
2 . 2 F ]
1t 1 ¢ °
) L I 1 ) L i 2
1 2 3 1 2 3 4
c) - d)
4 4+ °
3 . * . . 3F .
2 2 F °
1 1F *
) ) ) L L 2 2 )




FUNCIONES 221

4. Determine si cada uno de los siguientes conjuntos de pares ordenados de-
fine una funcién y en tales casos especifique el dominio y el rango.
a) R, {(1,2)(2,1)(3,2)(5,—1) (1, 3)
b) R; = {(x,y)/x* + y* = 25}

¢) Ry = {(x,y)ENXN| y=x—38}
d R, = {(x,y)ERXE = ————
) R, (%,5) 'y V=1
5. Encuentre el dominio y el rango de las siguientes funciones:
5
a x) =
) (=) (x+ 2)(x—1)

b) flx) =1x21—2
x? —x+1

o) fl®) =——

1
d) flx) = 1— —
x

6. Grafique las siguientes funciones, estableciendo con anterioridad su domi-
nio y su rango.

xt 2

2x— 4

a) flx) =

1
b) f(x) = g —16
c) flx) =/xT—Bx+ 6

X
d = ———
) 1) = =T
7. Realice la grifica de las siguientes funciones para x € [—2, 3].
X
a) [ 2 ]
b) [2x]
c) [+ 1]
d) [8x—1]
8. Calcule el determinante de las siguientes matrices, si es posible.
3 8
a)
1
_...2 —_—
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5 0
b) 4 -2
3 1
7 2 4
1
c) -2 5 2
3 0 -1
3 1
5 )
d)
8 6
3 5
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CAPITULO 1 1

Funciones exponenciales

|

y logaritmicas

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capftulo el estudiante estard en capacidad de:
1. Manejar correctamente las propiedades de la funcién exponencial.

2. Resolver problemas de aplicacién en modelos de crecimiento y decreci-
miento exponencial.

3. U.tlhzar las propiedades de la funcién logaritmo en la solucién de ecua-
ciones.

11.1 Introduccién

La invencién de los logaritmos se debe al escocés John Neper (1550 1617).
quien, sin exponer los métodos empleados para llegar a ellos, revel su descu-
brimiento en su Logarithmorum Canonis Descriptio en 1614. Después de
su muerte, su hijo publico. su Mirifici Logartthmorum Canonis Constructivo
(1620), en donde desarrollé los procedimientos empleados por su padre.

John Neper llegb al descubrimiento de los logaritmos, buscando un méto-
do que le permitiera simplificar algunos cdlculos numéricos. Colaboré con
Henry Briggs (1561-1631), matemético inglés, en la realizacién de las prime-
ras tablas de logaritmos (llamados vulgares o de Bnggs y cuya base es el
némero 10), y que contenfan los logaritmos de los niimeros entre 1y 20,000.

El logaritmo, como se ver4, es la funci6n inversa de la funcién exponen-
cial, la cual se emplea en la solucién de muchos problemas de aplicacion
conocidos con el nombre de problemas de crecimiento y decrecimiento ex-
ponencial. En este capitulo nos ocuparemos pnnclpalmente de dlchas aph-
caciones.

3

11.2 Funci6én exponencial

Una funcién exponencial es una funcidén de la forma f(x) = ¢*,cona>0y
x en los reales. ‘ h
El dominio de esta funcién es el conjunto de los nimeros reales y su ran-
go el conjunto de los reales positivos.
Para tener una idea de la gréfica de la funcién exponenclal consxderemos
el caso en que a = 2.

f(x) = 2%, tabulando obtenemos
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—6 | —2 | = 1
o|2|a]old]1]2]s

0.015’0.25’ 0.5] 1 11.41 9 I 4 ' 8

X

f(x)

La gréfica de la funcién y = 2* aparece en la Figura 11.1

K
=y
-
N = = = = —_— - -
-
-

-5 -4 -3 -2 -1 1

+-2
+-3
-4

Figurs 11.1 Furdtibny=2%,

Esta grafica, cuyo comportamiento es similar para cualquier valor de a
positivo, tiene tres caracteristicas importantes:
— Es asintotica en el eje X
— Es creciente para todo valor de x.
— Cortaaleje Yenl.

Propiedades

Algunas de las propiedades de la funclbn exponencml se muestran en los
siguientes teoremas:

Teorema 1

Sia>0,b6>0yx y € R, entonces
a) aa =a "t
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b) (@) =
¢) (@ by =ab*
Las anteriores propiedades se ilustraron mediante ejemplos en el Capitulo 5.

Teorema 2
5 >1, |o¥>1parax>0
2 i a <lparax<0

b) Sia< a* <1lparax>0
) Sie 1’[a)‘>1para.7c<0

¢) Sia=1; a* = 1 paratodo x.
Véase Figura 11.2.

y 4 y 4 y |
—_ N 1T
X'L ;.4 X
a>1 8 <1 a=1

Figura 11.2 y =%,

Una consecuencia del Teorema 2 es la siguiente:

si a > 1, entonces la funcidn es creciente;
si @ < 1, entonces la funcién es decreciente.

Un caso particular de las funciones exponenciales es la funcion f(x) = Lok

llamada cominmente funcién exponencial, debido a su importancia.

Como e > 1,entonces por el Teorema 2 lagrificade la funcién f(x)= €*
es creciente, como se muestra en la Figura 11.3.

Ejemplo de aplicacion 1

Se depositan $10,000 en un banco que ofrece una tasa de interés del 24%
anual. Si el interés se capitaliza sélo una vez al afio, el saldo total al final
del afio serd de:

24 ¢ representa al nimero irracional 2.718281..., base de los logaritmos natm;ales.



226 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

y

_/ 0.1)

Figura 11.3 y =¢X

C, = 10,000 + 0.24(10,000) = 12,400

Esto es, si C pesos se invierten a una tasa del r% anual, al final del primer afi
se tiene un saldo total de:

cr
Ce=c*T00 = <1+100>

Si el interés se capitaliza 2 veces al afio, el interés pagadero semestra]
mente serd del 12%, pero. los intereses del primer semestre ganaron a su ve:
intereses en el segundo semestre, por tanto el saldo al finalizar el afio sera

¢, = 10,000 +-224 (10,000) + 024 [10 000 + 9:24 <1o,ooo>]=
2 2 2

Primer semestre : : ‘ Segundo semestre
11,200 + 0.12(11,200) = 11,200 + 1344 12, 544 "

reescribiendo C; obtenemos:

[10 ooo+%(1o,ood>] [1 +9_§$]
10,000 [1+9_§:‘::l [1+ O%"] = 10,000 <1+ 9.;:*.)

esto es,

r
C = <1+ 100 >2
2

Si el interés se pagara cuatro veces al afio (trunestralmente), el saldo al final
zar el afio sera:
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4
Cc, = 10,000 (1+ _‘%‘i>

La generalizacién de lo anterior nos permite concluir que para cualquier
capital C, a una tasa de interés del r% anual, capitalizado n veces al afio, ori-
gina un saldo final igual a:

r n
C, =¢C (1 + —_-100")

Asf, un capital inicial de $150,000 colocado a un interés del 18% anual
capitalizado mensualmente, generara al término del afo:

$150,000 (1 + 100(12) )

$150,000 (1.015)'? =
$150,000 (1.19562) = $179,343

Al transcurrir ¢ afios, el saldo final obtenido es:

r tn
C:=C <1+ 100n)

Asi, los $150,000 invertidos al 18% anual capitalizados trimestralmente, pro-
ducirdn al cabo de cinco afios:

18 >(5)(4)

= Fo—
C, = 150,000 <1 100(4)

C, = 150,000 (1 + 0.045)?°
C, = 361,757.10

Si el interés se capitalizara continuamente, el saldo total al final del afio
vendria dado por la expresion.

- r n n
= 4+ —_— . = —_
C; nl_’lmm> (1 100 n) Si hacemos & = 100 -

La expresion anterior se transforma en:

1\ Lk
C, = C lim (1+F)wo -

k= o0
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1 k X 28
C[lim <;+__> ]“”
Kk —» 00 k

luego el capital final obtenido al depositar C pesos invertidos al r% anual ca
/fritalizados continuamente viene dado por:

I
C, = C el®

Asfi, los $150,000 invertidos al 18% anual, capitalizados continuament
se convertirdn en:

_18_
C, = 150,000 (e) 190

150,000 (1.19722) = 179,583

Al cabo de t afios de capitalizar el interés continuamente, el saldo total a
invertir C pesos al r%: es:

¢, = ce™

En el ejemplo que estdbamos considerando, al cabo de 5 afios de capita
lizar continuamente, el capital total obtenido es,

C, = 150,000 () 1

C, = 368,940.46

Ejemplo de aplicacién 2

Otro caso prictico en el que las funciones de tipo exponencial desempeiia:
un papel importante es el siguiente:

Consideremos un cultivo de bacterias con una poblaciéon inicial di
100,000, que crece a una tasa del 16% cada hora. Al cabo de la primera hor:
la poblacion total sera:

P, = 100,000 + 100,000 - '11_3‘6 = 100,000 <1 + ‘1'%%)

P, = 116,000

Esto es, una poblacién de P individuos que crece a una tasa del r%en ur
tiempo ¢, (horas, meses, afios, etc.) tiene al cabo del primer periodo de tiem
po una poblacidén de:

r
P,=P(1+——
‘ < 1oo>

1
25 En capitulos posteriores mostraremos que lim 1+— k\=e
k —» o0
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En la segunda hora, la poblacién total sera:

16 16 16
P, = 100,000 (1 + 1—03>+ <1—05>[100’000 <1 + m)]

16 16
P,7)100,000 <1 + W)(l + T

2
P, = 100,000 (1 + ﬁ)

100
Por lo que al cabo de n horas, la poblacion total sera:
16 \n
= + —
P, = 100,000 <1 100)

luego, al cabo de n periodos de tiempo, una poblacién de p individuos, que
crece a una rata de r %, se convertird en:

P, =pP{1+-—)"
t = 100

En general, podemos decir que una cantidad @ que crece de acuerdo a
una ley de la forma
Q(t) = Qea*

experimenta un crecimiento exponencial, en este caso, Qo representa la can-
tidad inicial, a es la base de la funcién exponencial y k es una constante posi-
tiva. Como vimos un capital colocado a un interés con una determinada capi-
talizacién al crecimiento de ciertas poblaciones, son ejemplos de funciones
exponenciales. Por el contrario, una funcién de la forma

Q(t) = Qoa ¥

representa un decrecimiento exponencial. Ejemplos de esta situacién tienen
que ver con depreciacién de maquinaria, desintegracién de sustancias radiac-
tivas, etc.

Ejemplo 1
Cierta mdquina se deprecia de tal forma que su valor después de ¢ anos
viene dada por:
V(t) = 1,400,000 e~ °93¢
¢(Cuaél es el valor de dicha miquina después de 5. afios?
Solucion:
Parat =5
V(5) = 1,400,000¢ "
V(5) = 1,400,000 (0.8607)
V(5) = 1,213,800
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11.3 La funcién logaritmo

Un teorema de cidlculo (muy avanzado para el texto) establece que si un
funcidén es continua y siempre creciente (o siempre decreciente) entonce
tiene inversa. Por las gréficas de las Figuras 11.1 y 11.2 esclaroquef(x)=a
satisface las condiciones necesarias para tener su respectiva funcién inve
sa. Esta funcién inversa se denomina funcién logaritmo y se define de |
siguiente manera:

Definicion: Si @ > 0 y a # 1, entonces log, x = b si, y solamente si,
a® = x. -
log, x = b “se lee” logaritmo en base a de x igual a b.

Si f(x) = €%, esta funcién tiene también una inversa denominada funci6
logaritmo natural que se representa por In x, asi:
*=x581x>0
nef=x2 Vax

El grafico de la funcidén f(x) = In x se muestra en la Figura 11.4.

Y4

(1,0

Figura 11.4 Funcién logaritmo natural.

Como se observa en la figura anterior la funcién logaritmo natural es siemp:
creciente, corta al eje X en 1, tiene como dominio el conjunto de los reals
positivos y como codominio los nimeros reales, y es tal que Ine = 1.

Una forma de obtener este grifico es ‘‘reflejando” sobre larectay = x.
funcidén exponencial, tal como se indic6 que se obtema la inversa de una fu
cibn, véase Figura 11.5.
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e y=Inx

Figura 11.6 y =/n x, inversade y = e*.

11.4 Propiedades de los logaritmos

La funcién logaritmo cumple, entre otras, las siguientes propiedades, las cua-
les facilitan el trabajo, transformando ciertas operaciones en otras mads sim-
ples: ‘

1. El logaritmo de un producto:

In@-b)=Ilna+inbd

2. Ellogaritmo de un cociente:

1(“)—1 —inb
nb—na n

3. Ellogaritmo de una potencia:

lﬁa" =xlna

4. Ellogaritmo de una raiz:

’ln{'/_=<’%> Ina
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5. Cambio de base:

\ Inx *

log, x =

Ina

Las propiedades 1 y 2 transforman productos y cocientes en sumas y res
tas respectivamente. La Propiedad 3 expresa que el logaritmo de una poter
cia es igual al producto del exponente por el logaritmo de la base. Hacemo
notar que esta propiedad se aplica cuando el exponente corresponde a la vs
riable. Esto se ilustra a continuacién:

[Inx]" =In"x#ninx

Ejemplo 2
Resolver la siguiente ecuacién:
8 =15

Esta ecuaci6n es exponenéial, S?a ciue la mcogmta aﬁa‘reéé enel exponen
te. Aplicando logaritmo a ambos lados, se tiene:

n8 =115
xIn 8 = In 15 (por Propiedad 3)
In15
" In 8
_2.70805020
*= 2079441542 i}
x=1.30229
Ejemplo 3

Una poblacion inicial po estd creciendo de tal forma que al cabo de un tiem
po ¢, en horas, 3 po = po e*°%47, Hallar ¢.

Para solucionar la anterior ecuacion, d1v1d1mos ambos miembros de I
igualdad entre po, asi: :

3po _ po éomi t
Do Do
3= @004

26 Aunque las propiedades estin enunciadas para logaritmos naturales, éstas se cum
plen para los logaritmos en cualquier base.
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Aplicando logaritmo en ambos miembros se tiene,
In3= ln[e“o“’]

in3=0.04t Ine

In 3= 0.04t

_lr_zi =t t = 27.46 horas

0.04

Otras aplicaciones de la funcién logaritmo se verdn en capitulos posterio-

res, mds exactamente en el capitulo de aplicaciones de las derivadas: deriva-
cion logaritmica.

11.5 Resumen

Recuerde que:

1.

Una funcién exponencial es una funcién de la forma
f(x)=a*;cona>0yx€R

Un caso particular de la funcién exponencial es la funcién f(x) = ¢* don-
de e representa al nimero irracional 2.718281... y es la base de los loga-
ritmos naturales.

C,=C (1+ L )m

100n
donde
C : capital
r : interés anual
n : namero de veces al afio que se capitaliza el interés
t : nGmero de afios
Q(t) = Qo a**
donde
Qo : cantidad inicial
a : base de la funciéon exponencial
k : constante positiva
t : namero de afios

Sia>0ya+#1,entonces

log, x= b si, y solamente si, ¢’ = x
=lnxinversadey = &*

Las propiedades de los logaritmos son:

in(@-b) =lna+inbd

m(%\=ina—1Inbd
b

Ind* =xina
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InYa < >lna
n
_Inx
loge x =7~

InNf x#ninx

11.6 Ejercicios y problemas

. . ' SPLUE S
1. Utilice la calculadora y encuentre: e, e° e e % ez, €3 , e o4
e

2. Dibuje las curvas y = 3* e y = 5* en el mismo plano.
3. Dibuje la grafica de y = 2 * y compdrela con la grifica de y = 2*.
4. Realice las graficas de:

a) y=10+ ¢€*

b) y=¢ —5
c) y= 3
d) y=—be*
e) y=e *
f) y=e*
g) y=ef

5. Una suma de dinero se invierte a un cierto tipo de interés. Después de 15
afios el dinero se ha trlphcado Cué.l serd el saldo al fmal a los 20 afios,
si el interés Coe TN v

a) se capitaliza semestralmente
b) se capitaliza continuamente.
6. Cuando un banco ofrece un tipo anual de interés del r%y compone el

~~~~~~~

mayor que el r% del saldo al pHnCIpIO ‘del ano. El porcentaje anual en el
que crece el saldo durante un afio se suele llamar tipo efectivo de interés,
mientras que el tipo enunciado del r% se conoce como tipo nominal de
interés. Halle el tipo efectivo de interés si el tipo nommal es del 6%y el
interés se compone: + , e ‘

a) trimestralmente
b) continuamente e e

7. Estd previsto que dentro de t afios la poblacién.de qxetto pais serd.de
P(t) = 50 €%-°2* millones.

a) ¢Cual es la poblacién actual del pais?
b) ¢Cual sera la poblacién dentro de 30 afios?
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8. ;Cuénto dinero debe ser invertido hoy a un tipo anual del 7% compuesto

10.

11.

12,

13.

14.

15.

continuamente, para que dentro de 20 afios su valor sea de $1,800,000
pesos?

. El producto nacional bruto (PNB) de cierto pals era de cien mil millones

de pesos en 1975. Suponiendo que el PNB esté creciendo exponencial-
mente, ;cual serd el PNB en 1990?

La cantidad que queda de una muestrade una sustancia radiactiva después
de t afios viene dada por una funcién de la forma Q(f) = Qoe~%0!, Al
final de 5000 afios quedan 2000 gramos de sustancia. GCuantos gramos
habia inicialmente?

Un estudio estadistico indica que la fraccién de tostadores eléctricos
fabricados por cierta compaiifa que estan aun en condiciones de trabajo
despusés de t afios de uso, es aproximadamente de f(t) = e~ %%".

a) ;Qué fracciébn de tostadores puede esperarse que trabajen al cabo de
tres afnos?

b) ¢(Qué fraccién de tostadores puede esperarse que se descompongan
durante el tercer afio de uso? .

¢) ¢(Qué fraccion de tostadores puede esperarse que se descompongan
antes de un afio de uso?

Una vez que la publicidad inicial acerca de la aparicién de un nuevq libro
ha terminado, las ventas de la edicién de cubierta dura tienden a decrecer
exponencialmente. En el momento en que la publicidad fue interrum-
pida, cierto libro estaba experimentando ventas de 25,000 ejemplares por
mes. Un mes despues, las ventas del libro habian descendido a 10,000
por mes. ;Cudl sera la venta después de un mes mas? :

La produccién diaria de un empleado que ha estado en el traba]o t sema-
nas viene dada por una funcién de la forma Q(t) = 40 — Ae~** Inicial-
mente producia 20 unidades por dia, y después de una semana puede
produc1r 30 unidades diarias. ;Cudntas unidades producira por dia des-
pués de 3 semanas?

Los registros de salud piblica indican que ¢ semanas despues del brote de

una rara forma de gripe, aproximadamente f(t) = —é:—%ﬁ-mﬂes de
personas han adquirido la enfermedad.

a) ;Cudntas personas tenian la enfermedad inicialmente?

b) Cuantos habian adquirido la enfermedad pasadas tres semanas?

¢) Si la tendencia continia, ;jcuintas personas en total contraerdn la en-
fermedad?

Se estima que al cabo de t afios, la poblacién de cierto pais seié de

80 ‘
8+ 12 e—0.06t
a) ;Cudl es la poblacién actual?

P(t) = millones.
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16.

117.

18.

19.

b) ¢Cual serd la poblacién al cabo de 50 afios?
¢) ;Qué le sucedera a la poblacién con el paso de los afios?

Una epidemia se propaga a través de una comunidad de forma que ¢ se-
manas después de su brote, el nimero de personas que han sido infecta-
das viene dado por una funcién de la forma

fit) = 1+ CoF> donde B es el,nﬁmerolde miembros de la comunidad
que son susceptibles a la enfermedad.r Si -5-— dg los individuossusceptibles
estaban infectados al final de la primera semana; y al final de la cuarta,
—5—; ;qué fraccion de los residentes susceptibles hgfn’an sido infectados
al final de la octava semana? Tome B = 2000.

Aprenda como usar su calculadora para hallar logaritmos naturales. En
particular halle In 1, In 2, In e, ln 5, In ; y In €. ‘,Que sucede si trata

de hallar In 0 6 In —2? ;Por que"

Calcule la expresidon dada, sin usar tablas ni calculadora
a) Ineé’

b) Inve
C) eln 5
d) e2 In 3

e) e3ln 2~21Ins

1 B
n i (& ve)e =)
Resuelva en x la ecuacién dada:
a) 2= e006x

. 1
f) b= 3Inx-——2-lnx

1
g) lnx=§(ln 16+ 21n 2)
h) lnx=2({n3—1Inb)
l) 3x 2
j)

e
ekx

It
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k) et = p
) £@"*=e¢

El dinero depositado en cierto banco se duplica cada 10 afios. El banco
compone el interés continuamente. ;Qué tipo anual de interés ofrece el
banco?

Basados en la estimacién de que hay diez mil millones de acres de tierra
cultivable en nuestro plar:2ta y que cada acre puede producir suficiente
comida para alimentar a 4 personas, algunos demografos creen que la
Tierra puede soportar una poblaciéon de no mds de cuarenta mil millo-
nes de personas. La poblacién de la Tierra era aproximadamente de tres
mil millones en 1960 y de cuatro mil millones en 1975. Si la poblacién
de la Tierra estaba creciendo exponencialmente, ;cuidndo alcanzaria la
poblacién el 1imite teérico de cuarenta mil millones?

La vida promedio de una sustancia radiactiva es el tiempo que tarda en
desintegrarse un 50% de una muestra de la sustancia.

a) La cantidad restante después de t afios de cierta sustancia radiactiva

viene dada por una funcién de la forma Q(t) = Qo e~ %3, Halle la
vida promedio de la sustancia.

b) El radio se desintegra exponencialmente. Su vida promedio es de
1690 afios. ;Cudnto tardard una muestra de 50 gramos de radio en
reducirse a 5 gramos?

El matemdtico de una importante empresa editorial estima que si se dis-
tribuye x miles de ejemplares de regalo a los profesores, las ventas de un
nuevo texto de matematicas el primer afio serin aproximadamente de
f(x) = 20 — 15 e~ °2* miles de ejemplares. De acuerdo con esta estima-
cién, ;cudntos ejemplares debe enviar el editor para generar el primer
afio unas ventas de 12,000 ejemplares?

Un economista ha reunido los siguientes datos sobre el producto nacional
bruto (PNB) de cierto pafs:

Ao 1965 1975
PNB (en miles de millones) 100 180

Use esos datos para predecir el PNB en 1995 si el PNB estd creciendo:
a) linealmente
b) exponencialmente.

Referencias

Hoffmann, Laurence D. Cdlculo aplicado para administraciéon, economis, contaduria y

ciencias sociales. McGraw-Hill.

Swokowski. Algebra y trigonometria con geometria analitica. Tberoamérica.
Larson-Hostetler. Calculo y geometria analitica. McGraw-Hill.



CAPITULO 1 2

La derivada

OBJETIVOS ‘

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estard en capacidad de:
1. Resolver problemas que involucren el concepto de tasa de cambio.
2. Calcular el limite y verificar la continuidad de funciones.

3. Aplicar las reglas del dlgebra de derivadas para calcular la derivada de
cualquier tipo de funcién. ‘

4, Aplicar el concepto de derivada a la solucmn de problemas

12.1 Introduccién

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), filésofo y matemético alemdn,
e Isaac Newton (1642 - 1727), fisico, matemético y astrénomo inglés, son
considerados los pioneros de las ideas basicas del cdlculo diferencial.
Leibniz, quien trabajé en diversas ramas del saber, realiz6 su obra méds im-
portante en el desarrollo del cilculo infinitesimal (1676), cuyos conceptos
fundamentales expuso en Nuevo método para la determinacién de los mdxi-
mos y de los minimos. A Leibniz se debe el nombre de cdlculo diferen-
cial y la notacién dy/dx. Trabajando en forma independiente y basado en
el estudio del movimiento, Newton lleg6 al concepto de derivacién.

La idea central del cdlculo diferencial es la derivada, que puede conside-
rarse como una de las herramientas mds poderosas de la matemaética. En es-
te capitulo veremos el concepto de derivada, sus propiedades y- algunas de
sus primeras aplicaciones.

12.2 Raz6n de cambio

Iniciaremos este capitulo definiendo lo que se conoce como cambio o in-
cremento de una variable.

Definicién 1:
Sea y = f(x) una funcibn, con x, y x, un par de valores en el

dominio de f, de tal forma que f(x,) = y; y f(x;) = ¥,, en-
tonces:

239
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a) El cambio en el valor de x, al pasar de x, a x,, dado por
x, — Xx,, se denomina incremento de x, y se representa por
Ax?7.

Asi: Ax = x, — %,

b) El cambio en el valor de y, al pasar de ¥, a y,, dado por
¥, — ¥, se denomina incremento de y, y se representa por
Ay.

Asi: Ay =y, =y, = (%) — f(%,)

Ejemplo 1

La ecuacién c¢(x) = 50,000 + 1500x determina el costo al producir x unida-
des. ;Cuil es el aumento en los costos al incrementar la produccién de 700
a 900 unidades?

Solucién:
Ac = c(x;) —c(x,)
¢(900) — ¢(700)
[50,000 + 1500 (900)] — {50,000 + 1500 (700)}
= $300,000
El incremento en los costos es de $300,000.

Ejemplo 2
La siguiente ecuaci6én de demanda
40p = 5000 — 150x

relaciona el niimero de unidades vendidas, x, a un precio p.
Calcule el aumento en las ventas al incrementar el precio de $50 a $57,5C

Solucion:
Al escribir x como una funcién de p, obtenemos:

5000 — 40p

(p) = 150

LIIEgO Ax x2 - xl

x(py) — x(py)

Il

2713 letra griega A (delta) representa en todos los textos de célculo el increment
o cambio en una variable cualquiera: Ay: cambio en y.
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5000 — 40(57,50) 5000 — 40(50)
150 B 150
18 —20=—2
entonces x = —2

El incremento negativo significa que al aumentar el precm dlsmmuye el

namero de unidades vendidas.
Si Ax representa un incremento cualquiera sobre x, entonces

3

Ay = f(x+ Ax) — f(x)

Véase Figura 12.1

(0, Fix + Ax)
P,ix + Ax,y + Dy)
P ——————————
| P o+ Ax, fix + Ax))
!
Ay |
|
1 {0, f{x)) :
P —— = P x,y) |
1 P (x+Fflx) I
! i .
(x, 0) b A X e (x + Ax, 0) X

Figura 12.1 Incremento en x e incremento en y.

Ejemplo 3
En la siguiente ecuacion de oferta
x(p) = (100 + p)> — 300p

calcule Ax, si el incremento en el precio es Ap = $10 para p = $100 y para
p = $200.

Solucién:
x(p) = 10,000 + 200p + p? — 300p
x(p) = 10,000 + p* —100p



242 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

como
Ax = x(p+ Ap) — x(p), entonces

Ax = [10,000 + (p + Ap)* —100(p + Ap)] —[10,000 + p? —100p]

Ax = (p+ Ap)? —p? — 100Ap, luego
parap = $100

Ax = (100 + 10)* — (100)*> — 100 (10)
Ax = 12,100 — 10,000 — 1000
Ax = $1100
parap = $200
Ax = (200 + 10)* —(200)% — 100 (10)
= 44,100 — 40,000 — 1000
A = $3100
Ejemplo 4

En la ecuacién p = 30,000 + 200, calcule el incremento sobre p, Ap, al rea-
lizar sobre x un incremento Ax.

Solucién:

Ap

p(x+ Ax)— p(x)
30,000 + 200 (x+ Ax)—[30,000 + 200x]
200x + 200Ax — 200x ‘

luego Ap = 200Ax

il

Ejemplo 5

En la siguiente ecuacién de demanda
, 3000
p) = p+ 10

calcule el aumento en las unidades vendidas, Ax, al realizar un incremento e
el precio, Ap.
Ax = x(p+ Ap)— x(p)
_ 3000 ‘ 3000
@+ ap)+ 10  p+10

_ 3000 (p + 10) — 3000 (p+ Ap + 10)

- (p+ Ap+ 10) (p + 10) .

_ —3000 Ap

" (p+ bp+ 10) (p+ 10)
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Observe que si se realiza un incremento en los precios, en este caso se ob-
tiene una disminucién en el nimero de unidades vendidas.

Definicion 2:
Sea ¥ = f(x) una funcién se define la tasa de cambio prome-
. A
dio?® de f, entre x y x + Ax, al cociente 1—3-,— . Por tanto la
x

tasa de cambio promedio de y con respecto a x es:
by flx+ Ax)— f(x)

Ax Ax

Observe que la definicién de tasa de cambio coincide con la definicion
de pendiente entre dos puntos. En este caso, la tasa de cambio de f entre
Py (%, Y)Yy P, (x+ Ax, y + Ay), corresponde a la pendiente de la recta que

une los puntos p, y p,, véase Figura 12.2

vt
y =Ffx) L
B P, x + Dx,y + Oy)
Tasa de cambio
Dy _ By _ fix+ Ax) - fix}

T Ax Ax

= Pendientede L

Figura 12.2 Pendiente y tasa de cambio,

Ejemplo 6 : - —~t

Considere la ecuacion de la demanda del ejemplo 2, 40p = 5000 — 150x.
Calcule la tasa de cambio promedio del ingreso, al incrementar las unidades

vendidas de 15 4 20.

% La tasa de cambio es también llamada razén de cambio, coclente de incrementos
o cociente de diferencias. :
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Solucién:

R = x-p, luego

5000 — 150x
R = xo
40
5000x — 150x?
R(x)=
(®) o
5000x — 150x?
R(x)= , entonces
40
la tasa de cambio promedio de R, es:
AR R(x+ Ax) — R(%)
Ax Ax
R = 5000 (x+ Ax) — 150 (x+ Ax)? 5000 x — 150 x?
- 40 40
En nuestro caso, x= 15y Ax=5
5000(20) — 150(20)* 5000(15) — 150(15)>
luego AR = -
40 40
AR = 100,000 — 60,000 _ 75,000 — 33,750
B 40 40
40,000 41,250
AR = 20000 - 41280 000 —1081.25
40 40
AR = —31.25, porlo que
AR 31.25
—_— ——— =—86.25
Ax 5

lo cual significa que por cada unidad incrementada, el ingreso disminuye e

promedio $6.25.

Ejemplo 7

La ecuacién: P = 1000 —+/x, determina una relacién entre el precio y el nt
mero de articulos que se venden en una fibrica, cuya ecuacién de costos es

¢(x) = 10,000,000 + 150x

Si la produccion se incrementa de x; = 40,000 a x, = 48,400

a) ¢Cual es el incremento en los costos?
b) ¢Cual es el incremento en el ingreso r(x)?
¢) ¢Cuil es el incremento en la utilidad?
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d) ¢Cudles son las respectivas tasas de cambio para el costo, el ingreso y la
utilidad?

Solucién:
40,000 Ax= 8400 x + Ax= 48,400

En este caso x

a) Ac = c(x+ Ax)— e(x)
= 10,000,000 + 150 (x+ x) —[10,000,000 + 150x]
Ac = 150 x, luego como Ax = 8400
entonces Ac = 150 (8400) = $1,260,000
b) R(x)= x-p

R(x)= x(1000 —/x)
R(x)= 1000 x — x /x
AR(x) = R(x+ AX)— R(x)
R(x+ Ax) = 1000 (x+ Ax)— (x+ Ax) /x+ Ax
R(x+ Ax) = 48,400,000 — 10,648,000
R(x+ Ax) = 37,752,000
R(x)= 1000 (40,000) — 40,000 (200)

R(x)= 40,000,000 — 8,000,000 = 32,000,000
luego AR = 37,752,000 — 32,000,000

AR = $5,752,000
¢) Como u(x) = R(x)— c(x), entonces
u(x) = (1000x — x+/x ) — (10,000,000 + 150x)
u(x) = 850x — x+/x— 10,000,000 *

Il

Au = u(x+ Ax)—u(x)
u(x+ Ax) = 850 (x+ Ax)— (x+ Ax)Vx+ Ax — 10, ooo 000
= 850 (48,400) — (48,400) (220) — 10,000,000
= 41,140,000 — 10,648,000 — 10,000,000
u(x+ Ax) = 20,492,000
u(x) = 850 (40,000) — 40,000 (200) — 10, ooo 000

u(x) = 16,000,000 luego,
Au 20,492,000 — 12,000,000
Au $4,492,000
Observe que este incremento habria podido obtenerse asi:
Au = AR—AC
Au = $5,752,000 — $1,260,000
Au = $4,492,000
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d) Las respectivas tasas de cambio promedio son:
Ac 1,260,000

= = e = $150
Ax 8400 $
AR 5,752,000
- = 2 = $684.76
Ax 8400
bu 4,492,000 $534.76
Ax 8400 B :
12.3 Limites

Consideremos la siguiente ecuacién que permite encontrar la distanci
recorrida por un moévil en un tiempo t. ' ,

x(t) = 100 + 50t — 2 ‘ Ax T
En este caso particular la razén de cambio promedio, -ZT , se denomin

velocidad media y la representaremos por V , asf:

V= Ax _ x(t + At) — x(t)
At At
[100 + 50 (¢ + At) — (£ + At)?] [100+ 50t —¢*]

At

100 + 50t + 504t — t* — 2t At — (At)* — 100 — 50t + .
Ot

50 At — 2t At — (At)?
At

luego V =50—2t—At, si At#0

Eneste caso,sit =20 y ,
At =5, V=50-—2(20)—5, V=5
at =1, V=50-—2(20)—1, V=9
At =01 V=50—220)—0.1; V=299
At = 0.01 V = 50 —2(20) — 0.01; V; 9.99

Entonces,
V=50—2t—At
se acerca al valor 10 a medida que At se acerca a cero, (recuerde que At # 0

por lo que decimos ‘el limite de ¥ cuando At tiende a cero es 10”, y lo
presentamos:
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At - 0, entonces V- 10

que también suele escribirse asi:

Lim V=10
At—->0

Este valor limite de la velocidad promedio se denomina velocidad instan-
tanea, por lo que escribimos:

N V(it=20)=10
\
que se interpretara como la velocidad del mévil en el instante t = 20
Observe que hemos obtenido el valor 1imite de V para cuando At se acer-
ca a cero, y no el valor de V para cuando At = 0.
Lo anterior nos permite definir de manera informal el limite?® .

Definicion 3: ,

Se dice que una funcioén f tiende al limite L cerca de a, si
f(x) se acerca a L a medida que x se acerca a a, pero siendo
x # a y escribimos:

Lim f(x) =

x—>a

Si L existe, este valor es Ginico.

Aunque en algunos casos el limite de f(x) cuando x tiende a a coincide
con f(a), en otros esto no se cumple necesariamente, ya que no siempre f es-
ta definida en a y sin embargo el l1imite existe (véase Figura 12.3).

2 Formalmente podemos definir el limite de una funcién asi: el limite de f(x) cuan-
do x tiende a a es igual a L, si para todo € > 0 existe algin 0 > 0, tal que para todo x,
sio<Ix—al<9, entonces 1f(x)—L1<e€.
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1
y ] Y i
I |
| |
I I
Py |
1 (
L | i
| |
! ! .
a X | a X 1 a X
Lim  fix)=L =f(a) I Lim flx)=L,perofnoests | Lim flx)=L
x-a | x—»a definidaen a | x—»a L #fla)
i 1

Figura 12.3 El Lim f({x).
X—8
Al observar la figura podemos diferenciar tres casos:

1. El limite de f en a coincide con el valor de f(a). Esta situacién permit
evaluar el Iimite de algunas funciones en forma directa.

Ejemplo 8
Sea f(x) = 2x* + 3x—2 halleel
Lim f(x)
x> 2
En este caso Lim f(x) = f(2) = 2(2)* + 3(2) —2
x> 2 = 12
luego Lim f(x) = 12
x->2

2. El limite de f en a existe; pero éste es diferente de f(a) ya que f no es
definida en a. En estos casos el procedimiento a seguir es transformar
funcién dada en otra algebraicamente igual, definida en a, y después c:
cular el limite como en el caso 1.

Ejemplo 9
xt —1 ,
Seaf(x) = calcule el Lim f(x) /
x+ 1 x—>—1
Observe que f no estd definida en x = —1; entonces debemos transfc
mar f(x) asi:
x—-1  (x+1)(x—1)
x+1 x + 1

= x—1=g(x)
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Luego Lim f(x) = Lim (x—1) = g(—1) = —2
x-+-1 . x->+1
porlo que Lim f(x) = —2
x->—1 ‘
3. La funcion f estd definida en a pero f(a) es diferente de L.
El procedimiento a seguir es el mismo del caso anterior.

Ejemplo 10
2
Sea f(x) = x—2
5, si x=2

Calcule Lim f(x)
x> 2

La siguiente grafica ilustra esta funcion que corresponde al caso tres de
la Figura 12.3.

1

2 X

Tenga en cuenta que el limite de f en x = 2 no depende de f(2). Para

calcular el limite transformamos la funcion inicial asi: i
24 x+ 2)(x—2) '
i S )1 k) RV S
x—2 (x—2)
luego Limf(x) = Lim x+2=g(2)=14
x - 2 x->2

De los tres casos anteriores podemos concluir que para ca,lcular' el limi-
te de una funcidn basta con remplazar el valor de a en f(x), siempre que
ésto sea posible; en caso contrario, transformamos algebraicamente f(x) en
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una funcidén g(x), tal que g(a) exista, y este valor g(a) sea el limite de la
funcién inicial.

Ejemplo 11
Calcule Lim (3x+ 2)
x—3
remplazando, se tiene  Lim (3x+ 2) = 3(3)+ 2= 11
x—+3
Ejemplo 12

2x* —x—38

Calcule Lim
x+ 1

x->4
222 —x—3 2(4)? —(4)—3 25

remplazando Lim = = — =5
x+ 1 4+ 1 5
x->4
Ejemplo 13
Lim V2+ x — 2
x->0 X

Como f(0) no estd definida entonces transformamos f(x) (multiplicando por
la conjugada) asi:

WEIFE—VZ) | (IFE+VE) _ (VBT E) —(I)
x W2ZFx+/2 x[V2+ x+ /2]
2+ x—2 B x _ 1 3
VAT vEl C alVEiai VI Ararum @

luego

2+ x—+/2 ' 1
Lim = Lim = g(0)
x->0 x x~>0 VZ2F x+ /2 ~
1 1 V2 o |

————r e = et = m———— Py (]
V2t V2 2VZ 1 He80

2
Lim f(x) = vz

x->0 4

valores de x cer-

Observe que si remplazamos en f(x) =

V2t x—v2
A x

. 0. . :
canos a cero, obtenemos una expresion de la forma s que representa el
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cociente entre dos niimeros diferentes cercanos a cero, que se conoce como
una indeterminacién®° .

Ejemplo 14
Calcule
Lim x—3
¥ P a-s
Al remplazar se obtiene la expresion —g—-, que no representa ninguna inde-

terminacién ya que corresponde al cociente entre un niimero cada vez més
cercano a cero y un niimero cercano a 7. La siguiente tabla nos muestra que
este cociente tiende a cero.

28 | 20 | 205 | 299 |a]s.01 305 EESEE
{-0.03676| —0.01610 |—o.00757| —0.00144 | ? |o.00141|0.00675|0.0128| 0.0231

Luego
x—3 0
Li = =0
x _»u;x x? + 2x—8 7
Ejemplo 15
Calcule
L x + 2x+ 13
fm —_—
x - —1 [x+ 1]2
Al lazar se obtiene la expresién (C1)' + 2-1) 3 12
remplazar se obtiene =
P P i+ (17T 0

que no representa ninguna indeterminacion (recuerde que en el denominador
no aparece realmente el cero), ya que corresponde al cociente entre un na-
mero cercano a 12 y un nGmero que se acerca a cero. La siguiente tabla nos
muestra que este cociente es cada vez mas grande. ‘

x |—1.2 | —11 |—1.05 | —1.01 |—1| —0.99 |—-0.95| -0.90 I-—O.SO

2 |316.84|1226.41|4s46.2o|120206.04| ? | 119805.9|4765.8|1185.61| 205.24

. s . 0
301.a indeterminacién en la expresion (-T)- no se presenta por aparecer un cero en el

denominador (de hecho no aparece), sino porque representa el cociente entre dos nime-
ros diferentes cercanos a cero.
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x* + 2x+ 13 12

lue; Ll'm = = oo 31
ugox_)__1 1+ o o
Ejemplo 16
Calcule
. x?+ 2x+ 1
Lim R —
x > 2 x—2

Al remplazar obtenemos la expresion -(9)— , que no representa ninguna
indeterminacion como dijimos anteriormente‘; sin embargo un andlisis de la
tabla:

x | 1.8 | 19 l 1.95 I 1.99 |_2 l 1.01 | 2.05 | 2.1| 2.2
f(x)|~89.2 | —84.1|—174.05 |-894.01 | 2 [906.01|186.05 |96.1| 51.2

nos permite concluir que cuando x se acerca a 2 f(x) no tiende a un nico va-
Lim x*+2x+1

lor (véase grifica), por lo que concluimos que no exis-
x> 2 x—2
te.
2 !
|
I
2r ! (5, 12)
|
1
L 1
|
|
-1 | :
i " ) S 1 i 1 L, 't
(-1,0 2y 5 X
|
1
i
I

31 Recuerde que utilizamos el simbolo oo para representar una cantidad muy grande.
Para algunos autores la existencia de un limite estd sujeta al hecho de que éste sea finito,
por tanto para ellos este limite no existe.
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Una observacion del grifico anterior nos permite afirmar, sin embargo,
que si x toma valores cercanos a 2 pero mayores que 2, f(x) toma valores
grandes y positivos y si toma valores cercanos a 2 pero menores que 2, f(x)
toma valores grandes pero negativos, situacion que se presenta de la siguiente
manera:

Lim f(® =+« y  Lim fa)=-
x- 2 x> 2"

Expresiones que se leen respectivamente: limite cuando xtiendea 2 porla
derecha de f(x) igual a “mas infinito’’ y limite cuando x tiende a 2 por la iz-
quierda igual a ‘““menos infinito”. Los anteriores limites se denominan late-
rales y sirven para determinar cuidndo existe el limite de una funcién, me-
diante el siguiente teorema:

Teorema 1: Sea f(x) una funcién y ¢ y L nameros reales,
entonces Lim f(x) = L si y solamente si

x>a
Lim f(x) = Lim f(x) =
x—>a" x-~>a*

Ejemplo 17
2+ x Vax<1

Sea f(x)
6—3x; Vx>1

Calcule Lim f(x)
x -1

La grifica de la funcion f(x) es:
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Al observar la grafica podemos afirmar que

Lim f(x) = Lim f(x) =
x->1- x->1*
luego por el teorema anterior Lim f(x) =
x-1

En los anteriores ejemplos hemos utilizado algunas propiedades de lo
limites. El siguiente teorema presenta sus propiedades bésicas.

Teorema 2: Sean f 'y g dos funciones, tales que Lim f(a) = A
y Lim g(x) = B, entonces: : x>a
x>a ‘

1. Limite de una suma:

Lim [f(x) *+ g(x)] = Lim f(x) + Limg(x) = A+ B
x->a x->a x>a

2. Limite de un producto:

Lim [f(x) * g(x)] = Limf(x) + Limg(x) = A+ B
x—>a x—>a x->a

3. Limite de un cociente:
Lim f(X)

Lim [ f(x) ] x->a
1 s = ——
x>q L &) Lim g(x)

xX—>a

4. Si k es una constante, Lim k f(x)
x->a
K Lim f(x)
x~>a
= KA

5. Si K es una constante, Lim & = k
x->a

Ejemplo 18

Caleule  Li x + 4x2 —1
cule im
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Lim (2 + 4x* — 1)

Li x4 4x? —1 3 x->4 _
xl_r)n4 xx B Lim (xv/x) -
x> 4
Lim x* +4 Lim x2* — Lim 1
x> 4 x4 x>4 64+ 4(16)—1 127
Lim x Lim Vx (4) - (2) 4
x> 4 x—>4

El cdlculo de un limite no exige el detalle de las propiedades, como en es-
te ejercicio, sino que se puede evaluar directamente como en los ejemplos an-
teriores.

12.4 Continuidad .

El concepto matemitico de continuidad estd bastante relacionado con el
concepto no matematico del mismo. Se dice que una funcion f es continua
en un punto x = ¢, si su grafica no presenta ninguna mterrupc16n en el pun-
to ¢, es decir, decimos que f es contmua si es posible recorrer la graflca sin
levantar el lipiz del papel.

En la Figura 12.4 se presentan tres diferentes opciones para una funcién
discontinua.

T T
4 | [
Y | ! Y ] Y
| |
| I~
| I
| [
| | i
| l
| | | |
| I L|=- ]
H 1 -
| |
I I ]
| |
I I 1
l | ’ |
L . I . ! .
c I c ! c
Caso 1: } Caso 2: ! caso 3:
Lfm f{x) no existe I Lim f(x)=L,f(c)noexiste |- Lim fix) =L, L FFflc)
X=c jx=—+c | x—~>¢

Figura 12.4 Diferentes discontinuidades para f.
En el Caso 1, el Lim f(x) no existe, y se aprecia que f es discontinua en c.
X—=>cC

Enel Caso 2, el Lim f(x) existe, pero f no est4 definida en x = c.
x-c S

En el Caso 3,el Lim f(x) existe, f esta definida en x = ¢, pero el Lim f(x) # f(c)
x->c x-c
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Lo anterior nos lleva a la siguiente definicion:

Definicion 4:

Se dice que una funcion f es continua en el punto x = ¢, si
se cumplen las siguientes condiciones:

1. festd definidaen x= ¢

2. Lim f(x) existe, y
x-c

3. f(¢) = Lim f(x)
x—>c

Definicion 5:

Se dice que una funcién f es continua en el intervalo (a, b), si
es continua en cada uno de los puntos del intervalo.

Se dice que una funcién que no es continua es discontinua, pero algunas
funciones discontinuas pueden volverse continuas. Las funciones de los casos
2 y 3 de la Figura 12.4, pueden volverse continuas; en cada uno basta con ha-
cer f(c) = L, para que se cumplan las tres condiciones de continuidad. Una
funcion con este tipo de discontinuidad, se llama discontinuidad evitable.

Como conclusién podemos decir que si f es discontinua en x = ¢, pero
Lim f(x) existe, entonces basta definir f(¢) = Lim f(x) para remover la dis-
x->c x->c
continuidad.

En los siguientes teoremas, se enumera una lista de las propiedades de las
funciones continuas:

Teoxema 3

Si f y g son funciones continuas en ¢, entonces:
1. (f+ g)escontinuaenc.
2. (f* &) escontinuaenc.

3. <—£—> es continua en ¢, si g(c) # 0.

4. (Kg)escontinuaenc,paratodo KER .

Teorema 4

1. Sif es una funcién polinémica, entonces f es continua para
todo x.
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. .y . 4 , .
2. Sif es una funcion racional f = —h—, entonces f es continua

para todo x. de su dominio.

Ejemplo 19
Sea f(x) = ® 223 , Va#+—1
x+1
2 ,ix=—1
Analice la discontinuidad de f. .

x*—2x—3

Para x # —1, la funcién racional f(x) = = i estd definida para

todo x y por el Teorema 4 es continua, luego nece31t.amos analizar la conti-

nuidad en x = —1,
En primer lugar debemos comprobar si Lim f(x) exlste

x-—1
3 3 x* —2x—3 3 (x—3)(x+ 1)
luego, Lim f(x) = Lim ————— = Lim -
x>—1 x-—-1 *+¥1 Ty, 4 x*1
= Lim(x—3)=—
x-»—1
como Lim f(x) = —4, existe, pero es diferente de f(—1) = 2, entonces
x> —1 S
concluimos que f es discontinua en x = —1, pero que esta discontinuidad
es evitable, y para remover la discontinuidad hacemos que f(—1) = —4.
Ejemplo 20
3—x, x=2 _ ‘
Seaf(x) = .
2 —1x<2

Analice la discontinuidad de fen x = 2.
Como f esta definida en dos formas diferentes, justo en el punto x = 2
debemos determinar el limite con base en los 1{mites laterales. Luego,

Limf(x) = Lim(83—x) =
x-> 2" x—-2*
Limf(x) = Lim(x>-—1)= 38
x- 2" x> 2"

como Limf(x) +# Limf(x), entonces
x> 2% x> 2°

Lim f(x) no existe. Entonces, podemos concluir que f es discontinua en
x->2
x= 2 y que esta discontinuidad es inevitable.
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125 Laderivada

En el ejemplo 6 de la segunda seccion de este capitulo, obtuvimos las tasas
de cambio promedio para el costo, el ingreso y la utilidad calculados como:

Ac AR Au .
— , ~—— 'y — respectivamente.
Ax Ax Ax -

De manera similar, calculamos la velocidad promedio V al iniciar la ter-
cera seccion, sOlo que ademas, obtuvimos la velocidad instantanea al calcu-
lar el limite de V cuando At - 0, asi:

" Lim As .
t-0 T = V instantdnea
De manera similar habriamos podido calcular:

Lim Aec ' L
x>0 —Z; : tasa de cambio instantinea del costo.

Lim AR i
xl_lflo v : tasa de cambio instanténea del ingreso. :
Lf A :

a Tmo -A—;- : tasa de cambio instantdnea de la utitidad.

Todas estas tasas de cambio instantédneas son casos particularés de lo que
se conoce en cédlculo como la derivada de una ‘funcién, que deﬁmmos a con-
tinuacién:

Definicion 6:

Seay = f(.x) una funcién cualquiera. La derivada de f con res- .

pecto a x, f'(x), se define como o
+ Ax) —

f(x) = Lim flx? 29 — A=)
x—-0 A=

siempre y cuando este limite exista. En:este caso decunos que ..
f es derivable en x, y f'(x) representa la tasa de camblo instan-
tdnea de f con respecto a x.

f'(x) también se representa por cualquiera de los siguientes simbolos:

d d

y 3L % b Dav.
dx dx

Ejemplo 21

Halle f'(x), si f(x) = «* + 2x
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f(x) = Lim f(x+ Ax)— f(x)
Ax— 0 Ax
[(x+ Ax)? +2(x+ Ax)] — [2* + 2x]

= Lim .
Ax—> 0 hx L
x? + 2x Ax+ (Ax)? + 2x+ 2Ax— x2 — 2x
= Lim
Ax—>0 Ax
+ 2+ : C '
- Lfm  2XAXT Ay X i ox+ Ax+ 2 = 2%+ 2,
Ax -0 Ax Ax -0
luego f(x)=2x+ 2
Ejemplo 22
2
Halle f' i = —
efi(x) si f(x) NE
en este caso,
2 __ _2_
, ., Vx+ Ax Va
f(x)= Lim
Ax~0 hx
Li - 2/x— 2/ XF Bx
= Lim
Ax— 0 VEVEFAX Ax .
2 L VE—VEFhx X+ ¥ bx
= e——— im .
NES Ax - 0 Vx+ Ax Ax Vx+ Jx+ Ax
_ 2 Lim Wx)? = xF Ax)?
Vx Ax - 0 Vxthx bx (VxF bx)
_ 2 Lim "—-Ax.
NS Ax— 0 VxF+Ax Ax (Vx+ Jxt Ax)
-2 Lim —1
NES Ax— 0 Vat Ax (Vx+ Jx+Ax)
_ 2 —1 =2 __ -~
Va Va Vx+V/x) T x(2Vx) xJ/x °
. —1
luego f(x)=

x Vax
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Las expresiones

Lim Ac Lim AR 'y Lim AU
Ax—>0 Ax’ x>0 Ax x>0 Ax

reciben en Economia nombres especiales: costo marginal, ingreso marginal y
utilidad marginal, respectivamente.

A continuacién ampliaremos estos conceptos y los relacionaremos con
otros ya vistos.

Definimos el costo total como la suma de los costos fijos mas los costos
variables. ~

C total: C(x) = C fijos + C variables

Se define el costo promedio, C, como el costo total dividido entre el ni-
mero de unidades producidas, esto es:

c(x)

X

Costo promedio: C =

Se define el costo marginal como el cambibken el costo total debido al in-

) . de
cremento de una unidad en la produccion, y se representa por rrd esto es:

, v d
Costo marginal: C (x)= it

Se interpreta como el costo extra umtano por cada unidad producxda de

mas, cuando este incremento en el niimero de unidades es muy pequefio. ,
Definimos el ingreso R como el precio por unidad multlphcado por la

cantidad de unidades demandadas, esto es,

Ingreso: R (x) =7 ’,x D

De manera similar, el 1ngreso promedlo R se define como e1 1ngreso divi-
dido entre el nimero de unidades demandadas, esto es,

.= xX*p
Ingreso medio: R= —— =p
. X




LA DERIVADA 261

El ingreso marginal se define como el cambio en el ingreso total debido a

dr
un incremento de una unidad en la demanda, y se representa por—d—x » luego,

Ingreso marginal: R’ (x) = —

Podemos interpretar el mgreso marginal, como el ingreso adicional por
cada unidad demandada de mas, cuando esta demanda ad1c1ona1 es muy pe-
quefia.

Para la utilidad las ecuaciones son:

U(x) = R(x) — C(x)

Utilidad media: U = :
x

) du
Utilidad marginal: U (x) = I

Son muchos més los conceptos marginales en el analisis econémico: pro-
duccién marginal, tasa marginal de sustitucién, rendimiento marginal decre-
ciente, producto fisico marginal, productividad marginal, etc; pero en todos
los casos su significado es el mismo: “la tasa a la cual esta un total cambian-

d
do”, y su forma de calculo sera Ey—, en donde y representa la produccion, el

rendimiento, el producto fisico, etc.

Ejemplo 23

La siguiente ecuacién, C(x) = 1,200,000 + 0.1x5v, representa el costo para
producir x unidades, que determinada fibrica vende segin la siguiente ecud:
¢ién de demanda:

x = 100,000 — 5p
a) ;Cual es el costo promedio de producir 10,000 unidades?

b) ¢Cudl es el incremento promedio en los costos si se pasa de 10,000 a
12,000 unidades producidas?

¢} ¢Cual es el costo marginal al producir 10, 000 umdades"
d) ;Cual es el ingreso marginal al vender 10,000 unidades?

e) Al vender 10,000 unidades, jcudl es. la utilidad promedlo y cudl es la
utilidad marginal?
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Solucién:

— C :
a) Costo promedio C = ix) - x = 10,000

1,200,000 + 0.1(10,000)*

€= 10,000
C = $1120
b) AC = C(x+ Ax)— C(x)
= ¢(12,000) — ¢ (10,000) ‘
= 1,200,000 + 0.1(12,000)* — [12,000,000 + 0.1 (10,000)*]
Ac = $4,400,000

El incremento es de $4,400,000
¢) Costo marginal C'(x) = ?

, ) Ac
C(x) = Lim —
Ax—>0 BX
s c(x+ Ax)— c(x)
= Lim
Ax—> 0 Ax
L © 1,200,000 + 0.1(x+ Ax)* —[1,200,000 + 0.1 «*]
= Lim
Ax->0 , A"‘? , '
, 0.1 (x? + 2xAx+ (Ax)* — 0.1 x°
= Lim .
Ax—->0 Ax
C'(x) = Lim 0.1 (2x+ Ax)
Ax-> 0
C'(x) = 0.2x, luego

€'(10,000) = 0.2 (10,000) = $2000
d) R(x) =x-p
R(x) = x (100,000 — x)
e

1
R(x) = 3 (100,000x — x? ), luego
, R(x+ Ax)—R
R'(x) = Lim &t a0 R(x)
Ax— 0 Ax
, . [20,000(x+ Ax)— 0.2 (x+ Ax)*]—[20,000x— 0.2+ ]
R'(x) = Lim '

Ax -0 hx
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20,000Ax — 0.2 (2xAx+ (Ax)?)

R'(x) = Lim

Ax-> 0 Ax
R'(x) = Lim (20,000 — 0.4x — 0.2Ax)

Ax—>0 ;
R'(x) = 20,000 — 0.4x, luego R’(x) (10,000) = 16,000

e) UX) = R(x)— c(x)
U(x) = 20,000x— 0.2x*> — [1,200,000 + 0.1x%]
U(x) = 20,000x—0.3x*> — 1,200,000, luego
T = UX)x
T _ 20,000x — 0.3x* — 1,200,000
x
T (10,000)= 20,000(10,000) — 0.3(10‘,000)2 — 1,200,000
10,000

— 168,800,000
U (10,000)= W— = $16,880

es la utilidad promedio.
Utilidad marginal, U'(x)= ?
u(x+ Ax)— U(x)

U'(x) = Lim
Ax->0 Ax
[20,000(x + Ax)—0.3(x+ Ax)*—1,200,000]—
, [20,000x —03x>—1,200,000]
U(x) = Lim -
Ax—>0 Ax ‘
, 3 20,0004 x — 0.6xAx — 0.3(Ax)?
U(x) = Lim
Ax~>0 Ax
U'(x) = Lim 20,000 — 0.6x— 0.83Ax
Ax->0

luego U'(x) = 20,000 — 0.6,
por lo que U'(10,000) = 20,000 — 0.6 (10,000)
U’(10,000) = $14,000

12.6 Algebra de derivadas

Utilizar la definicion para calcular la derivada de algunas funciones resulta
muy dispendioso, por lo que es necesario conocer reglas que faciliten este
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procedimiento. Estas reglas conforman lo que se denomina el dlgebra de de-
rivadas,

Derivada de la funcion potencia

La derivada de una funcion potencia y = f(x) = ax” es:

— [ax"] = nax""! 6 f'(x) = nax""? : 12.1

dx

Ejemplos:
d
1. —[3x?]= 2X3x*! = 6x! = 6x
dx , ,
d 1 1 % =1 5
2. E[_5xT]='§ (_5)-7‘7( ) = _'5' x T
3 1 z dy 7 xz_
. = —_—x = - J— ]
Y 2 dx 10

Derivada de la funcién constante

La derivada de la funcién constante y = f(x) = k es:

d d d
Yl T g (@)= (k] =0 12.2

donde (12.2) se puede escribir en forma equivalente como
dy dk
dx dx

=f(®=0

Puesto que la grafica de una funcién constante es siempre una linea
recta horizontal con pendient€ cero, entonces la derivada (que mide la
pendiente de una funcién (eurva) en un punto) de una funcién constan-
te debe ser cero. Por ejemplo, la derivada de cada una de las funciones
constantes: y = f(x) = a,y = f(x) = 12,y y = f(x) = —4, es cero.

Derivada de la suma y diferencia

Si y es la suma (diferencia) de dos funciones, como y = f(x) + g(x), enton-
ces la derivada de esta suma (diferencia) es
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d _ d + _d_ - ’
-('i'x—[f(x)ig(x)]— an A" — [e(=x)] = f(x)+g (%) 12.3

Asimismo, u = f(x) y v = g(x), se puede escribir de nuevo como

d u o, L 124
Ex-[u"'l)] = dx = dx B

Ejemplos:
1. Si y = 7x?+ 3x+,conu= f(x) = Tx2 y v = g(x) = 3x3%, entonces

2 [1x? + 3x3] = i[7x-2] + 2 [304]) = —142% + 2%
dx dx dx

2. Siy=15x+ — 24%, con u = f(x) = 15x% y v = g(x) = —2x?, entonces

d 1 d 1 d C N
= [152v —222]= —[15at]—— [207] = 52 ¥ —4a
dx dx dx _
1 d 5) '
3, y=—2x3+ bx7+ 4x7? = @9 = 6x % +— xT—8x3
dx 2

Derivada de un producto

Si y es el producto de dos funciones, por éjempld de y = f(x) g(x), enton-
ces la derivada de este producto es

= @)= (g @+ gD @ | 125

Asimismo, tomando u = f(x) y v = g(x), se puede escribir de nuevo
como _ .

- :
— [uv] = u g, % 128
dx dx dx

Ejemplos:
1. Siy = (22 + 5x) (8x%),con u = f(x) = 2x* + bxy v = g(x) = 3x°,

, du , dv '
asi que = fl(x)= 4x+ 5 y— = g'(x)= 9%, entonces:
dx dx



266 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

%[(2x2 + Bx) (3x%)] = (222 + Bx) (9x* )+ (8 ) (4x+ 5) = 30x* + 60«°

La regla del producto se puede extender al caso de tres fimciones. Por
ejemplo, tomando w = h(x), entonces

d[uw] - dw + oy dv + du
—[uv = —_ w — u —
dx dx dx w dx 12.7
2. y= (32 + 19) (6x~2 + x7)
du dv
Tomando u = 32* + 19y v = 6x"2 + 2°, tal que — = 6x y — =-12x73
dx T dx
+ 3x?, entonces la derivada de y es:
d
——luvl = (3% + 19) (—12x7% + 3a2)+ (6x7% + x*) (6x)
= 15x* + 57x* —228x73
3. y = (1+ x)(2x) (322)
du dv dw
Tomandou =1+ x,v=2xyw= 3x%,tal que —=1,— =2y — = 6x

dx dx dx
entonces la derivada de y es:

&%- [uvw] = (1+ x)(2x)(6x)+ (1+ .x)(.‘?:'::c2 )(2)+ (2x)(3x? ) (1) = 24x° + 18x?

Derivada de un cociente

Si y es el cociente de dos funciones, por ejemplo de f(x)/g(x), entonces la de-
rivada de este cociente es:

d [:_f(_ﬂ] _ _&x) f'(x) — f(x)8'(x) 1928

dx | &) [8(x)]?

De igual manera, tomando u = f(x) y v = &(x), se puede escribir de nuevo
como

d [u] U Tax Y Tax 12.9
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Ejemplos:
1. Siy=w, conu = f(x) = 4x* + 3xyv=g(x)=2x+ 1
2x + 1)
du . dv ,
talque —=f(x)=8x+ 3y — = g(x) = 2, entonces
dx dx
d 4x* + 8x  (2x+ 1)(8x+ 8)— (4« + 8x)(2) 8x’+8at3
dx 2x+1 (2x+ 1) T (2x+ 1)?
N x°
29 = @Erm

du dv
Tomandou = x* yv= x? + 7,tal que — = 8x* y —— = 2x, enton-
dx dx

ces la derivada de y es:
d u\ (@ +7)(8x%)— () (2x) 2+ 2l
dx \v/ (2 + ) T @ )

v
1+ x)

3.y 22 + 1)

du dv
Tomandou=1+ xyv=2x* + 1, tal que — = 1y —— = 4x, enton-
dx dx

ces la derivada de y es:
d u\ 2x* + 1)(1)— (1 + x) (4x) _ —2x? —4x+ 1
dx (22 + 1)? B (22 + 1)

v

12.7 Laregla de la cadena

La reglla 12.1 para una potencia, se utiliza cuando la base sea x, como en
y = x3 ., En el caso de que la base sea una funcién que dependa de x, como

eny = (x* + bx)3, la regla para la derivada de una potencia no es suficien-
te y entonces necesitamos utilizar lo que se conoce como la regla de la cade-
na.

Regla de la cadena: Si y es una funciébn que depende de u,
¥y = y(u), donde u es una funcién que a su vez depende de

X, u = u(x), entonces la derivada de y con respecto a x se 12.10
calcula asi: )
dy dy

_ du NN s
P o ax oy (x)=y(u)- u(x)
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Ejemplos:
1. Seay=3u?+ 2u—1yu=38x+ 4
Calcule —Z—%—
dy_ _ b
dx du dx
= (6u+ 2)(3)
= 18u+ 6
= 18(3x+ 4)+ 6
= B4x+ T8
2. Seay = /(522 + 7x — 1)?, calcule y'. Expresamos y as{ antes de deri-
var. ‘

2
y = (bx? + Tx— 1)5 , entonces

-
O

, 2
y = 3 (5x? + Tx—1) * (bx? + Tx—1)

2 -3
—5—(5x2 +7x—1) ° (10x+ 1)

2(10x + 7)
5352 + Tx—1)°

Nota: La expresién (52 + Tx —1)’ corresponde alo que se denomina
la derivada interna de una funcién.

3 = ¥+ 1 alcule y'
Y = =+ 2 , calculey
x? +1\2 x? + 1 ) i
y = , observe que la derivada interna
x+ 2 xt 2 es un cociente,

luego debemos derivar como tal, asi:
x+ 1\? x4+ 4x—1\
y = 3 —_—
x+ 2 (x+ 2)?

12.8 Derivacion implicita

Gran parte de las ecuaciones analizadas han sido expresadas en forma explici-
ta, esto es, una de las dos variables estaba dada explicitamente en términos
de la otra, como estudiamos en el Capitulo 10.
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Ejemplos:
C(x) = 1000 + 3x
S(t) = 42 —1

Estas ecuaciones estdn expresadas en forma explicita.

Sin embargo no todas las funciones estdn expresadas en esta forma algu-
nas estdn escritas en forma implicita3? como xy = 1.

dy ‘.
Para calcular en esta Gltima expresmn;— , podemos despejar “y”’ en
x ‘
funcién de “x” y derivar asi:

I dy 1
ego  ———— = —
» ueg dx x?

El método anterior sirve solamente cuando despejar “‘y”’ de la implicita
sea facil, pero, ;como despejaremos *‘y” en la siguiente ecuacién?

wyt+y =5+ 2

y

d o
Es claro que para calcular —d% necesitamos un procedimiento en el que

no tengamos que despejar “y”’; éste se denomina “‘Derivacién implicita”.

Asi, los términos que son una funcion de x se derivan comun y corriente
y los términos que son una funcién de “y” se derivan utilizando la regla de
la cadena:

Ejemplo 24

d 2

) _ 9

dx

d(y? d
O7) _ g W
dx dx
d{y? + 25° d

dx dx

Se asume que “y”’ es una funcion que depende de x.

dy
Para calcular-d— en una funcién implicita se deriva en ambos miem-
x

d
bros de la ecuacion con respecto a x y se despeja -d—y- de la expresién obteni-
x

da.

32 Véase Capitulo 10.
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Ejemplo 25
d
Calcule d—i enxy?+y? =5+ 3

Derivando con respecto a x se obtiene:

d d d d
—_—(y?) + yr— + d(dx (y*)) = — (B)+ — (&°
xdx(y) ydx(x) (dx(y*)) dx()dx()
d d
x2y— 432 1)+ 3y 2L 0+ 32
dx dx
d
2 20y + 3y*] = 3a% —?
dx
dy _ 3x? —y?
dx - 2xy + 3y?

Ejemplo 26

dx
Calcule d_y- enyVx+ y+ 3% = xy? + 1,

Dividiendo con respecto a y se obtiene:

d L d d d
—[(x+y)']+ — (8x*) = (w?) + — (1)

dy dy dy dy
1 1 dx dy dx dy dx
e (V)T —— 4+ 4+ X — =22y — + Yy} —+ 0
2 ( y) dy dy dy Y dy Y dy
dx
s + 6x Comytyr -
2Vxt+ y STy dy
dx 1 + Bx—y? - 9xy — 1
dy 2Vx+y 4 2Vx+ y
dx_ 2VEFy
dy 1 ‘e .
- x—
2Vxt+ y Y

La derivacién implicita se utiliza también para calcular derivadas con
respecto a una variable de la ecuacién original. En este caso se supone que
las variables de la ecuacién dependen de dicha ‘“variable ajena”, y por tanto
las derivadas se calculan por medio de la regla de la cadena.
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Ejemplo 27

1 dv
Sea v =—— 7 R:h, calcule—;t—

|=

d n
— 3 m————— R2 0h
a V) 3 o M
2
_ [R, dth) , , dR ]
3 dt dt
T dh dR
= R? + 2Rh —
3 [ dt dt ]
Ejemplo 28
4 ,
SeaV = 3 7 R? el volumen de una esfera de radio R.
Calcule:

a) La variacion del volumen con respecto al radio.
b) La variacion del volumen con respecto al tiempo.

Solucidn:

a) % = 4 m R? (Observe que es una derivada de una funcién explicita).

b) dv_
dt

12.9 Derivadas de funciones exponenciales y logar ftmicas

En el capitulo anterior se estudiaron las funciones exponencial y logaritmi-
ca,y = e yy = Ln x. En esta seccién trataremos la derivada de estas fun-
ciones y algunas de sus aplicaciones.

Si y = e*, entonces — = ¢ 1211
) dx
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8i U= Ux),y y =e**) entonces

dy . du
—_— = Y v -
dx dx
Ejemplo 29
dy d
Sea y = e¥*! , entonces y = et 2x+ 1)
x dx
ﬂ = Qe2x+1
dx
Ejemplo 30
d d
Sea ¥ = e“‘/;, entonces A = e-\/x_ ¢ — (=)
dx dx
dy eV
dx 2x
d. 1
Si y = Ln x, entonces 2. =
dx x

Si u = U(x)y y = Lnu,entonces,
dy _ 1 du
dx T u dx

Ejemplo 81
Sea y = Ln (x+ 2), entonces
dy 1
dx (x+2)
Ejemplo 32
Sea y = Ln (x® + 2x— 1), entonces
dy 1 3x* + 2

= . +
dx x + 2x—1 (32 + 2)

TR+ 2xt1

12.12

12.13

12.14
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12.10 Derivadas de orden superior

En el presente capitulo hemos obtenido la velocidad de un mévil, al derivar
la ecuacidén x(t) que daba la posicién del mismo. Esta es entonces una defini-
cién de la velocidad como la derivada del espacio con respecto al tiempo
dx(t)

dt

De manera similar podemos obtener una ecuacion para la aceleracion,
como la derivada de la velocidad con respecto al tiempo.

Esta segunda derivada es de orden superior. Podemos calcular derivadas
de cualquier orden (entero positivo), con una regla similar a la anterior: la
segunda derivada es la derivada de la primera derivada, la tercera derivada es -
la derivada de la segunda derivada, y as{ sucesivamente.

Las siguientes son las derivadas de orden superior y sus diferentes formas
de anotacion:

u(t) =

Primera derivada: v, f(x), % , %

Segunda derivada: y"', (), ‘Z% s -g'_-x— )
Tercera derivada: y", (%), 3:: ) —;; o
Cuarta derivada: ¥, A (x), Z:: , '5;‘ »")
n-ésima derivada y™, f)(x), %"x_%»_’ _&d? (y ('M))

12.11 Resumen

Recuerde que: v o

1. Seany=f(x)yy (%1, X2} € Drtalquey; = f(x,) y ¥y, = f(x2)
Se define incremento de x por Ax = x, — x, e incremento de y por
Ay =y, — ¥y = f(%) — (%)

2. Tasa de cambio promedio se define como:

Ay fla+ Ax)—f(%)

Ax Ax

3. Una funcién tiende al limite L, cerca de a, si f(x) se acerca a L a medida
que X se acerca a a, pero siendo x # a y se escribe:

Lim f(x) =L
x—>a

Si L existe, este valor es tnico.
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4. Sean [y g dos funciones, tales que

Lim f(x) = A y Limg(x) = B, entonces
x->a x—~+a

a) Lim f(x)+g8(x) = Limf(x)t Limgx)=At+B
x->a x->a x->a

b) Lim f(x)+-g(x) = Limf(x)* Limg(x)=A'B
x—>a ‘ x->a x—~>a

¢ Lim f(x)
Lim [f®] _ =z>e  _ B<0
x>a | g(x) Lim g(x) B

x->a
d) Para k constanteLim kf(x)= Lim k Lim f(x)

x->a
=k

X—>a X—>a

Lim f(x) = K-A
x->a

5. Se dice que una funcién f es continua en el punto x = ¢, si se cumple

f estd definidaen x = ¢
Lim f(x) existe
x->c

f(e)= Lim f(x)

X—>cC

6. La derivada de una funcién se nota como f'(x) y se define asi:

flx+ £x)— f(x)

f'(x)= Lim
Ax~ 0 Ax
. de '
7. Costo marginal = — = c(x)
dx
dR ,
Ingreso marginal = —— = R(x)
dx
. . du ,
Utilidad marginal = T3 = U(x)

8. Algebra de derivadas
Derivada de una potencia
si f(x)= «", entonces f'(x)
b)
si f(x)= k, entonces f'(x) = 0

n xn-l

Derivada de una funcién constante



c)

d)

e)

10.

11.
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Derivada de la suma y diferencia

siy = f(x) t g(x), entonces y' = f'(x) t g'(x)
Derivada de un producto

siy = f(x) + g(x), entonces f(x) g'(x) + f'(x) &(x)
Derivada de un cociente

siy = f(x) entonces y' = &(%) f'(x) — f(x) 8'(x)
&(x)’ [&(x)]?
Regla de la cadena

Siy = y(u) y U= u(x), entonces

dy dy du ’ ' ’
= . oy(x)=y(u)+ u'(x
i T In y(x)=y(u) u(x)
Derivada de la funcién exponencial
siy = e*, entonces y’' = e*
dy du
iu= ry = e¥(X)_ ent - =¥ —
siu=u(x)yy , entonces ax dx
Derivada de funci6n logaritmica
siy =In x, entonces y' = —
x
. 1 du
siu=u(x)yy=Inu,entonces ~— = — —
dx u dx

12.12 Ejercicios y problemas
Calcular los siguientes limites

a)

b)

¢)

d)

, x* —4
Lim —m—
x>2 X2

3 x2—9
Lim
x»8 *—38
L x5 -1

im
x+1 ¥ =1

) Vx+4d—2
Lim —m™™m™@
x>0 x

, vVx—2
Lim

x—4

x— 4

275



276 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

F2—
f) Lim x vZ
x>0 x
VaFI—1
x->0 x
. 2+ 8
h) Lim
x>—2 *t2
) Lim 3x2 —17x+ 20
x4 43 —25x+ 36
o 1o 2—-Vi—x
j) Lim —_—
x—-0 x
, | 21
k) Lim ——
x__>2+ X
) Lim ——
; x— 8 2l
-7
m) Lim —
x= 1 lx—T7I
/ Vx—2
n)./Ll'm —
x>4 Vx—4
1
i) Lim ——
x> %_ 2x—1
2. Para cada caso encuentre Lim f(x), Lim f(x), . Lim f(x). -
x>3 x-38* x> 3
) @) x?,si x>3
a x) =
2x+ 3,six < 3
b) f B 2x,si & < 3
) ) = x,si x> 3
xr—2,six >3
© flx) = {2x+ 1,six < 3

3. Utilizando la definicién de derivada, calcule y' para cada una de las si-
guientes funciones:

)Y =1
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by = VE=F
)y =x-—-2

4. Calcule la derivada de:

a) y =x5—4.x“+§——1
2x

b) y =2 —x+2

c) ¥y =[x+ 3x][x®—2x]
3 — 2+ bx+ 7
d y =
7
10
e) y = —
4
. (bx—1)
Dy ===
By = 1+Va
3 1 17
. _ X
U
by = (2 +1)(6—V7x)
oy = =
K) (2 +2x+ 3) (V)
Y T T@rbxt 2
_ VE.vE
VYot T

m)y = V3xT + 2x+ 5

5. Calcule la derivada de las siguientes funciones exponenciales y logarit-

micas:
a) y = e"2
by y = L In x?
2
)y = B+has)e®
1
VY = nEmry
e) y = 2+hh@@+ x?)

f) y = (nx)®
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g)

6.
a)

b)

c)
d)

e)

- |:\/2x+1 i/?x+2:|
y o= (@ + 1)°

Utilizando la derivacién logaritmica calcule y:

Y

2
y =5
y = eln
y =x*
y = VA& =132 + 3x

(x—1)+

Calcule la derivada de las siguientes funciones implicitas:
a2 —y2 =3

xy = 4x+ 1

Xy+ xy*+12=1

293 + 4xy+ 22 —7=0

B+ ydxt yai+ yS=—1

Calcule y', ¥"' y ¥'"’ en cada uno de los siguientes casos:
2x

ex2

(2 —1)¢&

WB =2xF1)(x—1)

2 In(2® —1)

Ejercicios de aplicacién:

Se estima que al cabo de t afios, el tn'a_]e de un periédxco local serd T(t) =
100¢2 + 400t + 10,000. :

— Halle At, si t cambiade 2 a5

— Halle e interprete T’ (t = 3)

Halle la velocidad promedio entre t = 2y t = 10 .

(A qué velocidad se estd moviendo el objeto al cabo de ¢ = 5 minutos?

Un estudio ambiental de cierta comunidad suburbana sugiere que al cabo
de t afios el nivel promedio de mondxido de carbono en el aire serad de
Q(t) = 0.05¢* + 0.1t + 3.4 partes por millén.

— (A qué ritmo estard cambiando el nivel de monéxido de carbono
dentro de un afio.

— ¢Cudnto cambiara el nivel de moné6xido de carbono este afio?
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Se estima que al cabo de ¢ afios, la poblacion de cierta comunidad subur-
6 ,
b 4 de P(t) = 20 — —— miles,
ana sera (t) rorary

— Obtenga una férmula para el ritmo de cambio de la 'ﬁoblaciéh con
respecto al tiempo. :

— (A qué ritmo estard creciendo la poblacion de la comumdad dentro
de un afio?

— ¢Cuénto crecerd realmente la poblacion dentro de 9 afios?

— (Qué sucederd en el futuro con el ritmo de crecimiento de la pobla-
ci6n?

El ingreso mensual total de un fabricante es de R(q) = 240q + 0.05¢*

délares cuando se producen g unidades durante el mes. Usualmente el

fabricante produce 80 unidades por mes y planea aumentar la produc-

cién mensual en una unidad.

— Use el andlisis marginal para estimar el ingreso adicional que sera ge-
nerado por la produccién de la unidad 81.

— Use la funcién de ingreso para calcular el ingreso adicional real que
sera generado por la produccion de la unidad 81.

Un fabricante produce cierto articulo que vende a $7500 cada uno. Sus
costos de produccion son: $240,000 de arriendo y $3800 por material y
mano de obra. Calcule la utilidad marginal al producir 50 articulos,

La siguiente ecuacion de demanda p = 4300 — 86x, relaciona el namero

x de articulos vendidos a un precio p.

— Obtenga el ingxeso marginal al producir 40 unidades.

— A un precio de $600, ;cudl es el ingreso marginal?

— 8i el costo total al producir x unidades es c(x) = 3000 + 10x, ;cudl
es la utilidad marginal al producir 40 unidades?

En cierta fibrica, el costo de producir x unidades es ¢(x) = 0.4x> + x+
$300,000; la experiencia ha demostrado que se fabrican x(t) = t* + 10t
unidades en las primeras t horas. Calcule la razon a la que cambia el cos-
to al producir x = 400 unidades en las primeras 12 horas.

Un importador de café brasilero estima que los consumidores locales
4, 37 4

comprarin aproximadamente D(p) = libras de café por semana

cuando el precio sea de p pesos por libra. jA qué ritmo estard cam-
biando la demanda de café al cabo de 10 semanas? ;Estard creciendo o
decreciendo su demanda?



280 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

Referencias

Glass, J. Colin. Métodos matemdticos para economistas. McGraw-Hill.,

Larson-Hostetler. Cdlculo y geometria analitica. McGraw-Hill.

Aria, Jagdish. Matemdticas aplicadas a la administracién y a la economia. Prentice Hall.

Budnick, Frank. Matematicas aplicadas para administracién, economia y ciencias socia-
les. McGraw-Hill.



CAPITULO 1 3

Aplicaciones de la
derivada

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo, el estudiante estard en capaCidad de:
1. Construir la grafica de una funcién por métodos diferenciales.
2. Resolver problemas de aplicacién de maximos y minimos.

3. Calcular la razén de cambio de una variable relaclonada con otras por
medio de una funcion.

4. Hallar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto dadb.

13.1 Introducciéon

Es dificil valorar la importancia de la construccién de graflcos en matematx—
cas. René Descartes (1596 - 1650) los utilizé por primera vez, contribuyendo
en gran medida a los avances matematicos de la segunda mitad del:Siglo
XVII. Actualmente todas las ciencias hacen amplio uso de las graficas para
describir relaciones entre variables. En este capitulo estudiaremos el procedi-
miento para la realizacién de una grafica por métodos diferenciales, también
el sistema necesario para obtener el punto 6ptimo de una funcién; maximi-
zar utilidades y disminuir tiempos, son problemas que se aprenderan a resol-
ver en este capftulo.

13.2 La gréfica de una funcién

Hasta ahora, el método utilizado para realizar la grafica de una funcion ha si-
do construir una tabla de valores para luego dibujar cada uno de los puntos
obtenidos en el plano cartesiano y obtener asf la grafica.

Este método, aunque puede ser muy facil, y puede servir para realizar
una buena cantidad de graficas, es poco confiable para la obtencién de la
gréfica de ciertas funciones. En esta seccién desarrollaremos una metodolo-
gia basada en ciertas propiedades de las funciones y sus derivadas, para reali-
zar en forma correcta la grafica de una funcién dada.

La metodologia en cuestidén consiste en realizar una serie de pasos, con
los cuales es posible determinar las caracteristicas mds importantes e intere-
santes de una grafica. Estos pasos son:

281
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Pasos para la obtencion de una gréafica

1. Determinacion de los cortes con 19‘: ejes.
2. Obtenci6n de la primera derivada y de los posibles puntos
criticos.

3. Obtenci6én de la segunda derivada y de los posibles puntos
de inflexion.

4. Determinacion de las regiones de concavidad (convexidad).

5. Determinacién de las regiones de crecimiento y decrecl-
miento y de los maximos y minimos.

6. Obtencion de las asintotas de la funcién, si existen,
7. Realizacién de la gréfica.

Unos pasos se deben realizar en estricto orden y otros no; para evitar
confusiones y facilitar el aprendizaje, procuraremos seguir este orden esta-

blecido®. _
A manera de ilustracién, trabajaremos algunos ejemplos y desarrollare-
mos la teorfa necesaria en cada caso.

Ejemplo 1

Realice la grifica de f(x)} = «* + 4x* + 5x—2
Paso 1: Determinacién de los-cortes con los ejes
Para hallar los cortes con los ejes procedemas asf

a) Los cortes con el eje X se encuenhan alf‘resolver 18 ecuacion r(x)
En nuestro caso,
O+ 42+ B5x—2=0 L
Por medio de la division sintética, analizada en el Capitulo 7, conclui-
mos que x = 1’y x = 2 son soluciones de la ecuaclén, por tanto x=1ly
x = 2 son los cortes de la grafica con el eje X. -

b) Los cortes con el eje Y se encaentran a.l calcular f(x=0)
En nuestro caso,

flx=0)=—2
Por lo que el corte con el eje Y, estd ubicado.eny = —2.
Los cortes de la grafica son: (1, 0) y (0, —2).

Paso 2: Obtencién de la primera derivaday de los posibles puntos criticos

BEs posible que el mismo varfe un poco de un texto a otro.
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Al calcular la primera derivada de f(x) obtenemos:
f'(x)=38x* —8x+ 5

La determinacién de los puntos criticos se realiza de acuerdo con la si-
guiente teoria:

Definicion
Si f(c) existe, decimos que ¢ es un punto critico de f, si f'(c)
= 0 6 si f'(c) no existe.

a) En el caso f'(c) = 0, f presenta un méximo o mfnimo local en c, esto es,
f(c) es el valor mayor o menor de un intervalo que contiene a ¢ (véase
Figura 13.1).

Figura 13.1 Mdéximos y minimos locales.

Formalmente definimos los puntos méximos y mfinimos locales®* asi:
b) En el caso de que f'(c) no exista, puede ser que en f(c) se presente “un
pico”, o que c es tal, que Lim f'(x) = «(véase Figura 13.2).
x—>c

341,05 valores miaximos y minimos locales también se denominan valores méximos y
minimos relativos, o simplemente extremos relativos.
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v4 v

|
|
f'(e) no existe |
|
|
|

Figura 13.2 Valores de ¢ para los que f' (x) no existe.
En nuestro caso: f' (x) = 3x*> — 8x + 5, luego f'(x) estd definida para
todo x, por lo que los tinicos puntos criticos son los valores de x, tal que

3x® —8x+ 5 = 0;esdecir x= -35~ » 2 = 1 son los puntos criticos.

Paso 8: Obtencion de la segunda derivada y de los puntos de inflexién
La segunda derivada de f(x) es:
f'(x)=6x—8

La determinacion de los puntos de inflexién se realiza de acuerdo con la
siguiente definicién:

2

Decimos que ¢ es un punto de inflexién, si f"'(¢) = 0 6
f"(c) no existe: c es un punto en el que la grifica de f cambia
su concavidad, de céncava hacia arriba a coéncava hacia abajo,
o viceversa®® .

Decimos que una grafica es concava hacia arriba sila grifica queda por
arriba de sus rectas tangentes, en caso conttano, decimos que es concava ha-
cia abajo. Véase Figura 13.3.

35 Algunos autores la llaman convexa arriba o convexa abajo.



APLICACIONES DE LA DERIVADA 285

Céncava arriba Céncava abajo

Figura 13.3 Concavidad de una curva.

vy

Punto de inflexién punto de inflexién

Cébncava abajo

Céncava arriba

Céncava arriba

I
|
I
I ,
X, X

Figura 13.4 Puntos de inflexion.

En nuestro caso, como f"(x) = 6x — 8, '’ (x) est4 definida para todo x,
los puntos de inflexién son los x tales que f"' (x) = 0, esto es:

6x—8=20

8 4
X = —— = -
6 3

4 3 . i
x= 3 es el Gnico punto de inflexion.

Paso 4: Determinacién de las regiones de concavidad

La determinacién de las regiones de concavidad se basa en el siguiente teore-

ma:
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Teorema 1

Si f es una funcién con segunda derivada, entonces:
f es concava hacia arriba, para todo x tal que f''(x) > 0.
f es concava hacia abajo, para todo x tal que f"'(x) < 0.

En nuestro caso sabemos que f''(x) = 6x — 8; por tanto f serd céncavo
hacia arriba con los x en los que 6x — 8 > 0, y concava hacia abajo en los x
en los que 6x— 8 < 0.

Siguiendo el procedimiento descrito en la segunda seccion de este capitu-

" 4 n . 4
lo, podemos determinar que f > 0 si x> 3 yf <0six< -é— , luego, f es

4 B 4
concava hacia arriba si x > 3 y f es cOncava hacia abajo si x < -—é- . La Ta-

bla 13.1 resume dicha informacién.

4
X= —
3
—— + f”
) U f
co bai punto de > 6 b
ncava abajo inflexibn - Céncava arrlv a

Tabla 13.1
Paso 5: Determinacion de las regiones de crecimiento y decrecimiento,
y de maximos y minimos

La determinacion de las regiones de crecimiento y decrecimiento se basa en
el siguiente teorema:

Teorema 2

Si f es una funcién con primera derivada, entonces:
— f es creciente, para todo x tal que f'(x) >.0. -
— f es decreciente, para todo x tal que f'(x) < 0.

El concepto de funcién creciente y funcién decreciente viene dado por la
siguiente definicién:
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Se dice que f es una funcién creciente en un intervalo, si da-
dos dos puntos x, y x,, con x; < x,, entonces f(x;) < f(x,).
f es decreciente, si dados x; < x,, entonces f(x;) > f(x,),
véase Figura 13.5.

y A

fix,)

fix,) [

Fix,)

Funcién creciente. Funcién decreciente

Figura 13.5 Funciones crecientes y decrecientes,

En nuestro caso, f'(x) = 3x* —8x+ 5.
Para hallar las regiones de crecimiento o de decrecimiento, debemos en-

contrar los valores de x, tales que f'(x) > 0, f'(x) < 0, respectivamente.
De manera similar, obtenemos dichas regiones solucionando: 3x*> — 8x+
5>0y3x?—8x+ 5<0.

5
1 3
+ - + f
_/ f
f creciente f decreciente f creciente
x = x= 0
3
punto punto
méximo minimo

Tabla 13.2 Regiones de crecimiento y decrecimiento.

En la Tabla 13.2, observamos que x = 1 es un punto méximo, f pasa de
5

creciente a decreciente; x = 3 es un minimo, f pasa de decreciente a cre-

ciente.
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Paso 6: Obtencién de asintotas

En este caso particular, por tratarse de una funcién polinémica, no existen
asintotas. La teorfa se tratard en el siguiente ejemplo.

Paso 7: Realizacion de la grifica

A continuaci6n aparece un resumen de las caracteristicas mds importantes de
la grafica de f(x) = x® — 4x? + 5x— 2, conclusién de los pasos anteriores:

Cortes {1,0) y (2,0) (0,-2)
+ —_ +

A~

1

5
3
f(1) = 0 méximo

f(-g—)=0.11 minimo

— +

N V)

4
f(—3— )= —~0.074 punto de inflexién

/-
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Ejemplo 2
x—3
x+ 2°

Realice la graficade y =

Paso 1: Cortes con los ejes

x—3
a) Cortes con x
x+

luego el corte con x es (3,0)
3 3
b) Cortescony f(0) = — 5 luego el corte con el eje Y es (0, ——-é—>

Paso 2: Primera derivada y puntos criticos
y' = (x+2)(1)—(x—3) (1)
(x+ 2)
o5
C(x+2)

Punto critico x = —2, ya que y '(—2) no existe.

y

Paso 3: Segunda derivada y puntos de inflexién
" (x+ 2)*(0) —(B)-2(x+ 2)
. @+ 2)°
. —10 (x+ 2) 36
(x+ 2)*

puntos de inflexién: x = —2,yaquey (—2) = 0

Paso 4: Regiones de concavidad

-2
+ — f”
U N f
punto de
inflexion

36 Con el 4nimo de facilitar la solucién de la inecuacién f'(x) > 0, es mejor no can-
celar el factor x + 2 en esta expresion.
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Paso 5: Regiones de crecimiento: maximosy minimos

Como el punto critico x = —2 es un punto de mﬂex16n, entonces la grafi-
ca no tiene ni méximos ni minimos. De hecho f'(x) es siempre positiva, y
por tanto f es siempre creciente.

Paso 6: Asintotas

Como dijimos anteriormente, una asintota es una recta®’ a la que una gra-
fica se aproxima para ciertos valores. En una grifica se pueden presentar
tres tipos de asintotas lineales: horizontales, verticales y oblicuas, de las
cuales maximo dos se pueden presentar simultineamente en una misma
grafica. En la Figura 13.6 se ilustran estos casos.

1 ' ‘
Y | Y
I \
|
|
|
' — wmme B e Gen  EES S e G v — v — ——
|
+ - -
| X . . X
Asintota vertical Asintota horizontal

!

| 4 |
| Y /

Y I Y.
| /4
| | /4
SN N T — = I/’

\ i I,
+ > : I »
I X 7 X

/7
| L/ |
i
| / |
! /
Asintota horizontal y vertical Asintota vertical y oblicua

Figura 13.6 Asintotas de una gréfica.

Como se observa en la figura y se explicard més adelante, no se presenta el
caso en que una grafica tenga simultdneamente asfntota horizontal y obli-
cua.

37En nuestro estudio s6lo consideraremos asintotas de tipo lineal, aunque existen de
otro tipo, por ejemplo cuadrética y ciibica.
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Determinacion de asintotas

La existencia de las asfntotas depende de la clase de funcion.

X
Si una funcién es racional, esto es de la forma -I-,—(—) escri ta de la mane-

q(x )
ra més simplificada, su gréfica tendréd:-

a) Asintotas verticales en los valores de x en los cuales q(x)

b) Asintotas horizontales si el grado.de p(x) es menor o igual al grado de
g(x), en cuyo caso,

— la asintota serd la recta y = 0 si el grado del numerador es estncta-
mente menor que el grado del denominador.

— laasintotaeslarectay 7—--;, donde a es el coeficiente de la variable

de mayor grado del numerador y b el coeficiente de la variabie de
mayor grado del denominador.

Ejemplo 3

x : 3
, 5 ta und asintota verticalen X = = —
Py presenta u agglp n T3

ya que este valor de x hace el denominador tero. Existe una asintota hori-

En la funcién f(x) =

2 ‘ .
zontal en y =-é— ya que 2 es el coeficiente de la variable de mayor grado del

numerador y 3 es el coeficiente de la variable de mayor grado del denoﬁ:ina-
dor, como se muestra en la figura.

¢) Asintotas oblicuas, si el grado del numerador es uno mas que el grado del
denominador. En este caso, la asintota oblicua es la funcién lineal (recta)
que se obtiene en el cociente al realizar p(x) entre g(x). .
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Ejemplo 4
x? .
La funcién y =x_+—1 tiene una asintota oblicua dada por larectay = x — 1,

ya que este es el cociente de dividir x* entre x+ 1.
Ademaés, esta funcién tiene una asintota vertical en x = —1. En la si-
guiente figura se ilustra la situacion.

7
Ve
/7

x =1

|
I
i
H
1
!
l
nl
' .
{ /
]
i
A
!
(
!
|
]

x+ 2’
x = —2, y una asintota horizontalen y = 1.

Paso 7: Gréfica

En nuestro caso, como y = tendremos una asintota vertical en

——— e = on ] e e e - -

x—-3

Gréficode y = .
x+2



APLICACIONES DE LA DERIVADA 293

Ejemplo 5
2x2
x? —x—2°

Paso 1: Cortes con los ejes

Realice la graficade y =

a) Conel gje x,
2x?
& —x—2
b) Conelejey, y(x=0)=0
luego el punto de corte es (0, 0).
Paso 2: Primera derivada
(¢ —x—2)4x— 2x* (22— 1)
(% — x—2)? ,

, 22 —8x  —2x(x+4) = —2x(x+4)

T (@@ —x—2) (2 —x2—2)pP (x—2)(x+ 1)

=0,2x=0 x=0

14

y=

y

Puntos criticos

= 0,x=0,x=—4
Fay 0T
z no existe; x = 2 1
o existe; x= 2, x = —
f'(x)
Paso 8: Segunda derivada
' 2 g x? + 4x
y o= (¥ —x—2)?
. (x* —x—2)? (2x+ 4)— (2> + 4x) 2 (x* —x—2) (Zx—l}
yo=2 @ —x—2)
. (22 —x—2) [(a® —x—2) (x+ 2)— (£ + 4%) (2x—1)]
y =-—2
(& —x—2)*
_ —4( — x—2) (—=° — 62* + 4)
B (x* —x—2)*
y e Ax? —x—2) (2 + 62 + 4)

(x> —x—2)*

Al hacer y"' = 0, obtenemos:

x= 2y x=—1 (soluciones de x> —x—2 = 0)
x = —6.1 (solucién tnica de £° + 6x> + 4 = 0)
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como puntos de inflexion
Paso 4: Regiones de concavidad
-6.1 —1 2
- + - e
] U N v f

Paso 5: Regiones de crecimiento méximos'y minimos

Como x = —1 y x = 2 son puntos de inflexién, entonces x= 0 yx= -4 son
puntos maximos y minimos.

i3

-4 0

= v | =

i,

luego x = —4 es un minimo y x = 0 es un méximo..
flx = 0)=0
flx=—4)= 1777

Paso 6: Asintotas

x
Verticales: los ————— =0,
xt —x—2

luego x=—1yx= 2,
Horizontales: y = 2
Paso 7: Grifica 4

-6 -5 —4 -3 -2 -

2 x2

Gréficade y =
I y x2 — x -2
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Observacion: Note que aunque la gréfica corta a la asintota, se aproxima a
ella para valores grandes negativos.

13.3 Problemas de méximos y minimos

Una de las aplicaciones mas usuales del célculo diferencial, es hallar maxi-
mos y/o minimos (puntos 6ptimos) en problemas pricticos de ‘aplicacion.
La teoria desarrollada en la seccién anterior; para hallar maximes o mini-
mos locales de funciones, puede aplicarse para encontrar.los valores méxi-
mos y/o minimos en problemas practicos.

Al 1gua1 que para la realizacién de una grifica, la solucién de un proble-
ma de miximos y minimos puede obtenerse siguiendo una serie de pasos
que se enuncian a continuacién:

Pasos a seguir para solucionar un problema de méxnnos
mmlmos

1. Escribir una ecuacién que represente la cantidad que se
quiere maximizar (o minimizar).

2. 8i la ecuacién anterior contiene mds de una variable, es
necesario encontrar una ecuacién que relacione dichas
variables, con el objeto de escribir la ecuacién a maximi-
zar (0 minimizar) en funcién de una tnica variable. Un
grafico puede ser de gran ayuda.

3. Cuando la ecuacion a maximizar (o mmumzar) dependa
de una unica variable, se obtiene el méximo (0 minimo),
igualando la primera derivada a cero, buscando los pun-
tos en donde la primera derivada no existe, o verificando
los puntos extremos. :

4. Verificar que efectivamente el valor obtenido es un maxi-
mo (o minimo).

Ejemplo 6

Una fébrica produce x articulos a un costo ¢(x) = 150,000 + 3602x—0.02x2 .
La ecuacién de la demanda de dicha fabrica estd determinada por la ecua-
cién 30x + p = 6600. Encuentre el niimero de unidades que se deben vender
para maximizar las utilidades. En este caso,

Paso 1:
Es claro que se quiere maximizar las utilidades; luego la ecuacién es:
- U=R—C
en donde U representa la utilidad, R el ingreso y C el costo.
U= x-p— (150,000 + 3602x — 0.02x2)
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Paso 2:

Como en la ecuacién anterior existen dos variables, x y p, debemos obtener
una ecuacién que las relacione, '

En este caso 30x + p = 6600,
luego p = 6600 — 30x, entonces _
U = x2(6600 — 30x) — (160,000 + 3602x — 0.02x?)
U = 6600x — 30x* — 160,000 — 3602x + 0.02x?
U(x) = 2998x — 29.98x* — 150,000
Paso 3 :
Derivando obtenemos:

U '(x) = 2998 — 59.96
igualando a cero, obtenemos: -

2998 = 59.96x
x = 29_98
59.96
x = b0
Paso 4: ‘ )
s0 |
+ I - F

Efectivamente, el valor obtenido es un méximo.

Ejemplo 7

Halle las dimensiones del tridngulo is6sceles de mayor 4rea, que puede inscri-
birse en un circulo de radio r = 10.

Paso 1:

F Xt = =3 = = —~
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Como lo que se quiere es maximinar el drea del tridngulo, entonces:

A. boh
- 2
Paso 2: Por la figura:
20 b = 2107 —(10—ay
LIS N b = 220x—2
14 h = 20—«
X |
1
220x— a2 (20 — %)
luego, A=
2 N
Paso 3: A’ =+20x— 2 (—1)+ (20—x)—3—v(!20x—x’)5 (20 — 2x)
4 o S@x—a)+@0-mao—® |
V20x— 2 -
(20 — x) (10 — x) = (20 — x)
10—x=x
10— x= 2x
x=5
Paso 4: 5
+ - f

/ \ p

luego con x = 5 se obtiene un idrea méaxima, por lo que
b=2100—26=27T6=10V3
h=20—5 h=15

entonces, b = 10 /3 y h = 15 son las dimensiones del tridngulo de drea
méaxima. .

Ejemplo 8

Un hombre estd en una lancha en el mar a una distancia de 2 km. de un
punto A de la playa, y debe ir a un punto B de ella situado a 9 km de A,
como se muestra en la figura. Si puede recorrer la playa a una velocidad de
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60 km por hora, y viajar en la lancha a una velocidad de 10 km por hora,
;qué recorrido debe hacer si quiere minimizar el tiempo empleado?

9 km

T

Paso 1:

Asumiendo que el hombre desembarca en un punto C a x kilometros de A,
entonces el tiempo total ¢ empleado para trasladarse desde el punto inicial
hasta el punto B es el tiempo empleado en el viaje en lancha ¢, , y el tiempo
empleado en caminar ¢, ; entonces

tr =ty +t,

b
R YN 4

Como las velocidades son constantes, el tiempo empleado para recorrer cual-

d
quier distancia d, es t =— ; luego:
v

ty= 7, yt, = 7~ endonded, =4+ & ;porlo que
, VIF 2 '+ 9—x 4VITE + (9—12)
T= = ‘

15 60 60
Paso 2:

Como el tiempo, que es la funcién a minim.izar,Aesté' colocada en términos
de una Unica variable, entonces : S ,
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Paso 3:

4X (4+ x’)‘lﬁ + (1)
60

4x 16 x?

:74+ocE =1 4
2

16x’=4+x’;15x’=4;x=\/-17-15i=—§—§§g

(tr) = 0

+
%

por lo que el tiempo empleado es:

8.26 + 8.4838

ty = % = 0.2790

Paso 4:
05161

- PR

~— .|

El valor obtenido es efectivamente un minimo. -

Nota: En algunos casos es importante probar los valores extremos, en nues-
tro caso, halle el tiempo parax= 0y x= 9. '

. 2 9
si x=0 ir = —1—5— + —63 = 0.2833
9.22

x=9 tr= —Ig— = 0.6146

lo anterior reconfirma que, efectivamente, t = 0.2790 es el tiempo minimo.

13.4 Variables relacionadas: {raz6n de cambio)

En distintas situaciones de la vida diaria, muchas funciones cambian con el
tiempo y todas las variables que las componen. Consideremos el ejemplo de
un tanque de forma cénica al que le estd entrando agua a una determinada
velocidad; a medida que el tiempo cambia, se altera el volumen de agua que
contiene el tanque, cambian también la altura del nivel del agua y el radio,
y por ende el 4rea de la superficie circular del mismo. En este caso, el volu-
men, el drea superficial, el radio y la altura, son variables relacionadas.

En Economia, la utilidad depende de la cantidad de unidades vendidas
y del precio de cada unidad; por tanto, la utilidad, el nimero de unidades
vendidas y el precio, son variables relacionadas.
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Igual que en los problemas de maximos y minimos, en los de variables
relacionadas existe un procedimiento a seguir para obtener la solucién:

Pasos a seguir para solucionar un problema de variables rela-

cionadas:

1. Encontrar una ecuacién que relacione la variable cuya ra-
zén de cambio se ha de calcular, con otras variables cuya
razén de cambio se conoce. Una figura puede ser de gran
ayuda.

2. Derivar la ecuacién anterior en forma implicita.
3. Remplazar las cantidades conocidas.

Ejemplo 9

Un tanque conico tiene 10 m de didmetro y 16 m de altura. Si estd entrando
agua al tanque a razén de 800 m?> /seg, calcule la razén de cambio, del radio
de la superficie, cuando éste es de 3 m.

Paso 1:

Por geometria sabemos que el vo-

1 .
lumen de un cono es V = ry nr®h,

Ademas en la figura podemos ob-
servar que los tridngulos son semejan-
tes, por lo cual es posible realizar una
razdn entre sus lados correspondientes,

asi:
5 16 h 16 r6m
— T e ; = E— r 3
r h 5 T
I
1 16 '
entonces: V=—nr:| — r ], luego
3 5
1
Vv =—E ar
15
Paso 2: Derivando implicitamente con respecto al tiempo, obtenemos:
d 16 dr’
2o = afze I
dt 15 dt

Paso 3: Remplazando:
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m? 16 dr
800 = = 2(3)(Om?)—
sog s "®OmH

dr m
dedonde — = 8.84 -—.
dt seg

Ejemplo 10

Un avién que vuela a una velocidad de 990 km por hora a una altura de
10,560 m, se acerca a un aeropuerto. En el momento en que la distancia
entre el aeropuerto y el avidon es de 300 km, ;cOmo estd cambiando esta
distancia?

Paso 1:

Por la figura, 22 + y2 = 22,
luego,

dx dy dz
Paso 2: 2x — + 2y — =2z — ,
dt dt dt

p .
como la altura de vuelo del avién es constante,-a%» = 0, por lo que

x i = zﬁi , luego
dt dt
Paso 3:
dz kx dx
4tz dt
dz_ /(@00km) — (1056 km)’ km
dt 300 km h
dz _ 299.83 km
- 00 04

d k
2% _ 989.44 =2
dt h
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Ejemplo 11

El ingreso mensual por publicidad de cierta revista es R(x) = 56,000 + 1050x
+ 0.175x% pesos, cuando se venden x revistas. La circulacion de la revista es
de 1500 ejemplares mensuales, y estd creciendo a razén de 80 revistas por
mes. ;A qué ritmo esté creciendo el ingreso mensual por publicidad?

Paso 1:
R(x) = 56,000 + 1050x+ 0.175 x?
Paso 2:
dx
= (1059 + 0.835 x) —
dt
Paso 3:
dR
T = [1050 + 0.35 (1500)] (80)
dR
—— = (15756) (80
T ( ) (80)
dR
T = 126,000 pesos por mes

13.5 Latangente a una curva

Para encontrar la ecuacion de la recta que es tangente a una curva en un pun-
to dado, necesitaremos encontrar la pendiente de dicha tangente
Consideremos la siguiente definicién: .

Definicién de pendiente de una curva: e
La pendiente m de una recta tangente a una curva f(x) en el

punto a, es
+ h)—
m= Lim [ M 71@ _
h>0 h
Ejemplo 12
Halle la ecuacién de la recta tangente a la cuxva f(x)= x> —3x enel
punto x = 3.

Primero hallaremos la derivada de f(x), para poder calcular m.
f' (x)= 3x* — 6x, luego
m = f'(a) = 3(3)* —6(3)=27—18
=9
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Ahora hallaremos la ecuacion de la recta.
Enxg = 3,fo(x)=0=y,.

Como y = yu + m (x— x;), entonces

y =0+ 9(x—3)
y = 9x—27
Ejemplo 13

Halle la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) In x—x* en
el punto x= 1.

1
f'(x)=; —2x

f'(1)= —1— —2(1)=—1=m

Enxo=1,yo= ln1—12 = -1

luego y = yo + m(x— x;)
y = ~1—1(x-—1), luego
y = —x es la recta tangente

13.6 Resumen
Recuerde que:

1. Si f(c) existe, decimos que ¢ es un punto critico de f, sif'(e) =
6 si f'(¢) no existe.

2. Sif''(¢) = 0 o f"(c) no existe, decimos que C es unpunbo de inflexién.

3. Si f es una funcién con segunda derivada, - entonces f es concava hacia
arriba, para todo x, tal que f"'(c) > 0 y f es céneava hacia abajo, para to-
do %, tal que f'"(x) < 0.

4. Sif es una funcion con primera derivada, entonces f es creciente pata to-
do x, tal que f'(x) > 0 y f es decreciente para todo x, tal que f "(x) <O0.

5. Los pasos para realizar una grifica son:
a) Determinar los cortes con los ejes.
b) Obtener la primera derivada y de los posibles puntos crfticds.
c) Obtener la segunda derivada y de los posibles puntos de inflexi6n.
d) Determinar las regiones de concavidad (convexidad).

e) Determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento y de los méxi-
mos y minimos.

f) Obtener las asintotas de la funcién, si existen.
g) Realizar la gréafica.
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6. Los pasos a seguir para solucionar un problema de méximos y minimos
son:

a) Escribir una ecuacion que represente la cantidad que se quiere maxi-
mizar (o minimizar).

b) Si la ecuacién anterior contiene mds de una variable, es necesario en-
contrar una ecuacién que relacione dichas variables, con el objeto de
poder escribir la ecuacién a maximizar (o0 minimizar) en funcién de
una Gnica variable.

Un grafico puede ser de gran ayuda.

¢) Cuando la ecuacion a maximinar (o minimizar) dependa de una Gni-
ca variable, se obtiene el maximo o minimo, igualando la primera de-
rivada a cero, buscando los puntos en donde la primera derivada no
existe, o verificando los puntos extremos. '

d) Verificar que efectivamente el valor obtenido es un méximo (o mini-
mo).

7. Los pasos a seguir para solucionar un problema de variables relacionadas
son:

a) Encontrar una ecuacidon que relacione la variable cuya razén de cam-
bio se ha de calcular, con otras variables cuya razdén de cambio se co-
noce.

Una figura puede ser de gran ayuda.

b) Derivar la ecuacion anterior en forma implicita.
¢) Remplazar las cantidades conocidas.

13.7 Ejercicios y problemas

1. En las sigulentes funciones determine puntos méximos, minimos; puntos
de corte con los ejes, regiones de crecimiento, decrecimiento y puntos de
inflexion. Realice el gréfico.

a) f(x) = x* —8x—4

b) f(x) = x* —52* + 100

c) flx) =x*+38x2+1

d) f(x) = 10x% + 2425 + 15x* + 3
e) f(x) = (x* —1)°

2

_ x
D 0 = —
2x + 18
O 19 =TT
=
h) fla) = —Z—

i) fix)

2
x3 (8—x)
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g)
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f(x) = 10x% (x—1)?
x2
A
3x® —2
flx) = —Q
o x?—3x
flx) = =+ 1

Resuelva los siguientes problemas de maximos y minimos:

El departamento de recreacion de una ciudad planea construir un cainpo
de juego rectangular que tenga un area de 3600 metros cuadrados y ro-
dearlo con una valla. ;Cémo se puede hacer usando la menor cantidad
de valla?

La librerfa de un colegio puede obtener del editor un libro a un costo
de $2000 la unidad y ha estado ofreciéndolo & $8000. A este precio,
usualmente ha vendido 200 ejemplares por mes. La librerfa planea re-
bajar el precio para estimular las ventas y estima que por cada $500 de
reduccién en el precio se venderan 20 libros més. ;A qué precio debe-
ria vender el libro para generar el mayor beneficio posible?

Para encerrar un campo rectangular nay 820 m de valla disponible. 6Co-
mo deberfa usarse esta valla para que el érea encerrada sea lo mis grande
posible?

Un cultivador de citricos estima que si se plantan 60 naranjos, Ia produc-
cién media por drbol serd de 400 naranjas. La produccién media decrece-
rd en 4 naranjas por arbol adicional plantado en Ia misma extension.
(,Cuantos arboles deberia plantar el cultivador para maxnmzar la produc-.
ci6én total?

Un fabricante ha estado vendiendo bombxllas a $320 pesos cada una y,a
este precio los consumidores han comprado 600 bombillas por mes. El
fabricante desearia elevar el precio y estima que por cada $80 pesos de
incremento en el precio se venderdn 1000 bombillas menos cada mes. El
puede producir las bombillas a un costo de $200 pesos por bombilla.
6A qué precio deberia vender las bombillas para generar el mayor benefi-
cio posible?

Una caja abierta tiene que ser hecha a partir de una pieza cuadrada de
cartén de 18 por 18 pulgadas, quitando un pequeiio cuadrado de cada
esquina y plegando las alas para formar los lados. jCuédles son las di-
mensiones de la caja de mayor volumen que puede construirse de este
modo?

Una caja cerrada con base cuadrada debe tener un volumen de 250 m?
El material para el suelo y la tapa de la caja cuestan $75 pesos por me-
tro cuadrado y el material para los lados cuesta $50 pesos por metro
cuadrado. ;Puede construirse la caja por menos de $500 pesos?
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h)

)

k)

1)

11

m)

Una lata cilindrica debe contener 4 pulgadas cibicas de zumo de naran-
ja congelado. El costo del metal de construccion de la tapa y de la base
es el doble por pulgada cuadrada que el del cartén del lado. ;Cudles son
las dimensiones de la lata menos costosa? '

Una firma de plésticos ha recibido un pedido del departamento de recrea-
cién de la ciudad para fabricar 8000 tablas de polietileno para su progra-
ma de natacién en verano. La firma posee 10 méquinas, cada una de las
cuales puede producir 30 tablas por hora. El costo de puesta a punto de .
las méquinas para producir las tablas es de $200 por méquina. Una vez
puestas a punto las méqmnas, la operacn‘m es totalmente automdtica y
puede ser controlada por un Gnico supemsor de produccién, qué gana
$400 pesos por hora.

—  Cuéntas méquinas deberfan usarse para minimizar el costo de pro-
duccién?

— z,Cuénto ganaré el supervisor durante la marcha de producclon si se
usa el nimero 6ptimo de maquinas?

— ¢Cuénto costara poner a punto-el nﬁmero 6ptimo de méquma.s?

Un comerciante ha comprado varias cajas de eierto vino lmportado. Cuan-
do el vino envejece, su valor crece, pero:finalmente el vinp pasaréd su me-
jor momento y su valor decrecerd. Suponga que dentro de x afios, el va-
lor de una caja habrd cambiado a un ritmo de 1530—20x pesos por afio
y que las tasas de almacenaje permanecerdn ﬁ;as a $350 pesos por caja
por afio. jA qué precio deberfa vender el vino el comercmnte para
obtener el mayor beneficio posible? :

Un fabricante recibe materiales en bruto en cargamentos iguales que lle-
gan a intervalos regulares a lo largo del afio. El costo de almacenaje de
los materiales en bruto es directamente proporcional al tamafio de cada
cargamento, mientras que el costo total de pedido anual es ‘inversamente
proporcional al tamafio del cargamento. Demuestre que el costo total se--
r4 el menor si el tamafio de los cargamentos es tal que el costo de alma-
cenaje y el costo de pedido son 1gua.les

Un granjero quiere construir un corral rectangular y d1v1d1rlo por una va-
lla paralela a uno de los lados. Dispone de 240 pies de valla Halle las di-
mensiones del corral de 4rea méxima que puede construir.

Halle dos niimeros no negativos de suma 1 que hagan méxlmo el produc-
to del cuadrado de uno por el cubo del otro.

La longitud y el contorno de un paquete: que ha de .enviarse por eorreo
no puede sobrepasar en total las 100. pulgadas. Halle las dimensiones ad-
misibles en correos para un cilindro circular recto de maximo. volumen
posible.

Un rectdangulo tiene un penmetro de 100 pies. ¢ Que longltud y. anchum
habria de tener para que su drea fuera méxima?
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El consultorio de un médico es una habitacion rectangular con un semi-
circulo en cada extremo. Si la habitacién ha de tener un perimetro de
200 m, halle las dimensiones que haran el drea de la region rectangular
lo mayor posible.

Un tridngulo rectingulo en el primer cuadrante esti formado por los
ejes X y Y y una recta que pasa por el punto (2, 3). Halle los vértices del
triangulo para que su drea sea minima,

Una compaiiia estima que el costo (en pesos) para produéir x unidades
de un cierto producto viene dado por

C = 800+ 0.04x+ 0.0002 x?

Halle el nivel de produccién que minimiza el costo medio por unidad.
Compare este costo medio minimo con el costo medio cuando se pro-
ducen 400 unidades.

En la promocién de cierto articulo un fabricante ha descubierto que la

demanda viene dada por x = . Suponiendo que el ingreso total

R viene dado por R = x p y que el costo de producir x articulos estd
dado por ¢ = 0.5x + 500, halle el precio por unidad que da un benefi-
cio maximo.

Dada la funcién de costo ¢ = x3 —6x? + 13x.

— Halle el valor de x para el cual la funcién de costo medio es mini-
ma. '

— Para el valor de x hallado anteriormente, pruebe que el costo margi-
nal y el costo medio son iguales.

Resuelva los siguientes ejercicios sobre variables relacionadas (razén de
cambio).

Un hombre de 170 cms de estatura camina a razén de 4 km por hora,
alejandose de una fuente de luz situada a 4 m de altura.

— (A qué velocidad se alarga su sombra?

— ;A qué velocidad se aleja el extremo de la sombra de la base de la
luz? '

Un hombre de pie sobre un muelle hala de una ¢uerda para acercar un
bote hacia la base del muelle. La fuerza se aplica a 10 m de altura. ;A
qué velocidad se aproxima el bote a la base del muelle cuando estd a
una distancia de 15 m de ésta, si el hombre hala la ‘cuerda a razon de
3 m por segundo?

En una planta de arena y grava, la arena estd cayendo de una 'cinta trans-
pies?®

portadora formando una pila conica a razén de 10 . -El diametro

min
de la base del cono es aproximadamente tres veces la altura. ;A qué ra-
z6n estd cambiando la altura de la pila cuando tiene 15 pies de altura?
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d) Una cubeta tiene 12 pies de largo y 3 pies de anchura en su parte supe-

e)

f)

g)

h)

rior, sus extremos son tridngulos issceles de 3 pies de altura. Si el agua
saad

, ('_a‘ qué velocidad estd subiendo el nivel del

caeenlacubetaa 2

agua cuando tiene 1 pie de profundidad?

Al caer una gota esférica de lluvia, alcanza una capa de aire més seco en
los niveles més bajos de la atmésfera y comienza a evaporarse. Si esta
evaporacién se produce a una velocidad proporcional al irea de la super-
ficie (s = 4nr?) de la gota, pruebe que el radio se contrae a velocidad
constante.

cm
La arista de un cubo se expande a razén de 3 - (A qué  velocidad
cambia el volumen cuando cada arista tiene 1 cm y 10 cms? -
dx cm
Un punto se mueve sobre la curva y = x? de forma que — vale 2 —
o dt ~min
dy
Halle —— cuando:
dt
x=0
x=3
1 dx cm
Un punto se mueve sobre la curva y = -—————de modo que —= 2 —
1+ x?) dt min
d
Halle il cuando:
dt
x=—2
x=2
x=0
x=10
Halle la ecuacién de una recta tangente a la curva y = x° y paralelaala

rectadx—y+ 1=0.

1
Halle la ecuacién de una recta tangente alacurvay =— y paralela ala
rectax+ 2y —6 =0,

Existen dos rectas tangentes a la curva y = 4x — x? que pasan por el
punto (2, 5). Halle las ecuaciones de tales rectas y represéntelas grafica-
mente para comprobar el resultado.

Existen dos rectas tangentes a la curva ¥ = x? que pasan por el punto
(1,—3). Halle las ecuaciones de tales rectas y represéntelas grificamente
para comprobar el resultado.



CAPITULO 1 4

La integral

OBJETIVOS

Al finalizar el presente capitulo el estudiante estard en capacidad de:

1. Calcular la integral de algunas funciones utilizando las reglas apropmdas
2. Calcular el 4rea bajo una curva dada. : .

3. Calcular el drea entre dos curvas. ¢

4. Calcular la probabilidad, dada una funcién de probabilidad contmua

14.1 Introduccién

En los dos capftulos anteriores estudiamos el concepto més importante del
célculo diferencial: la derivada. En este capitulo haremos una introduccion
al segundo concepto importante del cdlculo: la integral.

Aunque Newton y Leibniz dieron una versién de la integral y la utiliza-
ron para el cdlculo de 4reas, fue George Friedrich Riemann (1826-1866) quien
proporcioné una definicion exacta de integral.

En este capitulo estudiaremos la relacion exxstente entre la derivada y la
integral, y utilizaremos el concepto de integral para el cdlculo de areas bajo
una curva y algunas otras aplicaciones a la fisica y la economia. Omitiremos
el método utilizado por Arquimides (287-212 A.C.) para la obtencién del
drea de algunas regiones planas, y tema obligatorio de casi todos los textos.

El objetivo de este capifulo no es ensefar a integrar, sino mostrar la rela-
cién existente entre la derivada y la integral, y algunas aphcacmnes de esta
(ltima.

14.2 Antiderivada

En los dos capitulos anteriores trabajamos con la definicion de derivada y sus
posibles aplicaciones, y resolvimos el problema ‘‘dada una funcion f( x) hallar
su derivada, f'(x)”.

Esta seccibn, y una parte de este capitulbl, la dedicaremos al problema in-
verso: “Dadauna funcién f(x), hallar una funcién F(x)tal que, F'(x) = f(x)”.
Llamamos a F(x) una antiderivada de f(x).3%

3 Una antiderivada se llama también primitiva.

3n
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Ejemplo 1

Si f(x) = 8x*, entonces F(x} = x* es una antiderivada de f(x), ya que
F'(x) = (£%)' = 8x* = f(x).

Definicion de antiderivada
Se dice que una funcién F es una antiderivada de una funcién
f, si para todo x en el dominio de f,

F'(x) = f(x)

Observe que en la definicién se dice que F es una antiderivada y no la
antiderivada. El siguiente ejemplo ilustra tal diferencia.

Ejemplo2 Sea F(x)= 3x® y G(x)= 3x* + 4

En este caso, F'(x) = 24x” y G'(x) = 24x", por lo que F(x) y G(x) son
primitivas de la funcién f(x) = 24x7. ; .
En general, una funcién de la forma
H(x)+ 8x® + ¢, ¢ = cte,

serd una primitiva de la funcién f(x) = 24x’. E} anterior e,]emplo puede gene-
ralizarse en el siguiente teorema:

- Teorema 1

Si F es una ant1denvada de tma funexén f, entonces G(x) =
P(x) + ¢, con ¢'= cte es también una antiderivada de f.

La funcién de G(x) = F(x) + ¢ en el teorema anterior, permite encontrar
la familia de antiderivadas de una funclon sumando una constante a una an-
tiderivada conocida.

Por ejemplo, como — (6x‘) = 24.7&:3 F(.x) = 6:::3 por tanto, G(ac)

6x* + ¢, c = cte representa la familia de todas las antiderivadas de la funcién
f(x) = 24x° 3 '

Se dice también que la funciéon G’(x) 6x* + ¢ es 1a solucién general de
la ecuacion ‘ :

f(x_)_ = G'(x) = 24%°

3?En algunos libros, a la funcién G(x) se le denomina la antiderivada general de la
funcién f(x).
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o simplemente

dc
dx

= 24x°

En forma general, si y = F(x) es una antiderivada de f, entonces F(x)
€s una solucioén de la ecuacion : :

dy _
Ex_ = f(x)

La ecuaci6n anterior se denomina ecuacién diferencial*® y nuestro obje-
tivo al resolverla es encontrar el valor de la funcién F(x).= y que la satisface.

Para resolver la anterior ecuacién que se denomina de variables separables,
primero se escribe ésta de la siguiente manera

dy = f(x) dx

La “operacién” que permite encontrar todas las soluciones de esta ecua-
cion, se denomina integracién, y se representa asf:

fay=[f(x)dx

En general, f f(x) dx, representa la operacién que permite encontrar una
antiderivada de f(x), luego:

[dy=y+ e
[ f(x)dx= F(x)+ o

portanto y+ ¢ = F(x)+ C,
y=F(x)+ ¢c2 —eci

y=Fx)+c
Ejemplo 3
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:
9Y gt 2x
dx

separando las variables,
dy = (5x* + 2x) dx,
luego, integrando en ambos miembros

fdy = [(bx* + 2x)dx
y = x5+ x4+ ¢

**Una ecuacién diferencial es una ecuacién en la que la incognita, en este caso la
funcién F, aparece dentro de una derivada.
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Al proceso de encontrar la antiderivada de una funcién por medio de la
“operacioén’’ integracién, se le denomina integrar; éste es uno de los procesos
mas complicados del cilculo, pero nosotros trabajaremos con funciones cuya
integral es facil de calcular.

14.3 Integrales definidas

La relacién entre antiderivadas de una funcién y la integral, puede escribirse
de la siguiente manera:

f(x)dx = F(x)+ c, si, y solamente si, F'(x) = f(x)

En la ecuacién anterior, la expresién a la izquierda de la igualdad se de-
nomina la integral indefinida de f, f(x) se- denomina el integrando y dx indica
que x es la variable de integracion; mientras que en la expresién de la derecha
¢ se llama la constante de integracion.

Ejemplo 4
/4.7c3 dx=x"+c¢c
4x3® : Integrando
dx : Indica que estamos integrando una funcién cuya variable es x.
c : Constante de integracion.

x* + ¢ : Antiderivada general de la funcién 4x3.

A continuacién figuran distintas férmulas para encontrar las integrales
(antiderivadas) de algunas funciones:

Algunas férmulas para integrar

xnﬂ
x? dx = +ec,n#—1
[ n+1

1
jx‘l dx=J-;dx= Inx+ ¢

/e“dx =e¥+ e

Las férmulas anteriores se obtienen teniendo en cuenta que:

d ( g1
— +c¢c)=2"
dx n+1 )
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d 1
— (nx+tc) = —=x"!
dx x

d
— (e* +¢) =e”

dx
Ejemplos
“£+l
1. /x"’ dx =
4+ 1
xS
= — C
5
. e ¥
2. /\/de= ]x' do= —— = 2
1 +1 3
2 2
= Ei.x%-+-c
3
1 x—4+l
3 f— dx=[x"“dx=
x? —4 + 1
-3
= * = - —x3+¢
—3

Las siguientes propiedades nos permitirdn calcular integrales de otras
funciones ‘‘mas complicadas’’:

Reglas de integracién

fa f(x)dx = a [f(x)dx, a constante

[lf(x)+ g(x)] dx= ffx)dx+ [g(x)dx

Ejemplos

—2+1
1, fsx-2 dx=3 fx-2 dr= %
2+ 1
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3x!
-1

=—3x1+c¢c

2. [@x+ P)dx = [2xdx+ [ dx

. 2 X
2 4
= x2+-}—1-x‘+c
3. /<3e"+ -——) dx = /3e dx+ /—-——dx
3/e"dx+4 /x"dx=3e"+ 431'

3e* —4x ' + ¢

Las anteriores integrales se realizaron en forma casi inmediata aplicando
las formulas estudiadas. Esto no significa que integrar sea un procedimiento
facil de realizar; por el contrario, es tal vez uno de los més dificiles. El cdlcu-
lo de integrales mds complejas esta fuera de los objetivos de este libro.

14.4 Integrales definidas y el 4rea bajo una curva

La integral representa el drea bajo una curva. Dada una funcién f(x) y un par
de rectas x = a y x= b, véase Figura 14.1, entonces el drea sombreada se re-
presenta mediante:

/,, fla) dx

fix)

Figura 14.1
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b
La expresion / f(x) dx se denomina integral definida de f entre a y b,

a
siendo ¢ y b limite inferior y limite superior de la integral, respectivamente.

El cilculo de una integral definida se realiza mediante la siguiente defini-
cion:

Definicién de integral definida
Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces,

b

] f(x) = F(b) — F(a)

Ejemplos

4
1. [ (2x5 + 3)dx
2

a 4 4
[ (225 + 8)dx= f 2x% dx+ ] 3dx
2 2

4 4
x6
= — + 3
3 X
2 2
4¢ 26
= — = +(34—3-2
3 3 ( )
4096 — 64

= ———— +(12—6
3 ( 6)

4032
3

+ 6

1344+ 6

1350

x+ x?

, V=
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/3 x+x’d 3x+x’d
— x = — x
1 x* ! x

]
D
w
|«
)
&
+
—
w
3
Q
]

3 3
1 1
3 3
_ x% xi'
-3 5
2 2
1 1
R N 1*
|3 s 5 5
2 2 2 5
_ 23T -2  2V%3 2
- 3 5 5
_2(VIT-1) | 2(VEEE -1
3 ) 5

I

2 @VE-D+ = OVE-1)

8. Calcule el 4rea bajo la curva f(x) = x> —3entrex=—1y x= 1.
Como dijimos anteriormente, la integral definida representa el “‘drea ba-
jo una curva’’, luego
/ 1

-1

il

1 1
Area (x* — 8)dx =/ x? dx—-/ 3dx
-1

-1
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13_ __13

- 2= —sa-en)
2 16

=5 —3@=- 3

La grifica muestra el area bajo la curva.

Yﬁ

De acuerdo a-la figura, el significado de ‘‘drea bajo una curva’’ es.real-
mente el drea entre la curva y el eje X. Dependiendo del lugar donde esté si-
tuada podrfa ser positiva o negativa. El signo representa la ubicacién del area.

x2
4, Calcule el area bajo la curva f(x) — "y entrex=1yx=3

3 x2 1 3
Area=f — dx = —f x% dx
1 2 2 J,
3
1 x3
T2 3
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La grifica muestra el area bajo la curva.

5. Calcule el drea bajo la curva f(x) = £* + 2x— 1 entre x = ——;— y x=1.

Area

/_;(a? + 2x— 1)dx=fi1}x3 dx+ /i*z'xdx— [i*l dxﬂ‘

x? 2x?
= = + 27 —
4 2
-4 -+ -+
14,_. 4 2 2 1 2
(“‘z‘) (‘1’ ‘(*E)) ( (1))
= + —(1—(-=
4 2 2
-1
S P A
. 2
15 3 3
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_ 15+ 48— 96
- 64

_ —33

T 64

La grafica muestra el irea bajo la curva. -

Fix) =x3 +2x—-1

Como se observa en la figura la parte por encima del eje X es mas grimde que
la parte que se encuentra bajo el eje X, luego el drea total es positiva.

- 1
6. Calcule el drea bajo la curva f(x) = 2° entre x= —1 y x = >
x|
Area =[ x¥dx = —
1 4
-1
1\* — =1y} 1 = 15
_\ 2 16 64
B 4 4

La grafica muestra el drea bajo la curva.
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Fx) =x3

Y

En este caso el area bajo la curva y eI eje X es menor que el 4rea por encima

de la curva y el eje X,

145 Area entre dos curvas

Los conceptos de la seccion anterior pueden extenderse para calcular el drea
de una region entre dos curvas, como se muestra en la Figura 14.2.

N
v

gx

fix)

s

Figura 14.2

La siguiente definicién permite encontrar el 4rea nombrada en la figura.
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Definicion

Area entre dos curvas:

Si f y & son continuas en [a, b] y g(x) < f(x)
para todo x en {a, b], entonces el area de la

region limitada por f(x) .y &(x) entre & = a
yx=bes

A= ] () — g(2) | d

Ejemplos

1. Calcule el drea de la regién limitada por las qurvas fix) = aq’ +2x+1y
g(x)= 3x+ 3.

La siguiente figura muestra la regién cuya area se quiere cakgular.

W
»k
) .3 3
.19
-k
x

Inicialmente debemos encontrar el punto de corte de las grificas; para és-
to igualamos las funciones dadas y resolvemos la ecuncién as{ obtenida: x

22+ 2x+ 1= 8x+ 3
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x? ~x—2=0
(x—2)(x+1)=0
x=2

x=-—1

Como la funcion g(x) = 8x + 3 es mayor que f(x) = x> + 2x+ 1, entre
x=—1y x= 2 entonces el 4rea es:

2

Area = / [8(2) — f(#) | dx
-1
2
=/ [ (Bx+ 8)— (2 + 22+ 1) ] d=
1
=/ (8x+ 3—a? —2x—1) dx
-1

. .
= / (—a2 + x+ 2)dx

[ x . ]
=|-— + = +2«
3 2 ‘

- -3 @ - D)+ 5 @ — 1)+ 22— (1)

(1

1 1
—3 @+ -2—(3)f 2(3)

3
=—8+ —+86
2
9
2

2. Calcule el drea de la regién limitada por las curvas f(x) = x2° y g(x) = 32
- 2x,

La siguiente figura muestra el drea entre las curvas que se quiere calcular.
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:‘-y=3x7—2x

L] T L L T L] L] T L] LJ L] L § L e

Iniéialmente encontramos el punto de corte de las dos gréficas asf:
x? = 8x% —2x

x —3x2+ 2x=0

x(x? —3x+ 2)=0

Hx—2) (x—1)=0

Luego los puntos de corte son: x=0,x= 1y x=2;

Como se observa en la grifica anterior entre 0 y 1, la funcién y = x? se en-
cuentra situada por encima de la funcién y = 8x% —2x; pero en el intervalo
de 1 a 2 la situacién es contraria, luego el drea viene dada por: '

1 2
/ [2° — (3x? — 2x)] dx + / [8x? — 22— (x)] dx
(1]

1

A

1 2
A = / (x° — 3x? + 2x)dx + / (8% —2x—x°)dx
0 1

1 : 2
x4 3x? 2x? 3x3 2x3 x*
= - + + = - - =
4 3 2 3 2 4
0 1
1 2
4 4
_.x3+x2 +x3_x2_i4_
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(rms)-orfe e ) -o-3)

1

1
4 4_2

14.6 Funciones de densidad (probabilidad continua)

Cuando se trabaja con distribuciones de probabilidad continua, la probabili-
dad se interpreta como un irea, por esta razén calcular probabilidades es
equivalente a calcular areas.

Para calcular la probabilidad en un determinado intervalo debemos tener

en cuenta el concepto de funcién de probabilidad continua, que damos en la
siguiente definicion:

Ejemplos

1.

b)

2,
a)

b)

Definicién de funcion de probabilidad continua:

Se dice que una funcion f es de probabilidad
continua en un intervalo [a, b] si:

a) f(x) = 0 para todo x en [a, b]

b
b)[ f(x)dx=1

Muestre en el intervalo {0, 1] que la funcién f(x) = 2x es de probabﬂldad
continua.

Para verificar que f(x) = 2x es de pxobabxhdad contmua, debemos mos-
trar que se cumplen las dos condiciones de la definicion,

Es claro que en el intervalo [0, 1], f(x) = 2x es mayor que cero.

1
2xdx = x*
0

1
=12 —0=1

0

luego la funcién es efectivamente una funcién de probabilidad con-
tinua.

Encuentre el valor de %2 para que en el intervalo [1, k], f(x) = 8x + 3
sea una funcion de probabilidad continua.

Nuevamente es claro que en el intervalo [1, k], f(x) = 8x+ 3 > 0,
luego

k debe satisfacer la siguiente condicién:

2 k

+ 3x =1
1

/k (8x+ 3)dx =
1
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4x? + 3x =1
1

(4k? + 3k)—T =1

4k? + 3k—8=0

- —3+ 9+ 4(4) (8)

B 8
b= —31++/9+ 128

B 8

p— i . N

= —3——§i7— , luego los posibles valores de k& son:
k, =—1.8375
k, =1.088

El nico valor de k a considerar es el valor positivo, ya que en el intervalo
[—1.8375,1], f(x) seria negativo.

Cuando se tiene una funcién de probabilidad continua que depende en
un intervalo [a, b], el calculo de la probabilidad sereahza mediante la siguien-
te definicién:

Definicion:
Si f(x) es una funcion de probabilidad continua de-
finida en un intervalo [a, b] entonces la probabili-
dad de una variable x en el subintervalo [c, d] se
calcula asi:
d
Ple< x<d)= / F(x) dx

<

Ejemplos

. . P
1. Sif(x)= 3 x*® definida en el intervalo [1, 2], calcule R<—§-<,x < ——;—)

Segun la definicién:
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o0 ) )

15 T 15
1

3.34x 1073

2. Sif(x)

1 8
Pl—<ax<—).

Aplicando la defhﬁcién:

3 ;
76 (x? + 3x) definida en el intervalo [0, 2], calcule

1 3\ (*+ 38
P(—z—- <x<§—)— + 2—6(x + 3x)dx

t 3 3 3 o
=/+ 26~ 47 f& 26 (8% dx

26 52 +

a\s /LN 3\t 1\
&) G) ) o(3)
~ 26 26 52 52

0.125+ 0.3108

0.4353

14.7 Otras aplicaciones
Ejemplo 5 ‘
Cerca de la superficie terrestre, la aceleracién de la gravedad esde g = 9.8“\

Si un objeto es lanzado hacia arriba con una velécidad inicial V, = 49

seg?

m , desde un edificio de 40 m, gcudl es la velocidad y la altura a la que se
seg
encuentra 3 segundos mas tarde?

Solucion:

Como el objeto inicialmente estd subiendo, la aceleracién es negativa,
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. dv
sia = — , entonces
dt

dv
—=—9.8
dt

dv = —9.8 dt, integrando se tiene que -
fdv = [—9.8dt

v =—9.8t+c

El valor de la constante ¢ puede obtenerse de la condicion V(¢ = 0) = 49,
luego

49 = 98(0)+ ¢
¢ = 49, por tanto,
v = —9.8t+ 49.

por lo que V(t= 3)= —9.8(3) + 49

m
V(it=3)= 196 — .
seg
ds
ahora, como V = E , entonces

L a8t+ 49
dt

ds = (—9.8t+ 49)dt
[ds = [(—9.8t+ 49)dt

—9.8 t?
§ = 5 + 49t + ¢

—4.91t* + 49t+ ¢

I

s
como en el caso anterior,
s(t=0)= 40 = —4.9(0)* + 49(0) + ¢
luego ¢ = 40, entonces

s= —4.9t% + 49t + 40,
s(t = 3) = —4.9 (3)* + 49(3) + 40
s(t=8) = 142.9 m.
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Ejemplo 6
Ley del enfriamiento de Newton
La ley del enfriamiento de Newton dice que la razén a la que se enfria un

objeto es proporcional a la diferencia entre la temperatura del medio ambien-
te A, y la temperatura del cuerpo T, esto es,

dt ,
Si un cuerpo se saca de un horno a 100°C, ;cudl es su  temperatura des-

pués de 2 horas, si en la primera media hora el cuerpo tiene una temperatura
de 50°C? La temperatura del medio ambiente es de A = 25°C. '

Solucidn:
dT
— =k (25—
2 ( T)
dT

26—T

=kdt

-—/ = kdt
T—25

—In(T—25)=Fkt+c
Segan las condiciones del problema, para t = 0, T = 100, lﬁe‘g‘b
C = —In (100 — 25), entoqces
~—lIn (t —25) = kt — In (75)
como para ¢ = 0.5 (horas), T = 50, S

—In (50 — 25) = k(0.5) — In(75).
In 75— In 25 = k(0.5)

in E = k
25 2
k= 2In 3, luego

—in(T—26)= 2 8t —InT5
para t = 2, la temperatura T, sera:
—In(T—25)=(21In8)2—1In 75
m(T—25)=In75—4In8
In(T—25)=In75—In 81
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75
In(T—25)=In—

81
%
T—2b=
81
T=25+0. 926
T = 25.926

Ejemplo 7

Crecimiento bacteriano S T
Una colonia de bacterias crece en forma proporcional a la cantidad presen-
te de bacterias en un instante de tiempo t; ésto es, si B representa la canti-
dad de bacterias, entonces

—=FkB
dt
Suponga que un md1v1duo es atacado por una sola bacteria que se dupli-
ca cada quince minutos. (,Cuantas bacterias tendré el mdlvxduo mfectado
después de ocho horas? :

Solucién:
dB
Como —=F%kB
dt
dB
B fra
B
ImB=kt+ C

Como para t = 0 (momento inicial), B = 1, entonces
0

17{ - ROt
¢ = 0,luego
InB=Fkt

como para t = 0.25 (un cuarto de hora), B = 2, entonces

1
n2 =k (z)
E=4In2,
kR =In2*
k = In 16, luego
InB = (in 16)t,
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Parat=8, InB = (In16)(8)
InB = In1l6®
B = 168

B = 4,294,967,295 bacterias

Ejemplo 8
Determinacion de la edad por medio del carbono 14%!

Teniendo en cuenta que la vida media del carbono 14 esde unos 5700 afios,
se tiene que la variacion de la cantidad de carbono 14 con respecto al tiempo

es: : .
dy _ 1 n 1
at _ \ 5700 2 /Y

d
—d%'- = (—0.0001216) y

$Qué edad tiene un objeto en el que se ha desintegrado el 95% del carbono
14? h

d
Como —5— = (—0.0001216) y

d

-yl = / (—0.0001216)dt

Iny =—0.0001216 ¢+ ¢
Si para t = 0, la cantidad presente era del 100%, entonces
In 1= (—0.0001216) (0Y+ C,
luego ¢ = 0, entonces s
Iny=0.0001216¢
VA
paray = 0.05 (5%, ya que se ha desintegrado el 95%),
// ‘

/.

7

1 Con el método del carbono ¥4 se puede determinar la fecha en que ocurrié un
hecho de la prehistoria y la edad de ciertos objetos ‘‘relativamente nuevos’ (de menos
de 50,000 afios).

El carbono 14 hace parte de la eompasicién quimica de todo ser vivo (al igual que
el carbono ordinario). Se fija en las plantas por fotosfntesis, y en los animales y el hom-
bre se hace presente cuando se alimentan de ellas. Al morir los organismos vivos, la can-
tidad de carbono 14 empieza a disminuir con respecto a la del carbono ordinsario. La téc-
nica consiste en determinar la relacién entre estas dos cantidades, lo cual permite con un
error del 5% al 10%, encontrar la edad del objeto en.cuestion.
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In (0.05) = —0.0001216¢
_ In(0.05)
© —0.0001216
= 24,635,9 afios

-
|

Ejemplo 9

Costo marginal

El costo marginal de producir x articulos viene dado por la siguiente ecua-
ci6én diferencial:

d

£ - 10x* + 60x? + 150x— 200

dx o
Si los costos fijos son de $150,000, ;cuinto cuesta producir x = 20 articu-
los?

Solucién:

d
Como d—: = 102 + 40x? + 150x — 200

fde = (10 2* + 60x? + 50x— 200) dx

4 3 - S ’
c = 10 x + 60x + H$0x — %00+ ¢
4 3 2

5x*

¢ = + 2023 + 25x? — 200x+ ¢
como para/’x = 0, ¢ = ¢, = $150,000
' 4

; bx
C(x) = + 20x° + 25x% — 200x+ 150,000

e(x = 20) = 400,000 + 160,000 + 10,000 — 4,000 + 150,000
‘e(x = 20) = 716,000

14.8 Resumen

Recuerde que:

1. Una funcién F es una antiderivada de una funcién f si paratodo x € D,
F'(x) = f(x)

+1

2 /x"d— x + 1
' S awr Tent
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1
/x" dx = /— dx=Inx+ ¢
x
fe" dx=e*+ ¢
faf(xydx=a [f(x)dx, aconstante

fIfx)+ g(x)dx = [f(x)dx+ [g(x) dx

Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces
b
[ f(x) = F(b) — F(a)

La integral representa el drea bajo la curva.

Si f y & son continuas en [a, b]'y g(x) € f(x) para todo x en [d, b], eh-
tonces el drea de la regién limitada por f(x) y g(x), entre x=ay x=b
es

b

A= j [(2) — &(x)] dee

Se dice que una funcién f es de probabilidad continua en un intervalo
[a, b] si: )

f(x) =2 0 para todo x € [a, b]

fb flx) dx=1

a .
R

Si f(x) es una funcion de probabilidad continua definida en [a, b] enton-

ces la probabilidad de una variable x en el subintervalo {c, d} se caleula
asi:

d R
Plc < x< d) /f_jl/-/rr_s:i dx

14.9 Ejercicios y problemas de aplicacion

1.
a)
b)
c)
d)
e)

Calcule la antiderivada general de las siguientes funciones:
flx)=x* + 3x—2

fla) = (x—2)°
f(a) = (3x+ 5)
fla) = e

flx) = x e



d)

e)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

1
f(x) = Sx

f(x) = 6x+/3x% + 5
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Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy
dt

dy
dx

dx

il
dt
d

dt

Resuelva las siguientes integrales:

/ (x+ 2)% dx
x—8

/ e dx

/ 3x d:)c
x+ 2 7

/ /1+ x

3
/ (8x% + 5x7%)dx
1

/ e¥ dx
0

/2 (x3 + 5)dx
-2

t2 + 3t,siparat=0,y = 2

Vxyd,siparax=0,y=38

' 4

dt

—— = (x® —/x% )y?,siparax=4,y=0

1\2 ) ' 1
=+/(t+ e —4,siparat=1,y=0; .t> Fy

d dy
= (—y)= 3t+ 2, siparat=0, — =

2,y=4
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4,
a)
b)
c)
d)
e)
5.
a)

b)
6.
a)

b)

b)
c)
d)

10.
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Halle el 4rea de la regién limitada por:

La grafica de f(x) = (x— 3)?, el eje X, desde x = O hasta x = 3

La grafica de f(x) = x* + x, el eje X desde x = 1 hasta x= 4

La grificade f(x) = —x? + 2x+ Sylarectay = 2, entrex=3yx= 5
La grifica de f(x) = x® — 2x+ 3y deg(x)= x2 + 3

La grificade f(x)= x> + x,y=0,entre x= 1y x= 2

Halle el 4rea de la regi6n limitada por la gré.ﬁca de f(x) = 3x+ 6 y
8(x)=3—2x y eleje X

Obtenga el area anterior utilizando métodos geométncos.
Resuelva los siguientes problemas:
Desde el suelo se dispara un proyectil hacia arriba con una velocidad ini-

cial V, = 50% . Halle la velocidad después de ¢ = 2 seg y la altura a Ia

que se encuentra el proyectil en ese momento. ¢,Cua1 es la altura méxima

a la que sube el proyectil? .

Resuelva el problema anterior si la atracclon de la gravedad esg= 3.7
mz , ¥ la velocidad inicial es V,, = 20 ——

seg seg

Halle la funcién f que satisface las siguientes caracteristicas: en cualquier

punto la pendiente es m = 2x% y pasa por el punto (2, 4).

Halle el valor de k de tal forma que:

La funcién f(x) = k x* + xen [0, 2] sea una funcién de probabilidad.

24

3 5 - , S
La funcién f(x) =-f1_ﬂ— en [0, k] sea una funcién de probabilidad.

Halle P(0 < x < upara la funcién definida en 8 a).

1
Halle m; detalformaqueP(0<x< m) = - pera la ﬁmclén f(x) =
x? + x,

Un bizcocho es sacado de un horno con una temperatura uuclal de T,
80°C. Si la temperatura ambiente es A = 20°C y en un cuarto de hota el
bizcocho se enfria hasta T = 50°C, scuénto tiempo debe pasar hasta que
la temperatura del bizcocho se reduzca hasta T = 25°C?

Un termémetro marca inicialmente una temperatura T, = 18; 30 segun-
dos después marca una temperatura de 11°C, y 30 segundos més tarde,
una temperatura de 6°C. ;Cuél es la temperatura del medio a.mb1ente‘7



11.

b)

12.

b)

13.

a)

b)

14.
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Suponga que una poblacién inicial de 30 moscas de la fruta se multiplica
en forma proporcional a la cantidad de moscas presente en un instante ’
dado. Si un dia después hay 95 moscas,

¢Cudntas moscas habra 5 dias después?

;Cuantos dfas transcurrirdan hasta que el numero de moscas sobrepase las
10,0007

La vida media del uranio radioactivo es de 4500 millones de afios.

Después de 1000 millones de afios, ;jcudnto quedara si se tienen inicial-
mente 2 gramos de uranio radioactivo?

¢{Cuinto tiempo debe pasar para que se desintegre un 80% de uranio
radioactivo?

El costo marginal por unidad cuando se producen x unidades es C'(x) =
6x? + 2x + 3. El costo total para producir 10 unidades es $494,000.
¢Cudnto cuesta producir 20 unidades?

Un fabricante estima que el ingreso marginal por unidad al vender x uni-
, 100 .
dades es R (x) = —+ 400x, si el costo marginal correspondiente es
x

C'(x) = 150 «. Si la utilidad es producir y vender 10 unidades es de
$197,600, ;cudl es la utilidad al producir y vender 30 unidades?

La utilidad marginal de cierta fabrica es U'(x) = 384,000 — 2x por uni-
dad al producir y vender x unidades. Si la utilidad al producir y vender
10 unidades es $268,000, ;qué utilidad deja vender 20 unidades? ;Cudn-
tas unidades se deben vender para maximizar las utilidades?

Referancias '
Larson-Hiﬁstetler Cilculo con geometria analitica. McGraw-Hill.

Hoffmann.

Calculo para ciencias sociales y administrativas. McGraw-Hill,

Thomas- aney Calculo con geometria analitica. Addison-Wesley Iberoamericana.
Pourcel EdWin d. y Varberg Dall. Cilculo con geometria analitica. Prentice Hall Ibero-

amencana



Apéndice A

El teorema del binomio

Sea n un entero positivo y x un ntumero real. Al desarrollar explicitamente
(1 + x)" se obtiene una suma de términos, cada uno de ellos de la forma *‘un
coeficiente por una potencia de x’’. Por ejemplo,

(1+ x)* =1+ 2x+ x2,
(1+ x)® =1+ 3x+ 3x? + 2,
(1+ x)* =1+ 4x+ 6x? + 42° + x*

El teorema del binomio proporciona una férmula para el desarrollo de
(1 + x)" para cualquier entero n > 0, es decir,

n(n—1) nn—1) (n»——Z)‘
1-2 1-2-3

C(L+ )" =1+ nx+ B+ .2 (1)

El coeficiente de x* en el desarrollo de (1 + x)" es

nn—1)(n—2)...n—k+ 1)
1-2-3 k

@)

binemio’. Para ayudar a recordar su férmula, tenga en cuenta que el denomi-
nador es el producto de los enteros desde 1 hasta k. El numerador tiene el
mismo nimero de factores, que van desde n hasta n —k + 1 {decreciendo).
Sencillamente, escriba cada factor del numerador encima del correspondiente
en el denominador y asf obtendra el término sin error. Por ejemplo:

7 654! 7.8
<3> s 7-6-5-4!

Este coeﬁéiente se denota por ( " ) o por C% y se llama“‘coeficiente del

=l on

"3.2.1(7—-3)! 3.

n
En la notacion < ' ) el teorema del binomio adopta la forma

1+ x)" =1+ <:>x+ (;) © + (;>x3+...+ xn,

donde n es un entero positivo.
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El factorial k !

El producto 1-2+3. . . k de todos los enteros desde 1 hasta & se llama “facto-
rial de k”. As{ pues, 5! = 1.2+ 3-4:5 = 120. La férmula (2) para el coefi-
ciente del binomio puede escribirse entonces

nn—1)(n—2)...(n—k+ 1)
k!

De hecho, la formula (2) puede remplazarse por una formula que sélo tie-
ne factoriales. Es decir,

3)

rﬂn—i)(n—z).“(n—k+])(n—k)...3-2-1

n(n—1)(n-—-2)...(n—k+ 1)= (n=k)...321

n!
(n—k)!

Combinando lo anterior con (2), llegamos auna expres;én pura en facto-
riales para el coeficiente ( ), a saber,

<") n!
k)T TRG=RT @

Esta es la formula mas Gtil cuando usted dmponga de una calculadora que
tenga tecla de factorial de k.

0! = 1: Es necesario definir 0! como 1 para que la fé6rmula (4) siga siendo vi-
lida incluso en los casos k = 0 y k = n. Por ejemplo, si k = n, (4) es
)

n!

- o
n! 0!

que es lo que queremos: el coeficiente de x” en el desarrollo de (1+ x)" es
1. '

El teorema del binomio para (

(@a+ bY' =a”" + nga"'b+ a?pr+ ...+ 0"

El coeficiente de a”-* b* es

n\ nnr—1)n—2)...(n—k+1) _ n!
Y 1-2:3...k% T RN (n—k)!

por ejemplo, (a+ b)* = a* + 4a’b + 6a%b? + 4ab’® + b*




Apéndice B

Trigonometria

La parte mis Util de la trigonometria para el cilculo incluye el estudio de
tres funciones fundamentales: el seno, el coseno y la tangente. En este Apén-
dice se hace énfasis en la relacion entre el dngulo y la longitud del arco sobre
el circulo para obtener rapidamente las funciones trigonométricas.

Medida de un 4dngulo en radianes

En la vida ordinaria los dngulos se miden en grados, siendo 360° la medida
del 4ngulo circular completo. El nimero 360 fue escogido por los astrono-
mos babilonios, quizé por el hecho de que hay aproximadamente 360 dias en
un afio y también por el gran nimero de divisores de 360. Esta unidad, algo
arbitraria, complica mucho el cdlculo con las funciones trigonométricas. Una
unidad mucho mds natural y geométrica es la que se usa en cdlculo; se deno-
mina “radidn” y se define en términos de la longitud de arco del circulo.

Medida en radianes

Para medir el tamafio de un dngulo, tal como el ¢ ABC mostrado en la Figura
B, , se traza un circulo con centro en B.

/Ac ,,/Ac

Si el circulo tiene radio r, y el dAngulo determina un arco de longitud s,
entonces el cociente )

8
Figura B,

A
4[:]‘
)

se defme como la medida del dngulo en radlanes, y se dlce que el dngulo mi-
de — radlanes Es conveniente denotar la medida de un éngulo por el simbo-

lo d; esdecu'
s
0 = —
r

Como s y r son longitudes, su cociente no tiene dimensiones; ademads, la
medida en radianes no depende del circulo utilizado.

3
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Convarsion de grados a radianes y viceversa

Un éngulo de 180° es igual a dos dngulos rectos, luego mide 7 radianes. Es
decir, para convertir grados en radianes o radianes en grados basta usar la
proporcion
gr‘ados - radianes
180 1r

Ejemplo 1
;Cudnto mide en radianes un angulo de 30°"

Solucién: haciendo uso de la proporcién anterior,

30 _ radianes
180 o
se deduce que |
radianes = # 3.0 = =
180 6

Ejemplo 2
(Cuédnto mide en grados un dngulo de un radidn?

Solucién: utilizando la proporcién

grados _ 1
180 B e
entonces
180 180
= ~ — = 57.8°
grados 314

luego un angulo de un radidn mide aproximadamente 57.3°, algo menor que
60°.
\j

Definicion de las funciones trigonométricas

Dado un tridngulo racténgulo' de catetos xy y con hipotenusa r, como el de
la Figura B,, se definen las seis funciones trigonométricas seno, coseno, tan-
gente, cotangente, secante y cosecante, por las siguientes relaciones:

Figura B,




seno 4

coseno ¢

tangente 0

cotangente ¢

secante §

cosecante 8

|

sen 6

cos 0

tang 9

ctang ¢

sec 0

cosec §
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En la siguiente tabla se encuentran los valores de las funciones trigono-
métricas de algunos dngulos, tanto en grados como en radianes.

grados | 0°| 30° | 45° | 60° 90° 180° 270° | 360°
: 0 m L n m m 3n 27
radianes 5 1 3 3 > :
w 0| L|vz[vE] 1 o | a1 | o
24 2 2
cos 1 V3 v2 | 1 0 -1 0 1
2 2 2
tang 0 V3. 1 \/5‘ no existe 0 no existe 0
3
ctang o a 1 -g— 0 no existe 0 no existe |
sec 1[2 \/_—:;_— V2 2 no existe —1 no existe 1
cosec = 2 y VZ |2 \/g 1 no existe -1 no existe
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identidades trigonométricas

Cuando se trabaja con funciones trigonométricas, en algunos casos es conve-
niente convertirlas en otras equivalentes. Estas relaciones se denominan iden-

tidades trigonométricas y algunas de éstas son:

- Identidades trigonométricas bésicas

sen 6

tang ¢ =
cos @
cos 8

tango =
sen 6
1

seCc § =
cos @

1+ tang® 6 = sec? 6

1
cosec § =
sen 6
1
ctang 8 =
tang 0

sen? 9+ cos? 8=1
1+ ctang?® § = cosec? 0

Identidades para la suma y la diferencia de angulos

sen (x+ y) = gen x cos § + sen y cos x
sen (x—y) = senxCoOsy —seny cos X
cos (x+ ¥y} = cosxcosy — senxseny

cos (x—y) = cosxcosyt senxseny
+ _
tang (x+ y) = fang % tang y
1 — tang x tang ¥
tang x — y
tang (x —y) = fang :
1+ tang x tang y
Identidades para dngulosfd/obh’s/

sen 2x = 2 sen x CoOS X
cos 2x = cos®x—sen?x
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tang 2x= 2 x
ng Sx= 1 — tang® x

identidades para 4ngulos medios

x 1—cos x
sen — = ) ———
2 2

x / 1+ cos x
cos — = ——rerem
2 2

Cuando se trabaja con tridngulos que no son rectdngulos, las funciones
trigonométricas seno y coseno se definen mediante las relaciones denomina-
das ley del seno y ley del coseno, respectivamente enunciadas a continua-
cion:

Dado un tridngulo de lados A, By C con dngulos «, ., 4, como en la
Figura B4, se cumple que:

Figura B3

ley del seno:

' A B C

sen « sen f sen §

ley del coseno:
A* =B*+ C* —2BCcos x

B?=A2+ B*+ C* —2BCcos§
C? = A2+ B —2 ABcos it



Apéndice C

Geometria analitica

Sea L una recta que pasa por los puntos p; (%x;, Y1) ¥ P2(%,, ¥2).

P; (x;: yg)

d: distanciaentrep,; yp,
m: pendiente

d =(x, —x) + (2 —y:)?

Y2 — Y1
m= ———
Xy — X
m = tang o«

«: angulo de inclinacién

+a recta
Ecuacién general: Ax+ By+ C= 0

Otras formas de la ecuacién de la recta son:

346
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1. Punto-pendiente y — Y1 =m(x—x;)

2. Puntosp,,p, Y= = 220 (x—2x1) ;2 # x,
Xy — Xy

3. Intersectobym y=mx+ b

Relaciones entre rectas

Paray=m, x+ b, y y=m, x+ b, se cumple que:
a) Son paralelassim; = m,

b) Son perpendiculares sim, m, = —1

Cénicas
La circunferencia

Consiste en el conjunto de puntos (x, y) del plano que estdn a una distancia
positiva r, dado un punto fijo (h, k). _

Y‘}

(h, k)

A\
\, {(x,¥)

Ecuadbnéé de la circunferencia:
1. ConcentroenelorigenyradioR x2 + y? = R?
2. Centroen (h,k)yradio R (x—h)?+ (y —k)? = R?

La parébola ~

Es el conjunto de todos los puntos (x, y) del plano que equidistan de una
recta fija (directriz) y un punto fijo (foco) que est4 fuera de dicha recta.

/‘x

<

'\\
eje menor

/-
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Centro en (h, k), longitud del eje mayor, 2a; longitud del eje menor,. 2b.
a) Eje mayor, paralelo al eje X

— h)2 — b2
(x—h) + - 1
a® b?
b) Eje mayor, paralelo al eje Y
— B)2 — B2
et N C ) S

a2 . b2

¢) Distancia focal ¢ del centro 0 a uno de los focos

C=+a* =b?
d) Excentricidad e
c
€= <1
. a ' >

La excentricidad mide el achatamiento de las elipses.

foco

vértice

directriz

El vértice es V(h, k) y la distancia de V al focoesa> 0. -
Eje paralelo al eje X : .
— abierta a la derecha (y —k)? = 4da (x—h)

— abierta a la izquierda (y —k)? = —4a (x— h)
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Eje paralelo al eje Y :
— abierta hacia axriba  (x—h)? = 4a (y — k)
— abierta hacia abajo (x—h)? =4a(y —Fk)

Elipse

Es el conjunto de puntos (x, y) del plano cuya suma de distancias a dos pun-
tos distintos prefijados, llamados focos, es constante,

La hipérbola

Es el conjunto de puntos (x, y) del plano para los que la diferencia de sus dis-
tancias a dos puntos distintos prefijados, llamados focos, es constante,

v

Centro O(h, k), eje mayor 2a y eje menor 2b

a) Eje mayor paralelo al eje X

(x—h? =k
3 - ) =1
a b :
b) Eje mayor paralelo al eje Y
(y —k)? (x—h)?
a2 - b2 =1

¢) Distancia focal del centro 0 a uno de los focos

C=+Va* + b?
d) Excentricidad ¢
€= —>1



Apéndice D
Derivada de las funciones
trigonométricas

( ) du
— (senu) = cosu—
dx s ¢ dx

(cos ) du
-— (tosS UY) = —sen uy —
dx dx

(tang u) = sec’u du
dx g dx

(ctang u) = —cosec’u du
dx (e d

d

(secu)=secut du
— (secu) = secutangu ——
dx 8Y Tax
d du
P (cosec u) = —cosec u ctang u —
x ;

dx

Como regla, recuerde que las cofunciones (coseno, cotangente y cosecante)
llevan signo menos en sus derivadas.

Apéndzce E

Formulas fundamentales
de integracion

[+ 1 ax= 0+

2. flu+ vdx= [udx+ f\l.‘r.dx

8. Jfau dx = @ fudx, siendo a una constante

350
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/u"’du= -——';+_1+C, m+# —1

du
5. ~ =Inlul +C
" .

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

u
/a“ du = l:a +C,a>0,a+1

Je*du=e+ C

fsenudu=—cosu+ C
Jeosudu=senu+ C

ftangudu=ln |secul+ C
fctangudu=1In |senul+ C
fsecudu=ln Isecu+ tangul+ C
Jcosecudu = In | cosecu — ctang ul + C
[sec’udu=tangu+ C

J cosec?u du = +C

fsecy(a;lgudu=secu+0



Capitulo I

1.

A

=H

DCA
DCH
CCE

F=

I

FCJ ‘
ICJ '

a)

b)

lﬂJs,m 9,9
:m}eh{g

fale
{1y ) !

{1} {as,{ 1)}, {9, 1)

1‘1 e

AN S

a)
b)
c)
d)
e)
f

a)
b)
c)
d)
e)
f)

a)
b)
c)
d)
e)
f)

AUB—HJAAJAJJM
AnB—{s}

(AﬁB) {1,2,3,4,5,6,7,9, 10}
(AY B)'={2,5,7
ANBVYC=|

AavBnc=|

o)
6, 8,10}
6, 10}

14

» ¥y
1,4,
1,4

’ ’

¢
{a,b,c,d}

RESPUESTAS

x (persona) | x es estudiante o tiene mas de 30 anos}
x (persona) | x es estudiante mayor de 30 afios}
{ x aeroplano | x es Boeing 747 o pertenece A.L.S.)

—{x(alumnoUN) | x ¢ al primer afio }
AV U=U
AYVg¢=4A
AVA'=U

ANU=A

ANg=¢
ANA'=¢

Si, porque la union cumple la propiedad conmutativa
Si, porque la interseccién cumple la propiedad conmutativa
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6. a) A=B f) ACB
b) A=B g ACB
¢) ACB h) ACB
d) ACB i) BCA
e) A=B j) ACB
U Uuvu

® | o
o o)

AVUB ANB=¢ AUB=4
U U
“II’A
ANB=B AYB - AnB

AYB=B

@iBlave

Aanp've
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9. ¢ )7 GYo (i)e
b) i) 24 ()5 ()6
(i) 13

c) i) 60 M2 @)
10. A=1{¢, (1,2},11}),{e),1,({2}} '
gV BbF ¢)F d) v e) F Hv
gV RmV v i) F

1. o een= {I3),{5},13,5),¢}

b) p(M)= “3} ’ {5}1 {¢) ’ ‘3’5} ’ {3’¢} 9{5’¢} 9{3v59¢' 9¢}

) PAD= {1}, (1),{ (11} .16, 10,00, (1)) L {111} {6, 1,41),0)
12. a) sugerencia: aplicar propiedad distributiva

b) recuerde que: AV A'=U

c¢) aplicar leyes de D'Morgan.

13. Sugerencia: inicialmente aplicar la propiedad asociativa, recuerde la definicién de car-
dinal de 2 conjuntos.

14. Debe tener en cuenta las sugerencias dadas para el ejercicio 12.

Capitulo 2

1, Sugerencia: observe las Tablas del numeral 3 del resumen

2. 09 V ) V gV “* ) tautologia
v v F o
F F F
F. \4 F

3. a) Falacia b) Tautologia
4, Debeobtener en cada caso una tautologia.
5. Gons{ruir una fabla.
8. Usar \%\y 3
10, Recuer&leque”(p-»q)@p/\"'q
' |

|
|

Capitulo 3 '

1L.a) 2 b€ ¢c)@ d 2 e¢1 1@
g RN i) C

2. a) T—(+9=-2 b) 2 c)%sén
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d) R-|{o} e} (@,%) f) conmutativa
g) sumay producto h) véase a) i) véase a)

3.a) No,porque 1®2+#2®1
b) No,porque (2®@3)®1+¥2®((3®1)
¢} No hay idéntico
d} No hay inverso
e) 1

4. a) Verdadero b) Falso c) Falso
d) Aplicar R3, R¢, R4, en ese arden. _
e) Suponer que X; y X, son soluciones
f) Falso
5. sl x = y entonces x — y = 0; en el cuarto paso se divide por'x — y

9. a) y b), ambasse cumplen,

Capitulo 4
1.a) 6x>—8x—6 e) 8&° —2r+ 16+ 9r5®
b) —3x*+ l4xy —1x+ 4 ) —a® —14b* —13ab
c) 4a*+ ¢ & 16x* —2xy+ 2y?

d) —4y* —2x? —Bxy + 4y

2. a) 15x* —51x% + 30x% + 24x
b) 10m2n—4mn3? + mn —n* —6m? »
c) xy® +x2yiz+y% +xyl2 + x2y? + x3yz + xy? + x%yz
d) —bx® + 18x% — 3x* —28x% —14x + 24x + 24
e) 1207 + 8a* — 224%b% + 6ab* + 30> — 12ab? + 2b° —b°
f) s —2rs+6r> + 3r3s* —6r?s® + 18252 +5° — 2% + 66*
g 10x® —x5y +4x%y? + 11x3y% —7x%y* — 2xy% + 46
h) 4a® —6a°b + 3a*b? —6a°b® —a?* + 26b°5 —b°

3.a) a*+3a>—40 e) 27/::3 + 27+ 9x3 + x°
b) x*—2 7] 27m —21/E m?n + 18mn? -—2\/-n
c) 225+ 30x%y® + x4yl g x2+y? +22+ 2xy+ Zxz + 2yz
d) a%b? —2+/34%°b—3
4.0) (x+4)(x—2) B) (3x— 1)49x? + 3x + 1)
b) (;\\4) (x+8) ) (x+5)(*—5x+ 25)
¢} (x+1) (x+11) mj (k+ 3+ x)tk+ 3—x)
d) 3(2x+3)(2x—3) n) x(x+4y) (2x Iy)
e} (a—100) (a—3b) o) y(x—3y)(x+3y)
f) (x—2)(3x+4) p) (x—2+5)(Bx—y+4)

8 (x—1)(x+2)

h) (6x+ 11) (6x—11)

i) (x—3)(x+3)

) (x+y+5)(x—y—3)
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5.a) x*+2x*—5 R(x) =0
b) 8x2+5x+2 R(x) =5
¢) 2x2+3x+5 R(x) = 2x—4
d) 4x*+x—3 R(x) = —x+1
e) x+2x+3 R(x) = —2
f) x*+3 R(x) = 4x2+x+2
g 2x*—x+6 R(x) = —4x+ 11
h) x*—x?+1 R(x) = -2
) X +xty+ a3y +x2y3 + gyt o5 R(x) = 0
) $xr+2x+4 R(x) = 2
+ 3z — 5b
6. 6a + 33b y 856
(26 + 3b) (3b — 20) a(a — b)
—x* + x* + 12x% + 12« 3x° —8x? + 20+ 2
c) 7 2 d) 2 i
(x+ 1) (x+2) x(x* —1)
47 x+4
) Ena+ 4@+t =
(x+4)(x+5) 2
———————— h ——
¥ EThevy )%
: 1 ) 3x? + 4x+ 1) (17x2—24x+ 9)
VY T ( x(2x+ 1) x(4x — 3)
p E=3a-2m I) 11a+ 2b
2xt 1) (x+ 9) 5a
m (4x* —x) (x+ 3) (x+ 2)
) (x+ 1) (2x—3) (x® —x? — 2x — 3)
Capitulo 5
Ejercicio 1
8 1 7
—_ _— 81 d) ——
... 27 \-b,) 432 o 4 9
. 38 1
e) 729 n = g 256 k) T
3
Ejercicio 2
1 108y% a6 125
LA e R A A=
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32x° 36y%°
e) " )l 1 g) 12,10

Ejercicio 3

0 47'a2 b) —108x 8y c) x*y" d) (—125)(64)7 x>
e) 32x5y—4 f) 1 g) 36x—12 20 -10

Ejercicio 4 ,
-2 302 2 .4 ' p
a) 4xy b) 205—’5' c) 2a%b d) 6/3
y— . o
e) xyv/ 500xy® H 2xt+y F X2 y?

3x2

Ejercicio 5

2 1 _b_ n
0 3 L 4 c) a¥ 4 — e) 3

Ejercicio 6
2 -~
§—=VE b 4(VI-VE) o 4:,x22,.

9 VETHETT) 9 =e{evD* (ﬂﬂ][?—w‘]
f —M 8 —21,—(\/7—+~/5') p B V1-20)

1—2x?
. VvV ——3 Vx—4 . 56+ 3
)y CEERT 0 B

Ejercicio 7

" 1 5 (VT+V3) (V21) . 2x+ 3xVx—8vVx

4 ) 21 4x—x*
2 -_—

d) 4x e) 1 P (V7 —/11) (\/77)

1—=x 25 77
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(4% +3—=/x ¥+ 2) (x*/xT 2+ 3x2) 3
x(x +2) — 9x* 4—x

g

Capitulo 6

1. 0 x=% b) x=4—27 c) x=% é) x=§-§-
o x=—% " x=—% ) x=—  py =§
i) x=——221— ). x—-—zl:—

2.a) x=—38; x=—2 b) x=g— , X= —-g-
¢) No tiene respuesta en R, x‘=§+—8\'/—§-L ; x=5—:—8—\/—§-i—

d x=8 x#0 s
e) No tienerespuestaenR; x=+5i=+/—5; x= -'—-\/'5"'1"'—- —V=5

++/137 —+/1387 ’ '
f) x=§-———1— H x=5———3.- 6 x=835 ., x=-—3.36
2 2
—10+ /48 —10—+/48
g x=——]——=—154 , x=——" =—846
2 2 ,
9+ /=47 9+ \ATi

h) No tiene respuestaenR; x = 6 = o : H

r= 9—v—4T  9—/47i

6 6
) x=1 x=-3 j x=-2
3.¢) x =1‘“3; x =10 (solucion aparente) b) No tiene solucién
13
c) x= -4— d x=6: x = 3 (solucion aparente)
he e) No tiene solucién ) x=—4
g x=0,; x = — 4 (soluci6én aparente) h) x=4
i) x=0;  x=—4 (soluciones aparentes) j) x=0; x=3
4d.0) x=2 ; y=-3 (2,-3)

b) x=0 ; y=5 0, 5)
¢) x=—1,; y=3 (-1, 3)
d x=3 ; y=1 3,1
e) x=4 ; y=2 4,2)
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5.¢) (LO) ; (45 b) (2,2) ; (2,10 ) 3—1); (—4—8)
d (2,2 ; (-3,-8) ¢ (2,3 £ (3,5 & (50

h) (3,4 ;4,79 ) WEVE: (—vB—VB)

6.¢) (1,1,1) b (2,-3,3) ¢ (1,04 d) (0,0,1)
e) infinitas soluciones  f) infinitas soluciones g) infinitas soluciones
h) infinitassoluciones i) (2,1,3) J) (3,74, 1) ; (-3,4,1)

7. a) Los dos nimeros son 6y 9
b) x= 10 x= 60
y=120 ° y=140
c) 12236 votos recibié el ganador, quees A
d) 18 unidades/min produce el primero y 12 unidades/min produce el segundo.
e) El precio de una manzana es $180 y el precio de una pera es $45.
f) 1000 por periddico y 150 por T.V.
g) Notor =8$40; Coflin = $50
h) Neverstact recorre 40 km y Everknock recorre 51 km.
i) El promedio es de 3.0.
j)  a) $4,290,000 al 3% y $710,000 al 1%
b) $ 92,600
k) 216 articulos de $32,000 y 184 articulos de $ 4,500

1) Cada escritorio tiene un costo de produccion de $65,000.
m) x = 2573.15

n) Un nimero mayor de 400 empaques.
o) Nimero de aptos. a vender 20; Precio por apto. = $22, 000 000

p) a)

b)

td
x

~—1-3,0) 5
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c)
y
/ + x
&.0) 1
1
(0, -3)
+1
q) a) 2x+ 3y="1720
b) 180
r) a) (60,190)
b) (30,200)
¢) (40,1229.98)
Capitulo 7
1. g b)

‘c) d)
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5 _ 3 16
2 a) y——-2x—-2- b) y= -5—x+ 5
8 v+3 d) =1,
c) y—Zx y—6
1 y
3.a) y=x+— /1
3
(0, —)
3
X
1
-73.0
b) y=—2x+5 \
{0, 5)
(—.0)
2
4
¢) y=—x+—3- d y=—x—18
y y

\ 4
0—) \
\ {(—18, 0)

(0, —18)
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e) A AT y
: /
-, 0)
4
X
/o.—’—)
/ 10
f) y=5
y
y =5
4 a) (0 21 ( 63 0
. a 1Y\ =
10 19
57 57
by o-)v(- =50 o @y

d) (0,22 y (23—2,0)

5. @) Valen $937.500
b) y=-—b0x+ 40,000; 420 kilos
¢) aproximadamente 40 articulos
d) 1) y=100x + 15,000 Ecuacién de oferta
y =—33.33x + 118,333.33 Ecuacién de demanda

2) punto de equilibrio (775,92.500)
3) se procede como en los numerales 1) y 2) pero restandole $2500 al precio.

6. a) y=—x?

v {0,0)
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b) y=x2+5 !/
X
{0, 5)
x? 3
¢) y=—0 ——
2 2
(V3,0)
-/3,0) '
( 3 0)
>
x? 1
v y="F%"%
] X
(0,—-5—)
2
X
e) y ) N
: {0, 1),
vz, | \WZo
2 , 1 .10
. - J—. ——x t —
7. a) Q(x) 3 x 3 x 9
1 44
Rx)=— x+ —
() 3 * 9

v (0, 5)

v(59)

Cortes

(V3,01y (-v/3,0)
vfe-g)

v

Cortq; .

© 62,01y (-/2,0)



b) Q(x) =8x® + 58x? + 348x + 2088
R(x) = 6265

¢) Qx)= % x?

R(x) = 3% + —4-23::’—3

8. a) R(x)=1260
b) R(x)=38
1703

¢) R(x)= —

9. (No tiene respuestas, porque son verificaciones).

1

10. a) (—%—,ltx/ﬁ) b) (2,_3,_ _2_)
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e
—

1 1
a (-1, -2—) e) (—1,2,7) 5 (1,—11\/7‘)
Capitulo 8
l.a) x<-3 b) x>-—1 ¢) —5<x<3
13 5
b (- B0 )
e) 29<x<3.1 N x< %
g —1<x<5 h) —18<x<—2
42 12 9
) 42 _ 12 S 1
i) T <x 11 J) 2<5x< 2
1
20 (~=- 2 JU[g=) 5 @3 ¢ (—,~1]U[6,)

98 (—3,-1U®,2)
2
) (-1- 2 )uee=

3.a) (—4,0)
g [ %,13]

b) (—%°,—13)U(7, )
e) [—4,6]

e [—3,—2] ) (—=,—4)
k) (—9,—4)U(1,3)

c) [“ 2, )
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Capitulo 9
l.ag) [ 11 3 b)| —1 —10
3
5 10 1 17
- 2 7
¢c) [ 14 7 d) (no se puede realizar)
19
L 6 2
) 11 4
3 3
16 —2
3
2.0) [9] b) [ 6 ¢)[ 10 8
16 - 2 —8
=11 33
d) F20 -9 23 e) 3 2
5 7 —4 1 6
- 6 1 3 — 4 5
3.a) [ 28 14] b —1 18
| 41 70 [ -1 21
¢) [a+e —b—d:l d) ac—bd —ad—-be]
| b—d a—e be+ ad — bd + ae
49 [2 -5 1 -8 ] b8 —4 4 3
[ 1 3 : 0 1 -2
4 5 12
c) 1 0 -1 = 0
11 g
2 -1 0 1 5
13 27
5 =6 = — = —
a) x y 5 2 7

b) x=-2 y=3 z=1
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¢c) x=0 y=1 z2=0
6o) 4 _3_ b&_ 2 3. g 0 1
11 11 17 17 2
1 2 S 1 i 3
- 11 11 17 17 B ¥ 8
d) - 2 -1 e) (no tiene inversa) f) (no tiene inversa)
13 13 |
| 3 5
26 26
g r_1_ 1 k[ o
( V2 V2 [ 1 0]
-1 1
VZ V2
5 2 2
7. a) X = T y= T z= T
b) x=—1 y=3 z2=2

Capitulo 10

2. Ro= {(0,1),(0,2)...(2,1), (2, 2),...(4,1), (4,\2), (4,4).. }
Dominio de R, = £
Rango de R, = Z*

3. a) no es funeciéon
b) funcion biyectiva
¢) es funcion

d) funcién biyectiva

4. @) no es funciéon
b) no es funcioén
¢) es funcién; dominio N, rango N
d) no es funcién

20
5.9 Dr=B- (1,2}, Bp=(—=—%) U,

’b) Df=R, Ry=(—2,)
¢) Dr=R—{-1}, R;=R — {0}
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6. a) Y

<

b)

Nl

c) Y

N N T

d) Y

Ry = [0, )

Dr=(1,=)
Rp=[2,%)
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x
X [ ] M + ™
- M ) {1
(o] -+ ™
a h o T
H1_2 L ot
- - o [y <
| ' T
o b ——— O—t—t—4 " |
O v ¢ M Ne|n H > < ™ ~ -
-l H
| 7t B
i o |t H o
[ Tt
h _
N4
i
e
< o
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d)

Y
[ R )
i
[ Y
|
Qe |
|
24 & |
: I
14 *— |
-2 -1 |
—tt L B ———
1 2 X
Y —1
o—t -2
o— 4 -3
*— + -4
*— 4 -5
[ + -6
> + -7
8. a) 29 b) d Ito 96 d 38
. a) TS no puede ser resue : C, - — —
) (nop ) ‘) ) 225
Capitulo 11
l.e = 2.718281 ; =1 ; e® = 20.085537

e

-2 = 0.135335 ; e = 1.648721 ( H ed= 1.395612

1
—= = 0.606530 ; -4 = 0.018315
NG e 0.01831

27t m—————— 3x

26 +———6=

94 —=—=—

uq._—_.—'___—___".._

- )
N o = e i o
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3.
Y
!
of*
I
I
|
i
i
1
I
!
[
%
4,
————— —-§10 + ¢
1
i
1
|
|
i
I
I
I
i
I
i
I
{
i I
. I
\.—ll.—_!__
1 2 X
—4 4
5.a) Cr=4.32674871C b) Cr=4.32674871C

7.a) P(0)=50 milones b) P (30)=91,1millones

8. ’ Co = 443,874.64

9. Y (1990) = 10! ¢!5*

10. Q, = 3,297.44
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11. ¢) 0.548811
12. V (¢) = 4000

14. a) 500 personas
b) 1572 personas

b) 0.451188
13. 329

15. a) 4 millones
b) 9,306,000

¢) 0.181269

16. 1880

¢) 2000 personas ¢) Lim P(t) = 10 millones

t—>oo
17. In1=0 In5 = 1.6094
In2 = 0.6931 Iny=-—1.6094
Ine=1 Ine* =2
In0 : (no existe)
In—2 : (no existe)
18. a) Ine®* =3 d) e =9
b) InVe=4% ol
c) es=5 25
19
f 5
19. a) x=11.6624 ) x=17.389056 B x _nb 1
b) x=0.577622 g x=4 ina
¢) x=0.402359 B x= _2_95_ ) x=e
d = -2
) x=ey ) k=1820478
e) x_c+e'/5° ) x=in®
20. r=6,9314 21, afio 2095 aprox. 22. a) t= 231 aflos b) t= 2720 afios
23. 3,143 24.0) 260 b) 324 |
Capitulo 12
1 1 V2
1. 4 b) 6 2 d) — — —
a) ) c) ) 7 e) n f 2
1 . . 1
8) -—3— h) 12 i1 . J) —4— k)1 1
1) (no existe) m) 0 n) oo
# 2.9 lim F(x)=9 ; lim F(x)=9 lim F(x)=9
x—>3 x->3 x—3
b) lim F(x)=6 ; lim F(x)=27 ; * lim F(x):
x=>3 x->3 x -3 no existe



¢

. a)

. a)
¢)

e)

8)

J)

k)

b

. a)

d)

7

. a)

d)

. a)

d)

. @)
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lim Fx)=17 ; lim Fx)=7 |, lim Fx)=17
x—>3" x -3 x=>3
' -12 ' -1 ' 2
Y= ax+1y b y= == © y= 3
y'= Ba® — 162° — — b) y'= 6x°—1
2x?
4
' ] - +
y'= (P +8) (B2 -2+ (P —2x)(2x+8) d) y'= E_;lzii
. —10 , 16 (Bx—1)? (16 —x%)+ 2x (bx —1)°
y=— N y= 377
x (16 —x?)
, 6 (x+Vx)+2? \_ 3x*—2x+3 Y 1—x2
Yy 2z )y e Vy= ¥z

y'= BoVE) @~ —VE @+ 1)

2x3

r_ (x* +6x + 2) (522 + 6x + 3) — 2 (3x% + 5) (x° + 2x2 + 3x)
B 2/x (x3 + bx + 2)?

' 5—Tx2 ' x+1

DN e————————— m =
Y= Tex ) (2 +1)° ) Y= B et

' ' ,  3e7?*(1—2x—2xinx
y'= 2xe*’ b)y=i 0 y= = ( )
X ) X
, —6x ,  8x% 4+ 8x% +2x
y = 2 7 (2 e) y= 7
9x* + 1) In* (x* + 1) 1+x
\_ 8in?x ) y'= 1 + 1 o 1ox
= T x € Y= o1 8x+ 2 x? + 1
' xin (x/2)+1 b ' 9 In5 { 1_1
Y=Y Toxin (x12) ) y=2xylab ¢ y=
' ' X X 6‘2"'3 1 ’
=y1+1 = + -
y=yAring e y=y [?’—"T 5@x° + 8x) 4(x—1)]
, X ' 4-y ' ___(2xy+y1)
= b = = A4
Y y )y x vy x2 + 2xy
' —(x+ 2y) ' _(5x4 +2xy+y3)
= 2T Io. e y= 3 3 ry
3y* + 2x x* + 3xy* + 5y
y' =2%m2 b y' = 2xe*? gy = (x+2x—1)e*
" = 2% (Ing)? y' = 22x2+1)e*? y' = (x?+4x+1)e*

y" = 2% (in2)? y" = 4x(2x? + 3) e*’ y" = (x? +6x+ 5)e*
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' = 5 3
d} y = (@x*—-2x+1) ¥ (-—2— x3 —- - x* —3x+ 2)
" 3 -é 5 5 3 4 3 2
y" = (x*—2x+1) -z—x—-4—x—11xA+9x—1
- 7
y"' =@ -2+ 3 L R LY QU Y UL 18x—3>
8 8 5 2
4
e) y'= p + 2xin (x* — 1)
" 9x6 "‘18.13
A + 2In (x* —1)
9.a) T (3)=1,000 AT = 11,300
b) Velocidad promedio = 6100 ¢ Q'(1)=02 ; AQ=0.15
V (t = 5) = 1400 ’
d P@)y= 6 P'()= 3 creceré 5.4
0= G+ 2 S
lim P'(t)=0
X —» oo
e) R'(80)=248 AR = 248,05 f) U'(50)=3700 _
g) I'(40)=— 2580 I' (P = 600) = — 3100 U'(40) = — 2590

d
k) —(—i-;-(x =400, ¢ = 12) = 10,914

Capitulo 13
a) x=—1 méximo
x=1 minimo
x=0 punto de inflexién
(—1,1) decreciente
(0, =) convexa arriba 1

N
[A]
-+~

_._...--I

———— s i o o o b
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b) x=0 maximo v
Cx=4 minimo
x=3 punto de inflexién 100
(0, 4) decreciente
(3, =) convexa arriba T
-2/ 1 2 3 4 5
L] L4 L i i X
i
-0t ——————— |
{
-100 1 '
|
~150f —— e o
e) x=0 minimo 0% e=————-- 243 = mmp
no hay punto de inflexi6n i e
I |
(0, =) creciente t |
I I
l |
g l : Tk '
i |
| |
—2 —1\ / 2
-1
-

) x=1 punto de inflexiéon
x=0 maximo
x=2 minimo
x=1 asintota vertical
y =x+ 1 asintota oblicua
(—20,0) U(2,) creciente

(1, =) convexa arriba

FEE

b3
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g) No hay mdximos ni minimos,
siempre decreciente
= —1 punto de inflexi6én
x = —1 asfntota vertical
y = 2 asintota horizontal

h) no hay méximo ni minimo

siempre creciente

x=—2, x=0, x=2 puntos de inflexién

x=—2 x=2 asintotas verticales

y=0 ‘ asintota horizontal
I Y i
le =-2 : x=2
I i
i |
| |
| i
0 I
1 !

-4 73 -2 -1 1 2 3 4
L L] i v L ; =3 3
| T X
| |
| |
| |
| |
| I
| |
1 |
i) x=0 minimo

x=3.2 méximo
(3.2, =) creciente
(—,—1,6) convexa arriba
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Y
—-——=l1313
: 1042|———— e —
i i
| |
| |
I I
| |
| |
! |
| !
N . . A
16 -1 1 2 332 8 X
2.a) largo=60m, ancho=60m b) P=8%17500
¢) largo=80m, ancho=80m d) debe plantar 80 arboles

e) debe vender a $480

f) altura= 3 pulg, largo = ancho = 12 pulg
8 ) C = $6194. No puede construirse

1 1 . 1
h) r=; h = — Cmiimo=4( — +27)
NS NZa NZ)
i)  deben usarse las 10 maquinas i) -g— y %
el supervisor ganard $ 5,333.33
el costo de preparacion es de $ 2000
100 ‘
o) el salon debe ser circular, con r = - p) vértices: (4,0)y (0, 6)
q) nivel de produccién, x = 2000 ' s) x=38
68 160
. —k ;. — h b 3,
3. a) 33 m/h ; 3 km/ ) 6 m/seg
dh B s dv . dv _
c) e 6.28x10~° pies/min ) Frele e
dy dy
— M — 12
8 dt 0 dt
dy 8 dy —8 dy dy —40
dt 25 dy 25 t dt 10,201

4. y=3x—2 ;, y=3x+2
5. 2y=38v2 —x ; —2y=32+2x
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6. v
54 y=2x+1
y=—2x+9
44
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| ¥ 4
/ .
!
// 2 \ \x
/
1. y
y=6x—9
y=—2x—1
. 5
2. X
Capitulo 14
x3 (x—2)*
La) Fix)=——+ —2x+e b) Fx) = ——



12.
13.

14.

. a)

H méx. = 127.55 mt.

b) V(t=2)=12.6m/seg e(t=2)=326m
H méx. = 54.04 mt.

4 %

16
. =——x +4.__‘/
Y 5 5 2

a) k=——38— b) kestalquek3+5k-—10=0estoes,k=1.424

3
c) P(0<x<1)=-8- d) mestal que2m® + 8m* =8, m=0.806

. Aproximadamente 53.77 minutos.
10.
11.

Temperatura ambiente: —6.5°C
a) existiran 9553 moscas aprox. b) '5.04 dias aprox.

a) 1.71448¢gr b) 10,448.67 millones de afios
a) $508,330 b) $297,666.66

$ 4,107,000 ; 192,000 unidades

379

RESPUESTAS
(3x+5)i- e2x
c) F(x) = +c d) F(x) = +ec
1 .., 1
e) F(x) =?e3r +c ) F(x) =?Inx
9y P = —(a +5)T 4
3 3t? -4 %+ 3
. = + — 4+ b) —8 ° = - =
a) ¥ 3 2 ‘2 ) Y X \/3
2
c) -—14y-==7x‘—8x'3' —1768 d y= —tz——-lnt—%
3
e) y= -t?+t2+2t+4
+ 4
(* 42) +e b) lnx—-:— +e ¢) 8x—6lnix+2+c
4 2IF7 +e e) 18 P -g- g 20
285 32
.a) oU? b) — U? ) — U? d)f-—s-?-lf‘ e) 2U°
4 3 12
361
T
.a) V(t=2)=304m/seg  e(t=2)=804m



Indice

Angulo, medida, 342

Antiderivada, 311

Area bajo la curva, 318

" Area entre dos curvas, 822

Argumentos 1ogicos, 27

Asintotas, 211, 282
obtencién de, 288

Carbono, 14, 329
Célculo diferencial, 239
Circunferencia, 348
Coeficiente del binomio, 339
Coeficientes enteros, 149
Coéncavas, 285
Concavidad, regiones de, 289
Conclusion, 27
Conectivos l6gicos, 22
Coénicas, 348
Conjugada, 87
Conjuncién, 23
Conjunto, 1
cardinal de un, 11
finito, 1
infinito, 1
universal, 1
vacio, 1
Conjuntos, 4
operaciones entre, 5
propiedades de los, 9
relaciones entre, 3
Continuidad, 2565 1+~
Contradiccion o falacia, 26
Convexidad, 282
Cortes con los ejes, 282
Cosecante 6, 344
Coseno @, 344

Costo, 106

fijo, 108

marginal, 262, 330

promedio, 262

total, 106

variable, 108
Cotangente §, 344 :
Crecimiento, 226, 282

bacteriano, 338 .
Cuantificadores, 28

Decrecimiento, 282
exponencial, 227
Demanda, 109, 121
Derivaciéon implicite, 268
Derivada, 289, 258, 268
aplicaciones de la, 281
primera, 282
segunda, 282 v
Derivadas de fnncioms exponenchlu y
logaritmicas, 271 , ,
Derivadas de las funciones
trigonométricas, 851
Derivadas de orden superior, 273
Desiguatdades, 155
propiedades de las, 1556 .
Diagramas de Venn-Euler, 11
Diferencia de dos cuadrados, 67
Distancia focal, 349
Disyuncién, 23
Division sintética, 146
Dominio, 204

e, 224
Ecuacion diferencial, 314
Ecuacién polinomial, 138

381



382 INDICE

Ecuacién pendiente-interseccién, 139
Ecuacion punto-pendiente, 139
Ecuacién de la recta, 347
Ecuaciones, 57, 99
cuadraticas, 102
equivalentes, 102
lineales, 102
lineales con dos variables, 116
lineales simulténeas, 121
de segundo grado, 102
Eje mayor, 349
Eliminacion, por suma o resta, 121
Elipse, 350
Equivalencia, 23
Excentricidad, 349

Exponente cero y exponentes negativos, 85

Expresiones algebraicas, 57
operaciones con, 60

Factor comiin, 66
Factorial, 340
Factorizacion, 65

en solucion de ecuaciones cuadraticas, 102

Fracciones algebraicas, 128
Funcion, 205

gréfica de una, 207

inyectiva, 207

sobreyectiva, 207
Funcion continua, 256
Funcion discontinua, 255
Funcién logaritmo, véase Logaritmo
Funciones de densidad, 324
Funciones polinomiales, 136
Funciones trigonométricas, 343
Funciones, 202

algebra de, 212

especiales, 217

exponenciales, 223

implicitas, 215

logaritmicas, 230

Gauss, método de, 185

Geometria analitica, 346

Grados, conversion a radianes, 343
Grifica de una funcion, 281
Gréfica, obtencion de una, 282

Hipérbola, 350

Idéntico, 44
Identidades trigonométricas, 345

Igualacién, 124
Implicacién, 23
Indeterminacién, 26, 251
Inecuaciones, 155

con valor absoluto, 164

de grado mayor o igual a dos, 168

lineales, 162
Inflexion, 285
Ingreso, 112

marginal, 263

medio, 262
Integracién, 349

formulas, 351

reglas, 317
Integral, 311
Integrales definidas, 316, 319"

y érea bajo la curva, 318
Intervalos de niimeros reales, 159
Inverso aditivo, 40 -
Inverso multiplicativo, 40

Ley del enfriamiento, de Newton, 326
Limites, 246, 264 - :
Logaritmo, 230

Logaritmos, propiedades de los, 281
Logica, 21 - -

Matrices, 176 _
operacionés con, 177
Matriz, 185
equivalente, 189
inversa de una, 191
Méximos y minimos, 282 -
Minimo comiin denominador, 69, 128

Negacion, 23
Newton, Isaac, 289
Niimeros, 27, 33
complejos, 33, 91
enteros, 34
irracionales, 33
naturales, 34
racionales, 34 '
reales, propiedades de los, 39 -

Oferta, 126
Operaciones binarias, 35
propiedades de las, 37

Par ordenado, 36
Parabola, 140, 348



sbesisa el viktive, 142
vértice de la, 141
Pendiente, 136
de una curva, 303
Plano cartesiano, 51
Polinomio, 135
constante, 135
Polinomios, 57, 70
cuadriticos, 140
lineales, 136
Potenciacion, 81
Premisa, 27
Primitiva, 312
Probabilidad continua, 324
Producto cartesiano, 201
Productos notables, 63

Propiedad distributiva de 1a multiplicacién

sobre la adicion, 42
Proposiciones 16gicas, 21
leyes de las, 26
Punto de equilibrio del mercado, 125
Punto-pendiente, 348
Puntos criticos, 282
Puntos de inflexién, 282
Puntos 6ptimos, 291

Racionalizacion, 91

Radian, 342

Radicacién, 81

Radicales, 87

Raices de una ecuacién polinémica, 143
Raices racionales, 147

Rango, 202

Regla de 1a cadena, 269
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Relaciones, 202
entre rectas, 348

Secante 0, 344

Seno 4, 344

Signos de agrupaci6n, 60
Sofisma, 27
Subconjunto, 4
Sustitucién, 122

Tablas de verdad, 24

Tangente 8, 344

Tangente a una curva, 303

Tasa de cambio, 243

Tasa de interés, 225

Tautologia, 25

Teorema fundamental de! dlgebra, 143
Teorema de Pitdgoras, 49

Teorema del binomio, 70, 339

Teoremas sobre ecuaciones polinémicas, 143

Teorema del factor, 145

Teoremas sobre los niimeros reales, 45
Términos semejantes, reduccién de, 59
Tricotomi{a, ley de la, 43
Trigonometria, 341

Trinomio cuadrado perfecto, 66

Utilidad, 113
marginal, 264
media, 264

Valor absoluto, 49
propiedades del, 50
Variables relacionadas, 299



